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1. Bevezetés

1.1. Kutatasi teriilet, az értekezés célkitiizése és szerkezete

Egy algebrai strukturarol azt mondjuk, hogy kongruencia-felcserélhetd, ha tet-
sz6leges « és [ kongruenciai esetén o o § = o « teljesiil, ahol o a binér re-
laciok szokasos kompoziciojat jeloli. A csoportok és a gytrtk jol ismert pél-
dak kongruencia-felcserélhets algebrai strukturakra. Tovabba minden olyan al-
gebrai struktira, melynek kongruenciai lancot alkotnak a tartalmazasra nézve
kongruencia-felcserélhets. Ilyenek pl. a Galois-gytrtk és az értékelésgytirik.

A kongruencia-felcserélhets algebrai strukturakkal szdmos cikkben talalkoz-
hatunk. Példaként emlitem a [HM73], [1dz89], [Kea93|, [VWI1] cikkeket, ame-
lyekben a vizsgalatok olyan specialis varietasokkal kapcsolatosak, amelyekhez
tartozo algebrai strukturak mindegyike kongruencia-felcserélhets. Schmidt E.
Tasméastol szarmazo hires (az [RTWO07] cikkben mér megoldott) probléma kiézép-
pontjaban is a kongruencia-felcserélhets algebrai strukturak allnak: Igaz-e, hogy
minden disztributiv algebrai hal6 izomorf valamely kongruencia-felcserélheté al-
gebrai struktira kongruenciahaléjaval?

A félcsoport fogalma a csoport és a gytrt fogalmanak kozos altalanositasa.
Ez a tény mindig is hatéassal volt a félcsoportelméleti vizsgalatokra. Mivel a cso-
portok és a gytiriik kongruencia-felcserélhetGek, valamint azok a gytirik, melyek
kongruenciahaléja lancot alkot a tartalmazésra nézve fontos szerepet jatszanak
a gytrtelméletben, ezért nem meglepd, hogy szamos olyan cikkel talalkozha-
tunk a félcsoportelmélet irodalméaban, amelyek célja a kongruencia-felcserélhetd
félcsoportok, specialisan azon félcsoportok leirdsa, amelyek kongruenciahaloja
lancot alkot a tartalmazasra nézve. Ezen utobbi feltételnek eleget tevd félcso-
portokat A-félcsoportoknak is nevezziik.

Az értekezésben a A-félcsoportokkal és a kongruencia-felcserélhets féleso-
portokkal kapcsolatos kutatési eredményeimet, a [Nag84], [Nag90], [Nag92],
[Nag98], [Nag00], [Nag04], [Nag05], [Nag08|, [Nagl3| sajat, valamint a téars-
szerz6kkel irt [DN10], [JNO3], [NZ16] cikkeim eredményeit foglalom &ssze.

Az értekezés (a szamozatlan bevezetésen kiviil) hét szamozott fejezetet tar-
talmaz. Az 1. Fejezet azokat a félcsoportelméleti alapfogalmakat, valamint
azokat az altalanos, jol ismert félcsoportelméleti eredményeket tartalmazza,
amelyek az értekezésben felhasznélasra keriilnek. A 2. Fejezetben teljes jel-
lemzését adjuk a gyengén exponencidlis A-félcsoportoknak. A 3. Fejezetben
megadjuk az 6sszes RGC,,-kommutativ A-félcsoportot; speciélisan az 6sszes RC-
kommutativ A-félcsoportot. A 4. Fejezetben azok a félcsoportok dllnak a vizsgé-
lat kézéppontjaban, amelyek valamilyen nem identikus permutécio-azonossagot
telesitenek. Ezeket a félcsoportokat permutativ félcsoportoknak is nevezziik.
A fejezet egyik {6 eredményeként megmutatjuk, hogy minden permutativ A-
félcsoport medialis (azaz teljesiti az axyb = ayxb azonossagot). Ezen eredmény
felhasznalasaval bizonyitjuk a fejezet méasik f6 tételét, amely szerint minden per-
mutativ congruencia-felcserélhets félecsoport medialis. Az 5. Fejezetben megad-
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juk az Osszes medialis A-félcsoportot, illetve a jobb tiikrozés és a bal tiikrozés
fogalmanak bevezetésével megmutatjuk, hogy hogyan konstrualhat6é a medialis
congruencia-felcserélhetd félecsoportok egyik tipusa (az tgynevezett 1. tipus) a
kommutativ nem arkhimédeszi kongruencia-felcserélhets félcsoportokbél. A 6.
Fejezet azon véges kongruencia-felcserélhetd félcsoportokkal foglalkozik, amelyek
arkhimédeszi félcsoportok félhalojaként allnak els. Ezen vizsgalatokban fontos
szerep jut Palfy Péter Pal és Pavel Pudlak [PP80| cikkében szereplé Lemma
3 eredményének. A 7. Fejezetben tetszoleges félcsoport és tetszdleges F test
esetén vizsgaljuk annak feltételeit, hogy az F[S] félcsoportalgebra idealhaldja-
nak az S félcsoport feletti Bg relaciofélcsoportba valdo J +— oy leképezése o-
homomorfizmus legyen, ahol o jeldli az F[S] félcsoportalgebra J idealja &ltal
definialt kongruencidnak az S félcsoportra valo lesziikitését. Megmutatjuk, hogy
a kongruencia-felcserélhetGség sziikséges feltétel, és a vizsgalt két esetben pedig
elégséges is.

1.2. Torténeti Attekintés

Az értekezés téméajaval kapcsolatos els6 publikaciok 1969-ben jelentek meg.
B.M. Schein ([Sch69]) and T. Tamura (|[Tam69]|) egymastol fiiggetleniil publikalt
két kiilonbo6z6 cikkben leirtak a kommutativ A-félcsoportokat. Ezt kévette H.
Hamilton 1975-ben publikalt [Ham75] cikke, amelyben a szerz6é a kommutativ
kongruencia-felcserélhets félcsoportokat hatarozta meg. A kommutativ félcso-
portokra bizonyitott eredmények hataséara elkezd6dott egy olyan kutatési irany,
amelynek célja a A-félcsoportok, illetve a kongruencia-felcserélhets félcsopor-
tok minél tobb és szélesebb félcsoportosztalyban valé meghatarozasa. Ennek
elsg lépéseként P.G. Trotter [Tro76] cikkében meghatarozta az Osszes expo-
nencialis A-félcsoportot. 1981-ben A. Cherubini és C. Bonzini altalanositot-
tak P.G. Trotter eredményét az exponencialis félcsoportok egy részosztalyaban,
a medialis félcsoportok osztalydban oly modon, hogy [BC81]| cikkiikben meg-
hataroztak az Gsszes lehetséges kongruencia-felcserélheté medialis félcsoportot.
P.G. Trotter eredményeinek altaldnositasa volt a célja az 1984-ben publikilt
[Nag84] cikkemnek, amelyben ugyancsak a A-félcsoportokkal foglalkoztam, de
az exponencialis félcsoportok osztalyanil b&vebb osztalyban, az tgynevezett
gyengén exponencialis félcsoportok osztalyaban. Ebben a cikkben bevezettem
egy Uj fogalmat, a gyengén exponencialis félcsoport fogalmat, és meghataroz-
tam a gyengén exponencialis arkhimédeszi A-félcsoportokat. 1990-ben publi-
kalt [Nag90] cikkemben teljessé tettem a vizsgalatot; meghataroztam és jel-
lemeztem az Osszes lehetséges gyengén exponencialis A-félcsoportot. Tovabbi
félecsoportosztalyokban is sikeriilt a A-félcsoportok teljes megadéasa. Az 1992-
ben publikalt [Nag92| cikkemben meghataroztam az Gsszes RC-kommutativ (R-
kommutativ és feltételesen kommutativ) A-félcsoportot. Ezen eredményeket
is hasznélva, Z. Jiang 1995-ben publikalt [Jia95] cikkében meghatarozta az
Osszes kongruencia-felcserélhetd LC-kommutativ félcsoportot, dltaldnositva ezzel
a [Nag92| cikkem eredményeit. 1998-ban publikalt [Nag98| cikkemben bevezet-
tem az GC,-kommutativ félcsoport fogalmét. Ezen cikkem, illetve Z. Jianggal
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kozos [JNO3] cikkem eredményeként megadtuk az dsszes RGC,-kommutativ (R-
kommutativ és GC,-kommutativ) A-félesoportot. Z. Jiang és L. Chen 2004-ben
publikalt [JCO04] cikkiikben azokat a jobb duo félcsoportokat vizsgaltak, ame-
lyek az &ltalam definialt GC,-kommutativitast is teljesitették. Ezeket a félcso-
portokat RDGC,,-kommutativ félcsoportoknak nevezték. Emlitett cikkiikben
meghataroztak az Gsszes kongruencia-felcserélheté RDGC,,-kommutativ félcso-
portot. 2000-ben publikalt [Nag00] cikkemben meghataroztam az Gsszes jobb
kommutativ A-félcsoportot. A cikkben szereplé egyik példa ramutatott arra,
hogy W.A. Etterbeek (T. Tamura témavezetésével irt) sokat idézett [Ett70] PhD
a Theorem 3.49-ben hibasan adta meg a medialis A-félcsoportokat. P.R. Jones-
szal 2004-ben kozosen irt [Nag04] cikkiinkben javitottuk ezt a hibat. A cikkiink
f6 eredményeként megmutattuk, hogy minden permutativ félcsoport medialis,
és hibatlanul megadtuk az Gsszes mediélis A félcsoportot. Ezen cikkbeli ered-
ményiink felvetette bennem a kovetkezs kérdést: igaz-e, hogy nem csak a A-
félcsoportoknal, hanem a kongruencia-felcserélhetd félcsoportok esetében is ko-
vetkezik a medialitds a permutativ tulajdonsagbo6l. 2005-ben publikalt [Nag05]
cikkemben problémaként vetettem fel ezt a kérdést, amelyre ott részleges valaszt
adtam. Megmutattam, hogy egy kongruencia-felcserélheté permutativ félcso-
port medialis vagy egy derékszogl csoportnak egy nem trividlis (azaz legalabb
kételemti) kommutativ nil félcsoporttal valé idealbévitése. 2006-ban P.R. Jones
([Jon06]) és tanitvanyom, Deak Attila (|[Dea06]) egymastol fiiggetleniil bizonyi-
tottak, hogy a méasodik esetben is sziikségképpen teljesiil a medialités, igazolva
a sejtésemet: Minden kongruencia-felcserélheté permutativ félcsoport media-
lis. Az MTA Rényi Intézet algebra szeminariuman tartott egyik el6adasunk
alkalmaval Méarki Laszlo problémaként vetette fel, hogy mit lehet mondani a vé-
ges kongruencia-felcserélhets félesoportokrol. Dedk Attilaval 2009-ben kozosen
irt [DN10] cikkiinkben megvizsgaltuk a véges kongruencia-felcserélheté Putcha
félcsoportokat, meghatarozva a lehetséges tipusokat. Két esetet részletesen vizs-
galtunk, teljes jellemzésiiket adva, amelyhez t6bbszor felhasznaltuk Palfy Péter
Pal és Pavel Pudlak koézosen irt [PP80] cikkének Lemma 3-beli eredményét.
2008-ban publikalt [Nag08|] cikkemben definialtam félcsoportok jobb oldali, il-
letve bal oldali tiikrozését, és megmutattam, hogy ezeknek a konstrukcioknak
a segitségével hogyan kaphatjuk meg A. Cherubini és C. Bonzini [BC81] dolgo-
zataban szerepld 1. tipust medialis kongruencia-felcserélhets félcsoportokat a
kommutativ nem arkhimédeszi kongruencia-felcserélhets félcsoportokbdl. 2016-
ban Zubor Martonnal kozosen publikalt [NZ16] cikkiinkben a véges kongruencia-
felcserélhets félcsoportok félcsoportalgebrai alkalmazhatosagaval foglalkoztunk.
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1.3. Az értekezés tézisei

1. Tézis Megadom az Osszes gyengén exponenciilis A-félcsoportot: Egy S
félcsoport akkor és csak akkor gyengén exponencialis A-félcsoport, ha teljesiti a
kovetkezo feltételek egyikét.

(i) S izomorf G-vel, vagy G-lal, ahol G egy kvéziciklikus p-csoport nem tri-
vialis részcsoportja (p primszam).

(ii) S kételemd félhalo.

(iii) S izomorf R-rel, vagy R’-lal, vagy R'-gyel, ahol R kételemii jobbzéro fél-
csoport.

(iv) S izomorf L-lel, vagy L°-lal, vagy L!'-gyel, ahol L kételemii balzéré félcso-
port.

(v) S olyan nil félcsoport, melynek idealjai lancot alkotnak a tartalmazasra
nézve.

(vi) S egy T1, vagy T2R, vagy T2L félcsoport.

2. Tézis Megadom az Gsszes RGC,-kommutativ A-félcsoportot: Egy S fél-
csoport akkor és csak akkor RGC,-kommutativ A-félcsoport, ha teljesiil ra a
kovetkezo feltételek egyike.

(i) S izomorf G-vel, vagy G°-lal, ahol G egy kvéziciklikus p-csoport nem tri-
vialis részesoportja (p primszam).

(ii) S izomorf egy kételemii félhaloval.

(iii) S izomorf R-rel, vagy R°-lal, vagy R'-gyel, ahol R kételemii jobbzéro fél-
csoport.

(iv) S izomorf egy olyan kommutativ nil félcsoporttal, melynek f6idealjai lancot
alkotnak a tartalmazasra nézve.

(v) S izomorf Nl-gyel, ahol N egy olyan nem trividlis kommutativ nil félcso-
port, melynek f6idealjai lancot alkotnak a tartalmazésra nézve.

3. Tézis P.R. Jones-szal valé kozos munkank eredményeként megmutatom,
hogy minden permutativ A-félcsoport medialis.

4. Tézis P.R. Jones és Deak Attila eredményeit is hasznalva megmutatom,
hogy minden permutativ kongruencia-felcserélhets félcsoport medialis.

5. Tézis P.R. Jones-szal k6z6s munkank eredményeként megadom az Osszes
medialis A-félcsoportot: Egy S félcsoport akkor és csak akkor medialis A-
félcsoport, ha eleget tesz a kovetkezs feltételek egyikének.
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(i) S kommutativ A-félesoport.
(ii) S izomorf R-rel, vagy R°-lal, ahol R kételemii jobbzéro félcsoport.

(iii) S izomorf azzal a Z = {0,e,a} félcsoporttal, amelyet a {0,a} zéro fél-
csoportbol egy e idempotens elem adjungélasaval kaptunk, mégpedig ugy,
hogy e jobb oldali egységeleme Z-nek, és bal oldali annulatora {0, a}-nak.

(iv) S izomorf a (ii) vagy (iii) tipust félcsoportok dualisaval.

6. Tézis Definidlom félcsoportok bal, illetve jobb tiikrozésének fogalméat, és
megmutatom, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor 1-es tipust mediélis
kongruencia-felcserélhets félcsoport, ha

(1) bal tiikkrozése egy nem-arkhimédeszi kommutativ kongruencia-felcserélhetd
félcsoport jobb tiikrozésének vagy, ami ezzel ekvivalens,

(2) jobb tiikrozése egy nem-arkhimédeszi kommutativ kongruencia-felcserélhets
félcsoport bal tiikrozésének.

7. Tézis Dedk Attilaval kozos munkank eredményeként megadom a kongruencia-
felcserélhets félcsoportok f6bb tipusait azon véges félcsoportok kozott, amelyek
arkhimédeszi félcsoportok félhalojaként allnak el6. Definidlok egy konstruk-
ciot, és megmutatom, hogy az egyik esetnek megfelels félcsoportok pontosan
azok, amelyek ezzel a konstrukcidval allithatok el6. Egy mésik esetnek megfele-
16 félcsoportok teljes jellemzését is megadom. Az esetek vizsgalataban tébbszor
felhasznalom Palfy Péter Pal és Pavel Pudlak [PP80] cikkében szereplé Lemma
3 eredményét.

8. Teézis Egy F[S] félcsoportalgebra J idealja esetén jelolje o az S félcsoport
azon kongruenciajat, amely az IF[S] félcsoportalgebra J ideal altal definialt kong-
ruenciajanak S-re valo lesziikitése. Zubor Martonnal k6z6s munkank eredmé-
nyeként megmutatom, hogy ha S egy félhalo vagy egy derékszogi koteg, akkor
tetszéleges F test esetén a J — oy leképezés akkor és csak akkor homomorfiz-
musa a (Con(F[S]); o) félcsoportnak az S feletti (Bg; o) relaciofélcsoportba, ha
S kongruencia-felcserélhets (itt egy félcsoportalgebra J idedlja esetén J jeloli
az éltala definialt kongruenciat is).

1.4. Vizsgalati mo6dszerek

A félcsoportelmélet egyik alapveté eredménye szerint minden félcsoportot fel
lehet bontani félhalo-felbonthatatlan félcsoportok félhalojara ([Tam72]), azaz
minden S félcsoportnak van olyan « kongruencidja, melynek osztalyai félhalo-
felbonthatatlan félcsoportok és az S/a faktorfélcsoport félhalé. H. Hamilton,
illetve T. Tamura és B.M. Schein eredményei alapjan egy félhald akkor és csak
akkor kongruencia-felcserélhetd, illetve akkor és csak akkor A-félcsoport, ha
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legfeljebb két elemet tartalmaz. Jol ismert tény az is, hogy egy kongruencia-
felcserélhet6 félcsoport, illetve egy A-félcsoport minden homomorf képe is kong-
ruencia-felcserélhetd, illetve A-félcsoport. Ezen eredmények alapjan minden
kongruencia-felcserélhets félcsoport, illetve A-félcsoport vagy félhalo-felbontha-
tatlan, vagy el6all két félhalo-felbonthatatlan félcsoport félhalojaként.

A vizsgalatok alapjat a disszertacioban targyalt minden egyes félcsoportosz-
talyban (korabban mar ismert, illetve az altalunk jjonnan bizonyitott eredmé-
nyek szerint) az a tény jelenti, hogy a benniik szerepld félcsoportok legsziikebb
felhalo-kongruenciajanak osztalyai arkhimédeszi félcsoportok, azaz olyan félcso-
portok, amelyekben barmely két elem mindegyike osztja a masik valamelyik
hatvanyat. Mivel célunk strukttra tételek bizonyitasa, ezért sziikséges az emli-
tett felbontasban szereplé arkhimédeszi komponensek strukturajanak ismerete
is. Az idempotens elemet tartalmazé arkhimédeszi félcsoportok szerkezetének
vizsgalataban az idealb&vités modszere hasznalhatd, mivel ismert tény, hogy egy
félcsoport akkor és csak akkor idempotens elemes arkhimédeszi félcsoport, ha
elsall egy idempotens elemes egyszerii félcsoportnak egy nil félcsoporttal vald
bévitéseként (|[Chr69]). Ezért a strukturavizsgalatok - az arkhimédeszi félcso-
portok félhalojaként valo elGallithatosag bizonyitasa utan - azzal folytatodnak,
hogy leirjuk az egyszeri félcsoportok szerkezetét a vizsgalt félcsoportosztalyok-
ban. Eseteinkben az egyszerd félcsoportok mindig valamilyen teljesen egyszert
félcsoportok, melyek vizsgélatdban hasznosan alkalmazhaté a Rees tétel. A
bizonyitasokban tobb helyen fontos szerepiik van az idempotens elemet nem
tartalmazo arkhimédeszi félcsoportoknak is. Itt altaldban azt bizonyitjuk, hogy
az idempotens elemet nem tartalmazé arkhimédeszi félcsoportoknak van nem
trivialis csoport-homomorf képe. Ezen bizonyitasokban altalaban a félcsopor-
tok reflexiv és unitér részfélcsoportjai altal definialt f6kongruencia fogalménak
van fontos szerepe.

A kongruencia-felcserélhets félcsoportok, illetve a A-félcsoportok vizsgala-
taban (az el6z6ek alapjan) a kovetkez6 modszert alkalmazzuk. ElGszor lefrjuk
az arkhimédeszi kongruencia-felcserélhets félcsoportok, illetve A-félcsoportok
szerkezetét, majd a vellik kapcsolatos informaciokat alkalmazzuk arra az esetre,
amikor a vizsgalt S félcsoport elGall két arkhimédeszi félcsoportnak, Sp-nak és
S1-nek a félhalojaként, példaul az SyS; C Sy feltétellel. Ekkor ugyanis Sy az
S félesoport egy idedlja, s ezért SV izomorf az S/Sy Rees-féle faktorfélcsoport-
tal, amely igy szintén kongruencia-felcserélhets félcsoport, illetve A-félecsoport,
amibdl egyszerden adodik, hogy S; kongruencia-felcserélhetd félcsoport, illetve
A-félcsoport. Mivel arkhimédeszi is, ezért az els6 1épésben kapott eredmény
alapjan ismertnek tekinthetjiikk. Az Sy komponens vizsgélatanak modszere pe-
dig a kovetkezs. Bizonyitott tény, hogy ha egy kongruencia-felcserélhets S fél-
csoport tartalmaz egy valodi I ideélt, akkor sem S-nek, sem [-nek nincs nem
trivialis csoport-homomorf képe. Ha S olyan félcsoportosztalyhoz tartozik, ahol
az idempotens elemet nem tartalmazé arkhimédeszi félcsoportoknak van nem
trivialis csoport homomorf képe, akkor Sy szitkségképpen tartalmaz idempotens
elemet (hiszen Sy az S egy valodi idealja). Igy Sy el6all egy idempotens elemet
tartalmazo egyszert félcsoportnak egy nil félcsoporttal képezett idealbGvitése-
ként ([Chr69]).
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A kongruencidk mindvégig fontos szerepet jatszanak. A vizsgalatok eredmé-
nyessége azon miulik, hogy sikeriil-e olyan kongruenciakat definialni, amelyekbdl
a kongruencia-felcserélhetdség, illetve a A-félcsoport feltétel alapjan hasznos
informaciokat nyerhetiink a félcsoportok szerkezetére vonatkozoban.

1.5. Ko6szonetnyilvanitas

Koszonetet mondok munkahelyem, a BME Matematika Intézet Algebra Tan-
szék eddigi vezetSinek, Szasz Gabor, Schmidt E. Tamas és Ronyai Lajos pro-
fesszor uraknak, akik minden lehetséges segitséget megadtak ahhoz, hogy az
oktatas mellett a tudomanyos kutaté munkéval aktivan foglalkozhassak. Ko-
sz6ném tovabba Szendrei B. Marianak, illetve Marki Léaszlonak, hogy az Acta
Scientiarum Mathematicarum (Szeged), illetve a Semigroup Forum folyoiratok
szerkeszt&bizottsaganak tagjaként készségesen tamogattak cikkeim publikilasa-
ban.
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2. A kutatasi eredmények oOsszefoglalasa

Ennek a résznek az egyes fejezeteiben az értekezés azonos cimi fejezeteinek
eredményeit foglaljuk 6ssze. Mivel csak a f6bb eredményeket emeltiik ki, ezért
az egyes tételek itteni szamozasa eltér a disszertaciobeli szamozastol.

2.1. Gyengén exponencialis félcsoportok

A gyengén exponencialis félcsoport fogalma az exponencialis félcsoport fogal-
méanak ([TS72]) egy altalanositasa. Egy félesoportot exponencialis félcsoport-
nak neveziink, ha teljesiti az (ab)” = a™b™ azonossagot tetsz6leges n pozitiv
egész szam esetén. Az exponencidlis félcsoportok szerkezetének vizsgélatéval
T. Tamura és J. Shafer [TS72] cikkében, illetve T. Tamura és T.E. Nordahl
[TN72] cikkében talalkozhatunk. Kiemelkedd jelentGségii P.G. Trotter [Tro76]
cikke, amelyben a szerz6 meghatarozza az Osszes lehetséges exponencialis A-
félcsoportot. [Nag84] dolgozatomban az exponencidlis félcsoport fogalmanak
altalanositasaként bevezettem a gyengén exponencialis félcsoport fogalmat.

2.1.1 Definicié Egy S félcsoportrol akkor mondjuk, hogy gyengén exponenci-
alis, ha tetszbleges (a,b) € S x S elempédrhoz és tetszéleges m > 2 egész szim-
hoz megadhaté olyan k pozitiv egész szam, amelyre (ab)™* = a™b™(ab)* =
(ab)Fa™b™ teljesiil.

Ez a fejezet (az értekezés 2. fejezete) a gyengén exponencialis félcsoportokkal
kapcsolatos [Nag84], [Nag90] és [Nagl3] cikkeim eredményeit tartalmazza.

Az itt kévetkezd, elscként emlitett tétel T. Tamura és J. Shafer exponencia-
lis félcsoportok félhalo-felbontasaval kapcesolatos [T'S72] cikkbeli eredményének
gyengén exponencialis félcsoportokra valo kiterjesztése.

2.1.2 Tétel ([Nag84]) Minden gyengén exponenciélis félcsoport arkhimédeszi
gyengén exponencialis félcsoportok félhéldja.

Az idempotens elemet tartalmazd gyengén exponencidlis arkhimédeszi fél-
csoportok jellemzéséhez sziikséges a kovetkezs tétel.

2.1.3 Tétel ([Nag84]) Egy félcsoport akkor és csak akkor egyszert és gyengén
exponencialis, ha izomorf egy olyan félcsoporttal, amelyik egy deréksz6gi kiteg
és egy Abel-csoport direkt szorzata.

Legyen I egy S félcsoport idealja. Jelolje @) az S félcsoport I idealja szerinti
S/1 Rees-féle faktorfélcsoportot. Ekkor azt is szoktuk mondani, hogy S az I-
nek a nullelemes @ félcsoporttal vald idealbgvitése. Akkor mondjuk, hogy ez a
bévités retrakt, ha megadhatéo S-nek I-re olyan homomorfizmusa, amely az [
elemeit fixen hagyja.
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T. Tamura és T.E. Nordahl [TNT72] cikkének egy eredményét altalanositja
az alabbi eredmény, amely jellemzi az idempotens elemeket tartalmazo gyengén
exponenciélis arkhimédeszi félcsoportokat.

2.1.4 Tétel ([Nag84]) Egy félcsoport akkor és csak akkor idempotens elemet
tartalmazo gyengén exponencialis arkhimédeszi félcsopot, ha egy derékszogi
kéteg és egy Abel-csoport direkt szorzatinak egy nil félcsoporttal valo retrakt
bévitése.

Az idempotens elemet nem tartalmazo gyengén exponencialis arkhimédeszi
félcsoportok vizsgalatanal fontos szerepe van az alabbi tételnek.

2.1.5 Tétel ([Nag84]) Legyen a egy gyengén exponencialis S félcsoport tetszo-
leges eleme. Jel6lje S, mindazon x € S elemek halmazat, amelyekhez megad-
hatok olyan k,m,n pozitiv egész szamok, hogy aFxa™ = a™ teljesiil. Akkor S,
az S félcsoport reflexiv és unitér résztélcsoportja.

Ezen eredmény felhasznalasaval bizonyithatd a kdvetkezs tétel.

2.1.6 Tétel ([Nag90]) Minden olyan gyengén exponencialis arkhimédeszi fél-
csoportnak, amely nem tartalmaz idempotens elemet, van egy nem trivialis
csoport homomorf képe.

A kovetkezGkben megadjuk a gyengén exponencialis A-félcsoportokat. Eh-
hez sziikség van a kiévetkezs elnevezésekre.

Legyen S olyan A-félcsoport, amely félhaloja egy P félcsoportnak és egy
nem trivialis N nil félcsoportnak ugy, hogy NP C N. S-rél azt mondjuk, hogy

(1) T1 félesoport, ha P egyelemt,
(2) T2R félesoport, ha P kételemii jobbzérd félcsoport,
(3) T2L félcsoport, ha P kételemt balzéré félcsoport ([Nag90]).

Koénnyen belathato, hogy a T1, a T2L, illetve a T2R félcsoportok gyengén
exponencialisak.

A kovetkezd tétel a fejezet {6 tétele, amely megadja az Gsszes gyengén expo-
nencialis A-félcsoportot.

2.1.7 Tétel ([Nag90]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor gyengén exponen-
cialis A-félcsoport, ha teljesiti a kovetkezd feltételek egyikét.

(i) S izomorf G-vel, vagy G°-lal, ahol G egy kvéziciklikus p-csoport nem tri-
vidlis részcsoportja (p primszam).

(ii) S kételemii félhalo.
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(iii) S izomorf R-rel, vagy R°-lal, vagy R!'-gyel, ahol R kételemii jobbzéré fél-
csoport.

(iv) S izomorf L-lel, vagy L°-lal, vagy L'-gyel, ahol L kételemii balzéré félcso-
port.

(v) S olyan nil félcsoport, melynek ideédljai lancot alkotnak a tartalmazasra
nézve.

(vi) S egy T1 félcsoport, vagy egy T2R félcsoport, vagy egy T2L félcsoport.
A T1 félecsoportok jellemzése:

2.1.8 Tétel ([Nag90]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor T1 félcsoport,
ha félhaléja egy egyelemi {e} részfélcsoportnak és egy nem trividlis N nil A-
félcsoportnak tigy, hogy Ne C N és S'eS! = S teljesiil.

A kovetkezd tételben a T2R (illetve T2L) félcsoportokat jellemezziik. A té-
telben J(b) jeloli az S félesoport egy b eleme altal generalt f6idealjat, J, pedig S
mindazon s elemeinek Gsszességét, amelyekre J(s) = J(b) teljestil. Megjegyez-
ziik, hogy tetsz6leges b € S elemre J, C J(b), tovabba I, = J(b) \ J, vagy lires
vagy idealja S-nek. Vilagos, hogy J(0) = Jy = {0} és igy Iy = 0.

2.1.9 Tétel ([Nag90]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor T2R félcsoport, ha
teljesiti a kévetkezo feltételek mindegyikét.

(1) S egy nem trivialis Sy nil félcsoportnak és egy kételemt R jobbzéré félcso-
portnak a félhal6ja gy, hogy SoR C Sp.

(2) S foidealjai lancot alkotnak a tartalmazéasra nézve.
(3) Minden b € Sy esetén vagy b € bR, vagy bR C S'bN.
(4) Minden b € Sy esetén vagy Rb = {b}, vagy Rb N (NbS* U S'bN) # 0.

(5) Minden b € Sy esetén, ha |J,| = 2 és I, # {0}, akkor minden a € Ij elemhez
megadhatdk olyan z,y € S elemek, hogy xJyy N Ju # 0 és 2 Jyy € J,.

Az el6z6 tétel felhasznalasaval bizonyitjuk a kovetkezs eredményt.

2.1.10 Tétel ([Nagl3]) Ha S egy T2R (T2L) félcsoport, akkor (az el6z6 tétel
jelbléseit hasznélva) S5 = Sp.

Ennek a tételnek kovetkezményeként adodik, hogy nincs véges T2R (illetve
T2L) félcsoport. Ugyanis, ha lenne ilyen S félcsoport, akkor a véges Sy nil
félcsoport nilpotens lenne, azaz S§ = {0} teljesiilne valamely k pozitiv egész
szédmra. Az el6z6 tétel miatt ebbdl Sy = {0} kivetkezne, de ez ellentmond annak
a feltételnek, hogy Sy nem trividlis. Tehat megfogalmazhatjuk a kovetkezs
allitast.

2.1.11 Allitas ([Nagl3]) Nincs véges T2R (illetve T2L) félcsoport.

10
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2.2. RGC,-kommutativ félcsoportok

[Nag92] cikkemben bevezettem az R-kommutativ félcsoport fogalmat. Egy S
félcsoportrol akkor mondjuk, hogy R-kommutativ, ha tetszéleges a,b € S ele-
mekhez megadhat6 olyan z € S* elem, amelyre ab = bax teljesiil. Bizonyitottam
az alabbi eredményt, amely az elnevezésre utal.

2.2.1 Tétel ([Nag01]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor R-kommutativ, ha
az S-en értelmezett Green-féle R-ekvivalencia az S egy kommutativ kongruen-
cidja.

Egy S félcsoportot feltételesen kommutativ félcsoportnak neveziink, ha tet-
sz6leges a, b € S elemek esetén az ab = ba feltételbdl az axb = bxa egyenlGségnek
minden x € S-re valo teljesiilése kovetkezik.

Az R-kommutativitést és a feltételesen kommutativ tulajdonsagot egyszerre
teljesits félcsoportokat 1992-ben publikalt [Nag92] dolgozatomban vizsgaltam
meg. Ezekre a félcsoportokra az RC-kommutativ félcsoportok elnevezést hasz-
naltam. Az emlitett dolgozatban meghataroztam az Osszes RC-kommutativ
A-félcsoportot, melyek vizsgalataban a feltételesen kommutativ tulajdonsagot
csak a kovetkezd formaban hasznaltam fel: mivel aa® = a%a teljesiil minden a
elemre, ezért a feltételesen kommutativ félesoportok teljesitik az aba? = a?ba
azonossagot. Ezen azonossidgnak eleget tevd félcsoportokat B. Pondélicek alta-
lanositott feltételesen kommutativ (réviden: GC-kommutativ) félcsoportoknak
nevezte ([Pon94|). Megmutatta, hogy minden GC-kommutativ félcsoport telje-
siti az aba’ = a’ba azonossagot minden i > 2 egész szamra. Tovabblépve ezen

mat.

2.2.2 Definicié ([Nag98]) Rigzitett pozitiv egész n-re, egy S félcsoportot alta-
lanositott feltételesen n-kommutativ (réviden: GC,-kommutativ) félcsoportnak
neveziink, ha tetszéleges i > 2 egész esetén teljesiti az a"xa® = a’za™ azo-
nossagot. Egy olyan félcsoportot, amely R-kommutativ és GC, -kommutativ,
RGC,,-kommutativ félcsoportnak neveziink.

Ez a fejezet (az értekezés 3. fejezete) az R-kommutativ, a GC,,-kommutativ
és az RGC,-kommutativ félcsoportokkal kapcsolatos [Nag92]|, [Nag98] és [JNO3]
cikkekben bizonyitott eredményeket tartalmazza. F& eredményként meghata-
rozzuk az 6sszes RGC,-kommutativ A-félcsoportot. A fejezet végén kovetkez-
ményként fogalmazzuk meg a [Nag92| cikkem azon eredményét, amely megadja
az Osszes RC-kommutativ A-félcsoportot.

Az RGC,-kommutativ félcsoportok legb6vebb félhalo-felbontasaval, illetve
az arkhimédeszi RGC,-kommutativ félcsoportokkal kapcsolatos eredmények a
kovetkezdk.

2.2.3 Tétel ([Nag98]) Minden RGC,,-kommutativ félcsoport arkhimédeszi GC,,-
kommutativ félcsoportok félhéaléja.

11
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2.2.4 Tétel ([Nag98]) Egy félcsoport akkor és csak akkor egyszerit és RGC,,-
kommutativ, ha egy jobbzéré félcsoportnak és egy Abel-csoportnak a direkt
szorzata.

2.2.5 Tétel ([Nag98]) Minden RGC,-kommutativ, idempotens elemet tartal-
mazo6, arkhimédeszi félcsoport egy jobbzéro télcsoport és egy Abel-csoport direkt
szorzatanak egy kommutativ nil félcsoporttal valé idealbévitése.

A fejezet alabbi {6 tétele az RGC,-kommutativ A-félcsoportokat adja meg.

2.2.6 Tétel ([Nag98], [INO3]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor RGC,,-
kommutativ A-félcsoport, ha teljesiti a kovetkezd feltételek egyikét.

(i) S izomorf G-vel, vagy G°-lal, ahol G egy kvaziciklikus p-csoport nem tri-
vidlis részcsoportja (p primszam).

(ii) S izomorf egy kételemi félhaloval.

(iii) S izomorf R-rel, vagy R°-lal, vagy R!'-gyel, ahol R kételemii jobbzéroé fél-
csoport.

(iv) S izomorf egy olyan kommutativ nil félcsoporttal, melynek f6ideéljai lancot
alkotnak a tartalmaz&asra nézve.

(v) S izomorf N'-gyel, ahol N egy olyan nem trividlis kommutativ nil félcso-
port, melynek f6idedljai lancot alkotnak a tartalmazdsra nézve.

Kovetkezményként megfogalmazzuk azt a tételt, amely megadja az Osszes
RC-kommutativ A-félcsoportot.

2.2.7 Tétel ([Nag92]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor RC-kommutativ
A-félcsoport, ha teljesiti a kovetkezd feltételek egyikét.

(i) S izomorf G-vel, vagy G°-lal, ahol G egy kvaziciklikus p-csoport nem tri-
vidlis részcsoportja (p primszam).

(ii) S izomorf egy kételemi félhaloval.
(iii) S izomorf vagy R-rel, vagy R°-lal, ahol R kételemii jobbzéro félcsoport.

(iv) S izomorf egy olyan kommutativ nil félcsoporttal, melynek fGidealjai lancot
alkotnak a tartalmazasra nézve.

(v) S izomorf N'-gyel, ahol N egy olyan nem trivialis kommutativ nil félcso-
port, melynek féidealjai lancot alkotnak a tartalmazasra nézve.

12
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2.3. Permutativ félcsoportok

Ez a fejezet (az értekezés 4. fejezete) a [Nag05] cikk eredményeit, illetve a
[Nag04] cikk eredményeinek egy részét tartalmazza.

Egy S félcsoportot permutativ félcsoportnak neveziink, ha megadhaté olyan
n > 2 egész szam és az {1,2,...,n} halmaznak olyan o nem identikus permuté-
cioja, hogy tetszéleges S-beli x1,...,x, elemek esetén teljesiil az x1x5...x, =
To(1)To(2) - - - To(n) €GyeNloség.

T.E. Nordhal [Nor88] cikkében bebizonyitotta, hogy minden permutativ fél-
csoport permutativ arkhimédeszi félcsoportok félhaloja. P.R. Jones-szal k6z6s
[Nag04]| dolgozatunkban bizonyitottuk a kivetkezs tételeket.

2.3.1 Tétel ([Nag04]) Minden olyan permutativ arkhimédeszi félcsoport, amely
tartalmaz idempotens elemet, egy derékszogi kiteg és egy Abel-csoport direkt
szorzatanak egy nil félcsoporttal valé idealbévitése.

2.3.2 Tétel ([Nag04]) Minden olyan permutativ arkhimédeszi félcsoportnak,
amely nem tartalmaz idempotens elemet, van nem trivialis kommutativ csoport-
homomorf képe.

A fejezetben bizonyitottunk néhany, a vizsgélatainkban alapvet6 fontossagu
allitast a nil A-félcsoportokrél. Ezek a kovetkezok.

2.3.3 Lemma ([Nag04]) Minden nilpotens A-félcsoport véges ciklikus. Minden
olyan S permutativ A-félcsoport, amely nem nilpotens, de nil, sziikségképpen
idempotens, azaz S? = S. Ezért minden permutativ nil A-félcsoport medialis.

Egy félcsoportrél akkor mondjuk, hogy jobb kommutativ [bal kommutativ],
ha teljesiti az axy = ayz [rya = yxa| azonossagot.

2.3.4 Allitas ([Nag04]) Ha S egy jobb kommutativ vagy bal kommutativ nil
A-félcsoport, akkor S kommutativ.

2.3.5 Tétel ([Nag04]) Ha S egy mediilis nil A-félcsoport, akkor S kommutativ.

Egy S félesoport valamely A idealjat stird idedlnak nevezziik, ha S tetszéleges
a kongruenciaja esetén abbol a feltételbdl, hogy a-nak A-ra valo lesziikitése az
A identikus relacidja az kovetkezik, hogy o az S-nek is az identitkus relacioja.

2.3.6 Lemma ([Nag04]) Legyen S egy permutativ félcsoport, R pedig S-nek
olyan strii idealja, amely jobbzéré félcsoport. Ha R nem trivialis, akkor az S/R
faktorfélcsoport nilpotens.

2.3.7 Lemma ([Nag04]) Nincs olyan permutativ A-félcsoport, amely egy nem

trivialis jobbzéré (vagy balzérd) félcsoportnak egy nem trivialis nil félcsoporttal
valé idealbévitése lenne.

13
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Ezen el6készité eredmények felhasznalasaval igazoltuk a kovetkezd tételeket;
a méasodik a fejezet elsd részének fGtétele.

2.3.8 Tétel ([Nag04]) Minden permutativ arkhimédeszi A-félcsoport vagy (a)
egyszert, és ezért vagy egy csoport vagy egy balzéré félcsoport vagy egy jobbzéré
félcsoport, vagy (b) egy nil félcsoport. Ebben az esetben ezen félcsoportok
mindegyike medialis.

2.3.9 Tétel ([Nag04]) Minden permutativ A-félcsoport medialis.

[Nag05] cikkemben a kovetkezd kérdéssel foglalkoztam: igaz-e, hogy nem
csak a A-félcsoportoknal, hanem a kongruencia-felcserélhets félcsoportok eseté-
ben is kovetkezik a medialitas a permutativ tulajdonsagbol. Megfogalmaztam a
kovetkez6 problémat: Igaz-e, hogy minden permutativ kongruencia-felcserélhetd
félcsoport mediélis. A problémara a cikkben csak részleges valaszt adtam. P.R.
Jones-szal kozos [Nag04] cikkiink elézGekben ismertetett eredményeit is hasz-
nalva, bizonyitottam a koévetkezd eredményt.

2.3.10 Tétel ([Nag05]) Minden permutativ kongruencia-felcserélhetd félcsoport
vagy medialis vagy egy derékszogi kétegnek egy nem trividlis kommutativ nil
félcsoporttal val6 idedlbévitése.

Deak Attila ([Dea06]) és P.R. Jones ([Jon06]) egymastol fiiggetleniil bizo-
nyitottak, hogy ha egy permutativ kongruencia-felcserélheté S félcsoport egy
derékszogl kotegnek egy nem trivialis kommutativ nil félcsoporttal valo ideal-
bévitése, akkor S mediélis.

Ez az eredmény az altalam bizonyitottal egylitt pozitiv valasz ad a fenti

problémara, azaz igaz a kovetkezd tétel.

2.3.11 Tétel Minden permutativ kongruencia-felcserélhetd félcsoport mediélis.

Egy félcsoportot szigortian permutativ félcsoportnak neveziink, ha teljesit
egy olyan 1%z ...Tn = Tg(1)To(2) - - - To(n) Permuticidazonossigot, amelyben
o(1) # 1 és o(n) # n. [Nag05] cikkemben a kovetkezd eredményt is bizonyitot-
tam.

2.3.12 Tétel ([Nag05]) Minden szigorian permutativ kongruencia-felcserélhetd
félcsoport kommutativ.

14
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2.4. Medialis félcsoportok

Ez a fejezet (az értekezés 5. fejezete) a [Nag08| cikkem és a [Nag04] cikk el6z6
fejezetben nem targyalt eredményeit tartalmazza.

Egy félcsoportot medialis félcsoportnak neveziink, ha teljesiti az axyb = ayxb
azonossagot. Mivel minden medialis félcsoport permutativ, ezért az el6z6 feje-
zet eredmeényeit is alkalmazhatjuk a medialis félcsoportokra. Igy az el6z6 fejezet
egyszerd kévetkezménye, hogy minden medialis félcsoport mediélis arkhimédeszi
félcsoportok félhaloja. Tovabba egy idempotens elem nélkiili medialis arkhimé-
deszi félcsoportnak mindig van nem trivialis csoport-homomorf képe.

Bizonyitjuk a koévetkezd tételt.

2.4.1 Tétel ([Nag01]) Egy félcsoport akkor és csak akkor idempotens elemes
mediélis arkhimédeszi félcsoport, ha egy derékszogi koteg és egy Abel-csoport
direkt szorzatanak egy medialis nil félcsoporttal valo retrakt bévitése.

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy minden permutativ A-félcsoport me-
dialis. Ezen fejezet {6 tételében megadjuk az Gsszes medialis A-félcsoportot.
W.A. Etterbeek 1970-ben (T. Tamura témavezetésével) megirt [Ett70] PhD.
tacioban szerepls 3.45. Tétel hibas bizonyitdsa miatt pontatlanul adta meg
azokat (a disszertacio 3.49. Tételében). Disszertaciojanak 3.45 Tétele szerint,
ha S = Sy U {e} olyan jobb kommutativ A-félcsoport, amelyben Sy nil félcso-
port, e pedig az S jobb oldali egységeleme, akkor S sziikségképpen kommutativ
félcsoport. Ez viszont nem igaz, mert konnyen ellendrizhetd, hogy a [Nag00] cik-
kemben példaként szerepls S félcsoport (ez egy olyan S félesoport, amelyet egy
{0, a} zéro félesoportbdl egy e idempotens elem adjungalasaval szarmaztatunk,
mégpedig tgy, hogy e jobb oldali egységeleme S-nek, és bal oldali annulato-
ra {0, a}-nak) teljesiti Etterbeek disszertaciojaban szerepls 3.45 Tétel kiinduld
feltételeit, és S még sem kommutativ. A disszertacié eredményeit soha nem
publikalték egyetlen folyoiratban sem, azonban szémos cikkben tortént hivatko-
zas rajuk; szerencsére csak emlités szintjén. 2004-ben P.R. Jones-szal kézosen
irt [Nag04] cikkiinkben ramutattunk Etterbeek disszertacidjanak pontatlansa-
gara, és pontosan megadtuk a medialis A-félcsoportokat, kijavitva Etterbeek
disszertaciojanak hibait. Bizonyitjuk a kovetkezs tételt.

2.4.2 Tétel ([Nag04]) Egy S félcsoport akkor és csak akkor medialis (illetve,
permutativ) A-félcsoport, ha teljesiti a kovetkezd feltételek egyikét.

(i) S kommutativ A-félcsoport.
(ii) S izomorf R-rel, vagy R°-lal, ahol R kételemii jobbzéré félcsoport.

(iii) S izomorf azzal a Z = {0,e,a} félcsoporttal, amelyet a {0,a} zéré fél-
csoportbdl egy e idempotens elem adjungalasaval kaptunk, mégpedig gy,
hogy e jobb oldali egységeleme Z-nek, és bal oldali annuldtora {0, a}-nak.
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(iv) S izomorf a (ii) vagy (iii) tipusu félcsoportok dudlisdval.

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy minden permutativ kongruencia-
felcserélhetd félcsoport mediélis. A medialis kongruencia-felcserélhet félcsopor-
tokat [BC81]-ben jellemezte A. Cherubini és C. Bonzini. A nem-arkhimédeszi
eset lefrasahoz a kovetkezd elnevezéseket hasznaltak. Egy S félcsoportot a tipusi
félcsoportnak neveztek, ha S egy Sy nil félcsoportnak és egy olyan S; = LXG X R
derékszogt csoportnak a félhaloja, amelyben |L| < 2, |R| < 2 (L balzéro fél-
csoport, G csoport, R jobbzérd félesoport). Egy a tipust S félcsoportrol azt
mondtak, hogy

(1) 1-es tipust, ha minden a € S esetén a € S1aSi,
(2) 2-es tipust, ha minden a € Sy esetén a € Sya és aS; = {0},
(3) 3-as tipusi, ha minden a € Sy esetén a € aSy és S1a = {0}.

A szerz6k megmutattak, hogy minden nem-arkhimédeszi medialis kongruencia-
felcserélhets félcsoport a fenti harom tipus valamelyike.

A 2-es, illetve 3-as tipusi kongruencia-felcserélheté medialis félcsoportokat
C. Bonzini vizsgélta a [Bon83] cikkében. Az 1-es tipust kongruencia-felcserélhetd
medialis félcsoportokkal [Nag08] cikkemben foglalkoztam, megmutatva, hogy
ezeket megkaphatjuk a kommutativ, nem-arkhimédeszi kongruencia-felcserélhetd
félcsoportokbol egy speciélis, dltalam definialt konstrukcid, a bal tiikrozés, illet-
ve a jobb tiikrozés segitségével. Ezt részletezziik a kdvetkezSkben.

Konstrukcio(|[Nag08|) Legyen S egy félesoport és I egy idealja S-nek. Le-
gyen ¢ : s — s egy izomorfizmusa S-nek egy (S’;+) félcsoportra tgy, hogy
SNS" =1 és ¢ az I elemeit fixen hagyja. (Megjegyezziik, hogy minden a,b € T
esetén a+b=a +b = (ab) = ab.) Az S” = SUS’ halmazon definiadljunk egy x
miiveletet a kovetkezSképpen. Legyen * az S-beli és az S’-beli mtiveletek kiter-
jesztése. Tetszoleges x € S és y' € S’ esetén legyen zxy' = xy és ¢/ xx = (yx)'.
Az (S8”; %) gruppoidot az S félcsoport I ideal szerinti bal tikrozésének nevezzik.
Az S félcsoport I ideélja szerinti jobb tiikkrozése a bal tiikkrozés duélisa. Kicsit
pontosabban, a * miivelet az S félcsoport jobb tiikrozésén z x y' = (zy) és
Yy * x = yr moédon van definialva.

Bizonyitjuk a témaval kapcsolatos alabbi {6 tételt.

2.4.3 Tétel ([Nag08]) Egy félcsoport akkor és csak akkor 1-es tipusi medialis
kongruencia-felcserélhetd félcsoport, ha

(1) bal tiikrézése egy nem-arkhimédeszi kommutativ kongruencia-felcserélhetd
félcsoport jobb tiikrézésének vagy, ami ezzel ekvivalens,

(2) jobb tiikrézése egy nem-arkhimédeszi kommutativ kongruencia-felcserélhets
félcsoport bal tlikrozésének.
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2.5. Véges kongruencia-felcserélheté Putcha félcsoportok
Ez a fejezet (az értekezés 6. fejezete) a [DN10] cikk eredményeit tartalmazza.

Ha S egy véges arkhimédeszi félcsoport, akkor a végességi feltétel miatt S
tartalmaz idempotens elemet. J.L. Chrislock [Chr69] cikkében bizonyitotta,
hogy egy félcsoport akkor és csak akkor idempotens elemes arkhimédeszi fél-
csoport, ha egy idempotens elemet tartalmazéd egyszert félcsoportnak egy nil
félcsoporttal valo idedlbévitése. Mivel a véges egyszerii félcsoportok mindegyike
teljesen egyszert is, valamint tetszéleges nil félcsoport nilpotens, ezért érvényes
a kovetkezs.

2.5.1 Lemma ([DN10]) Egy véges félcsoport akkor és csak akkor arkhimédeszi,
ha egy teljesen egyszerii félcsoportnak egy nilpotens félcsoporttal valo idealbd-
vitése.

Ennek a lemmanak a segitségével meghataroztuk az Osszes véges arkhimé-
deszi kongruencia-felcserélhetd félcsoportot.

2.5.2 Tétel ([DN10]) Egy véges félcsoport akkor és csak akkor arkhimédeszi
és kongruencia-felcserélhets, ha vagy egy ciklikus nilpotens félcsoport, vagy
kongruencia-felcserélhetd teljesen egyszeri félcsoport.

A Rees-tétel szerint minden teljesen egyszeri félcsoport izomorf egy G cso-
port feletti, P szendvicsmatrixa J x I-tipusa M(G;1,J; P) Rees-féle matrix-
félcsoporttal. A. Cherubini és B. Bonzini [BC93]-beli eredménye szerint egy G
csoport feletti P szendviesméatrixa M(G; I, J; P) Rees-féle matrixfélcsoport ak-
kor és csak akkor kongruencia-felcserélhetd, ha |I],|J| < 2. Ez és a fenti tétel
megadja az Osszes véges arkhimédeszi kongruencia-felcserélhets félcsoportot.

Ha S véges, kongruencia-felcserélhets, nem arkhimédeszi Putcha félcsoport,
akkor S elgall két részfélcsoportjanak, Si-nek és Sp-nak a félhélojaként tgy, hogy
pl. Sp az S egy idealja. Mivel kongruencia-felcserélhets félcsoportok homomorf
képe is kongruencia-felcserélhetd, ezért az S§ =2 S/Sy Rees-féle faktorfélcsoport,
és ezért az 57 félcsoport is kongruencia-felcserélhets. Mivel Sy véges és arkhimé-
deszi, ezért a fenti tétel szerint egy teljesen egyszerti félcsoportnak egy nilpotens
féelcsoporttal valo idealbdvitése. Ezen tényekbdl kiindulva bizonyitottuk a ko-
vetkezd lemmat.

2.5.3 Lemma ([DN10]) Ha S véges kongruencia-felcserélhet nem-arkhimédeszi
Putcha félcsoport, akkor S egy teljesen egyszerti S; = M(G; I, J; P) félcsoport-
nak és egy Sy idedlnak a félhaloja tgy, hogy |I|,|J| < 2, valamint Sy egy teljesen
egyszert félcsoportnak egy nilpotent félcsoporttal valo idealbévitése.

A [DN10] cikkiinkben azt az esetet vizsgaltuk meg részletesen, amikor az Sy
részfélesoport csoport. Erre az esetre a kovetkezs eredményt bizonyitottuk.
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2.5.4 Lemma ([DN10]) Legyen S olyan véges, nem-arkhimédeszi kongruencia-
felcserélheté félcsoport, amely egy G csoportnak és egy Sy arkhimédeszi félcso-
portnak a félhdléja a GSy C Sy feltétellel. Akkor Sy

(1) vagy teljesen egyszerti,

(2) vagy olyan nem trivialis zéré félcsoport, amelyre SSy = {0} teljesiil, vala-
mint a G egységeleme jobb oldali egységeleme S-nek,

(3) vagy olyan nem trivialis zéré félcsoport, amelyre SypS = {0} teljesiil, vala-
mint a G egységeleme bal oldali egységeleme S-nek,

(4) vagy egy teljesen egyszerti K félcsoportnak egy nem trivialis nilpotens
félcsoporttal valé idedlbdvitése tigy, hogy a G egységeleme egységelem az
S/K faktorfélcsoportban.

2.5.5 Megjegyzés Az el6z6 lemma (4) feltételének két esete van:

(4da): |K| =1 és igy So egy nem trividlis nilpotens félcsoport tgy, hogy a G
egységeleme egységeleme S-nek.

(4b): |K| > 1, de K # Sy.

A [DN10] cikkben, igy a disszertacioban is a (2), a (3) és a (4a) esetekkel
foglalkoztunk. A (2) és (3) esetek vizsgalalaban fontos szerepet jatszik az alabbi
konstrukcio.

Konstrukcié (|[DN10]) Legyen G egy csoport és M a G olyan részcsoportja,
hogy HK = KH teljesiil a G csoport minden olyan H és K részcsoportjaira,
amelyek tartalmazzék M-et. Jelolje N* a G csoport M szerint jobb oldali
mellékosztalyainak halmazat. Legyen S = G U N* U {0}, ahol 0 egy olyan
szimbolum, amely nincs benne G U N*-ban. Az S halmazon definidlunk egy
miveletet a kovetkez6képpen. Ha g,h € G, akkor legyen gh a g és h eredeti
szorzata G-ben. Ha a € N* U {0}, akkor legyen sa = 0 tetszsleges s € S esetén.
Tetszlleges g € G és tetszSleges Mh € N* esetén, legyen (Mh)g = M(hg).
Végiil, legyen 0g = 0 minden g € G-re. Kénnyen ellenérizhets, hogy S erre a
miiveletre nézve félcsoport. G ennek egy részcsoportja, N = N* U {0} pedig
olyan részfélcsoportja, melyre SN = {0} teljesiil.

Jol lathato, hogy a konstrukcidéban szereplé G csoport jobbrol hat az N*
halmazon, mégpedig tgy, hogy ez a hatas tranzitiv. A lentebbi tételek bizo-
nyitasaban igy nagy segitségiinkre volt Palfy Péter Pal és Pavel Pudlak [PP80]
cikkében szereplé Lemma 3.

2.5.6 Lemma ([PP80, Lemma 3]) Ha a G csoport (jobbrél) tranzitivan hat a
nem tires X halmazon, akkor az X-nek, mint G-halmaznak a Con(X) kongru-
enciahaldja izomorf a G csoport részcsoporthaldjanak [Stabg(x), G| intervallu-
maval tetszbleges x € X elemre, ahol Stabg(x) = {g € G: zg = z}.
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Megjegyezziik, hogy a szoban forgd izomorfizmusok a kévetkezsk (amelyek
egymas inverzei):

¢p:a —wH,={9g€G: zgaz} (ae Con(X))
és
v:H — ag ={(zrg,zh) € X x X : Hg= Hh} (H € [Stabg(x),G]).

Palfy Péter Pal és Pavel Pudlak el6z6ekben emlitett lemméja alapjan meg-
fogalmazhato, hogy valamely «, 8 € Con(X) kongruenciak esetén mi az avo § =
B o a egyenl@ség teljesiilésének sziikséges és elégséges feltétele.

2.5.7 Lemma ([DN10]) Tegyiik fel, hogy a G csoport tranzitivan hat (jobbrél)
az X halmazon. Legyen x € X egy tetszbleges rogzitett elem. Valamely o, €
Con(X) kongruencidkra az aco 8 = o« egyenldség akkor és csak akkor teljesiil,
ha H,Hg = HgH, teljesiil a H,, Hs € [Stabg(z), G| részcsoportokra. Igy az
(X, G) unér algebra akkor és csak akkor kongruencia-felcserélheté, ha HK =
KH teljesiil G minden olyan H és K részcsoportjira, amely tartalmazza a
Stabp(x) részcsoportot.

Ezek utan bebizonyitottuk a kovetkezs eredményt, amely a konstrukcio je-
lentGségét mutatja.

2.5.8 Tétel ([DN10]) Egy véges S félcsoport akkor és csak akkor olyan kongru-
encia-felcserélhetd félcsoport, amely egy G csoportnak és egy N nem trivialis
zéré félesoportnak a félhaléja tgy, hogy SN = {0} [NS = {0}] és a G egység-
eleme jobb [bal] oldali egységeleme S-nek, ha S izomorf egy olyan félcsoporttal
[izomorf egy olyan félcsoport dudlisaval], amely a fenti médon konstruédlhato.

Ugyancsak Palfy Péter Pal és Pavel Pudlak lemmajat hasznalhattuk a 4a
eset vizsgalatanal, azzal a kiilonbséggel, hogy a GG csoport hatéasa helyett a G és
G* csoportok G* x (G kiils§ direkt szorzatanak hatasa jatszott fontos szerepet,
ahol G* jeldli a G csoport dudlisat. Bizonyitottuk a kovetkezs tételt.

2.5.9 Tétel ([DN10]) Legyen S olyan véges félcsoport, amely egy G csoportnak
és egy olyan nem trivialis N nilpotens félcsoportnak a félhal6ja melynek nilpo-
tencia foka t. Tegyiik fel, hogy G egységeleme egységeleme S-nek. Az S félcso-
port akkor és csak akkor kongruencia-felcserélheté, ha minden i = 1,...,t — 1
esetén megadhaté olyan a; elem N* — N*t'-ben, hogy Ga,G = N' — N*t! és
HK = KH is teljesiil minden H/ K D G,, = {(9,h) € G* x G : ga;h = a;}
részcsoportra, ahol G* jeloli a G csoport duélisat.
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2.6. Egy félcsoportalgebrai alkalmazas
Ez a fejezet (az értekezés 7. fejezete) az [NZ16] cikk eredményeit tartalmazza.

Legyen S egy félcsoport F pedig egy tetsz6leges test. Az F[S] félesoportal-
gebra tetsz6leges J idealja esetén jeldlje oy az S félcsoport azon kongruenciajat,
amely az F[S] félcsoportalgebra J ideal altal definialt kongruenciajanak S-re
valo leszikitése. Az S félcsoport tetszdleges a kongruencidja esetén jeldlje Fla]
az F[S] — F[S/a] kiterjesztett kanonikus homomorfizmus magjat (megjegyez-
ziik, hogy ebben a fejezetben egy félcsoportalgebra kongruencidjat azonositjuk
az 6t meghatarozo ideallal). J. Okniriski [Okn91] konyvének 4. fejezetében sze-
replé Lemma 5 szerint tetszéleges S félcsoport és tetszileges F test esetén a
wsFy o J = oy leképezés a (Con(F[S]); A) félhalonak a (Con(S); A) félhalora
val6 olyan homomorfizmusa, amelyre ¢g¢.ry(Fla]) = @, azaz gpo) = o teljesiil
az S félcsoport tetszoleges v kongruencidja esetén. Az F[S] félcsoportalgeb-
ra kongruenciai egymassal felcserélhetSek, azaz (Con(F[S]);0) egy félcsoport.
Mivel félcsoport homomorf képe is félcsoport, és o 8 = a V [ teljesiil egy
kongruencia-felcserélhetd algebrai struktara tetszéleges o és 8 kongruenciaira,
ezért a kovetkezs lemma &llitasa nyilvanvalo.

2.6.1 Lemma ([NZ16]) Legyen S egy félcsoport. Ha valamely F test esetén
sy - J — o5 az (Con(F[S]);0) félcsoportnak a (Bg;o) relaciofélcsoportba
( Con(S)-re) valé6 homomorfizmusa, akkor S kongruencia-felcserélhetd. Tovab-
ba, egy kongruencia-felcserélhetd S félcsoport esetén pyg.ry akkor és csak akkor
homomorfizmusa az (Con(F[S]); o) félesoportnak a (Con(S); o) félcsoportra, ha
wisFy a (Con(F[S]); V) félhalénak a (Con(S); V) félhaléra valé homomorfizmu-
sa, azaz kery g, V-kompatibilis.

A kovetkezs példa azt mutatja, hogy a lemma elsé részében szerepld allitas
megforditasa altalaban nem igaz, azaz egy kongruencia-felcserélhetd S félcsoport
esetén az a feltétel, hogy "pg;m az (Con(F[S]); o) félecsoportnak a (Con(S);o)
félcsoportra valé homomorfizmusa" fiigg az F test valasztasatol.

Példa Jelolje Cy, F3 és Fo a 4-edrendii ciklikus csoportot, a 3-elemi testet és
a 2-elemii testet, kiilon-kiilon. C, kongruencia-felcserélhets. Jeldlje 1,a,a?, a3
a Cy elemeit (1 az egységelem). Az vilagos, hogy I = Span(l + a? a + a®)
és J = Span(l + a,a + a?,a® + a®) az F3[C4] idealjai. Az is vilagos, hogy
icarsy(I) = 01 = 1o, Mivel a @c,.r,3(J) = 0 kongruencia osztélyai {1,a*}
és {a,a’}, ezért

VreaFsy (1) V oiegrsy (J) = 01V 0g # we, = 0(1+0) = 0(1vg) = P{CyFsy (I V J).

Igy ker¢{04;wg} nem V-compatible, s ezért oy, .3 nem lehet a Con(IF3[Cy]); o)
félcsoportnak a (Con(Cy); o) félcsoportra valé homomorfizmusa a lemma méso-
dik allitasa alapjéan.

Ha meghatarozzuk Fo[Cy] f6idealjait, akkor észrevehetjiik, hogy azok lancot
alkotnak a tartalmazasra nézve. Mivel Fy[Cy] dimenzidja véges, ezért Fo[Cyl-
nek nincsenek mas ideéljai. Ezért Con(IF2[Cy]) a kovetkezs (itt ac, jeldli a Cy
csoport Cy részesoportja altal definialt kongruenciajat):
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Fa[C4]

Folwe,]
Folac,
Span(1 + a‘ +a® +a®)
{0}

Nem nehéz belatni, hogy kery, . .., V-kompatibilis és igy (¢, r,} 2 Con(F3[Cy]);0)
félcsoportnak a (Con(Cy); o) félecsoportra valé homomorfizmusa.

A fenti lemma és az el6z6 példa alapjan az [NZ16] cikkben megfogalmaztuk
a kovetkez6 probléméat.

Probléma. Hatirozzuk meg azokat a kongruencia-felcserélhets S félcsopor-
tokbol és I testekbdl alkothato (S,F) péarokat, amelyekre igaz, hogy ¢is.ry a
(Con(F[S]), o) felcsoportnak a (Con(S);o) félcsoportra valé homomorfizmusa.

[NZ16] cikkiinkben két esetet vizsgaltunk. Az ezzel kapcsolatos eredmények
a kovetkezok.

2.6.2 Tétel ([NZ16]) Legyen S egy kongruencia-felcserélhets félhals. Akkor
tetszoleges I test esetén @rgry a (Con(F[S]),0) félcsoportnak a (Con(S);o)
félcsoportra valé6 homomorfizmusa.

2.6.3 Kovetkezmény ([NZ16]) Legyen S egy félhalo, F pedig egy tetszdleges
test. @¢g.ry akkor és csak akkor homomorfizmusa a (Con(F[S]), o) félcsoportnak
a (Bg; o) relaciéfélesoportba, ha S kongruencia-felcserélhetd.

2.6.4 Tétel ([NZ16]) Legyen S = L x R egy kongruencia-felcserélhets derék-
szogl koteg (L egy balzéré, R pedig egy jobbzéré félesoport). Akkor tetszdleges
[ test esetén gy a (Con(IF[S]),0) félcsoportnak a (Con(S);o) félcsoportra
val6 homomorfizmusa.

2.6.5 Kovetkezmény ([NZ16]) Legyen S = L x R egy deréksziigii kiteg,

F pedig egy tetszéleges test. @ig;ry akkor és csak akkor homomorfizmusa a
(Con(F[S]), o) félcsoportnak a (Bg; o) félcsoportba, ha S kongruencia-felcserélhetd.

Ezen eredmények tjabb adalékot jelentenek a kongruencia-felcserélhets fél-
csoportok megismerésére iranyul6é kutatasok hasznossaganak igazolaséra.
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