Opponensi vélemény
Nagy Attila:
»,Congruence permutable semigroups in special classes of semigroups”
cimi

MTA doktori értekezésérol

Nagy Attila kutatasi terlilete az algebra, azon belil a félcsoportelmélet
teriiletére esik, disszertacidjdban kongruencia-felcserélhet6 félcsoportokkal
foglalkozik. A félcsoportok az algebra szamos tertiletén (tobbek kézott a biralod
kutatasi tertletén, az algebrai logikaban is) alapvet6 szerepet jatszanak, a
kongruencia-felcserélhet6ség fontos, és intenziven vizsgalt tulajdonsag az
univerzalis algebraban, szamos alapvetd algebrai struktira kongruencia-
felcserélhet6. Mindezek alapjan elmondhatd, hogy Nagy Attila kutatasat a
matematika fontos, nemzetkozi érdekl6désre szamot tarto teriiltén végzi.

Az alabbiakban attekintem a disszertacié eredményeit. A jelolt disszertaciojat
egy bevezetésre és hét szamozott fejezetre osztja.

Az elsé fejezetben a szerzd a szlikséges alapfogalmakat definialja.

A masodik fejezetben jelolt bevezeti a gyengén exponencialis félcsoportokat,
majd az exponencidlis és az exponencidlis A-félcsoportok osztalyarol
szakirodalmi eredményeket altalanosit gyengén exponencialis és gyengén
exponencialis  A-félcsoportokra: Belatja, hogy az egyszerii gyengén
exponencialis félcsoportok osztalya megegyezik a rektangularis Abel-csoportok
osztalyaval, valamint, hogy minden gyengén exponencialis félcsoport
egyszersmind bal- és jobb-Putcha félcsoport, azaz el6all gyengén exponencialis
arkhimédészi félcsoportok félhaldjaként. Az arkhimédészi esetet is jellemzi
(rektangularis Abelcsoportnak nil félcsoporttal vald retrakt bdvitése, illetve
létezik nemtrivialis csoport-homomorf képe); itt a strukturalis leiras attol fiigg,
hogy van-e az algebraban idempotens elem. Tovabba, a fejezet f6
eredményeként, altalanositja Trotter osztalyozasi eredményét exponencialisroél
gyengén exponencialis A-félcsoportokra; itt a rendezett fdideal-halmazu
exponencialis nil félcsoportok osztalya helyett szerephez jut a rendezett
féideal-halmazu nil félcsoportok osztalya, valamint a kételem( rektangularis
band-ek szerepét atveszik a bal- és jobb- zéro6félcsoportok. Végiil jellemzi a
fenti osztalyozasban szerepld T1 és T2R (T2L) félcsoportokat. A fejezet végén
deriil ki, hogy nem is biztos, hogy létezik T2R (T2L) félcsoport (a dolgozat
felépitése nyerne vele, ha a 2.2.1-es definici6 utan a szerzd ezt rogton
megjegyezné); emiatt a szakirodalom ezt hasznald jellemzései (Trotter, Nagy)
kissé befejezetlenek. A véges T2R (T2L) félcsoportok 1étezését a jelodlt kizarja, a
végtelen eset nyitott.



A harmadik fejezetben a jelolt az R- és az altala bevezetett GCy-kommutativitast
vizsgalja. Belatja, hogy az egyszerli GCy,-kommutativ félcsoportok pontosan az
Abelcsoportok feletti Rees matrixcsoportok. Majd belatja, hogy az egyszerl
RGCr-kommutativ félcsoportok osztalya megegyezik a jobb Abelcsoportok
osztalyaval, valamint, hogy minden RGC,-kommutativ félcsoport eldall GCp-
kommutativ arkhimédészi félcsoportok félhalojaként. Az arkhimédészi esetben:
1. ha az algebrdban van idempotens elem akkor az izomorf egy jobb
Abelcsoportnak egy kommutativ nil csoporttal val6 ideal bovitésével, 2. ha S R-
kommutativ, és (csupan) egy I idealja GCn-kommutativ és idempotens elemtdl
mentes akkor létezik I-nek nemtrivialis csoport-homomorf képe. Tovabba
jellemzi az arkhimédészi RGCn-kommutativ A-félcsoportokat: az vagy a
kvaziciklikus csoport egy nemtrivialis részcsoportja, vagy egy kételemi jobb
zéro félcsoport, vagy egy kommutativ nil A-félcsoport. A fejezet végén a jelolt
osztalyozza a félhalo-felbonthatatlan RGCn-kommutativ A-félcsoportokat és
specialisan az RC-kommutativ A4-félcsoportokat.

A negyedik fejezetben a jelolt a permutativ félcsoportok osztalyat vizsgalja. A
korabbi tételek kovetkezménye, hogy egy félcsoport pontosan akkor
permutativ és egyszer(, ha rektangularis Abelcsoport, és hogy egy idempotens
elemet is tartalmaz6é arkhimédészi permutativ félcsoport mindig egy
rektangularis Abelcsoportnak egy nil félcsoporttal valo ideal-bdvitése. Belatja,
hogy idempotens elemet nem tartalmaz6é arkhimédészi permutativ
félcsoportoknak mindig létezik nemtrivialis csoport-homomorf képe. Majd
belatja, hogy a medialis nil A-félcsoportok mindig kommutativak, valamint,
hogy minden permutativ A-félcsoport (s6t, Deak és Jones eredményét
felhasznalva, minden permutativ kongruencia-felcserélhetd) félcsoport
medialis. Végiil belatja, hogy minden szigortan permutativ kongruencia-
felcserélhet6 félcsoport kommutativ.

Az 6todik fejezet targya a medialis félcsoportok. A jeldlt belatja, hogy minden
medialis félcsoport bal- vagy jobb Putcha, azaz medialis arkhimédészi
félcsoportok félhaléja. Tovabba, hogy egy félcsoport pontosan akkor medialis,
arkhimédészi, idempotens elemet tartalmaz6, ha egy rektangularis
Abelcsoportnak egy medialis nil félcsoporttal vald retrakt bovitése; valamint,
hogy idempotens elem hijan l1étezik nemtrivialis csoport-homomorf képe. A
megadott medialis A-félcsoportokra vonatkoz6 osztalyozasara, és megadja a
helyes osztalyozast. Az altalanosabb keretre térve, a kongruencia-felcserélhetd
medialis félcsoportokrol belatja, hogy a Bonzini és Cherubini altal megadott
osztalyozasban az els6 tipusu félcsoportok (harom tipus van) mindig eldallnak
egy nem-arkhimédészi, kommutativ, kongruencia-felcserélhetd félcsoport bal-
és jobb-reflexiojaként. Kiemelendd, hogy a jellemzéshez sziikséges reflexio
konstrukciot is a jelolt vezette be.

A hatodik fejezetben véges kongruencia-felcserélehet6 Putcha félcsoportokkal
foglalkozik. Az arkhimédészi esetben belatja, hogy az vagy egy véges, ciklikus,
nilpotens félcsoport, vagy egy véges teljesen egyszerli Kkongruencia-



felcserélhet6 félcsoport. A nem-arkhimédészi esetben jellemzi az So és Si
komponenseket, majd ezt felhasznalva belatja, hogy négy aleset lehetséges. A
fejezet végén két alesetre a teljes jellemzésiiket is megadja.

A hetedik fejezetben azt vizsgalja, hogy egy félcsoportalgebra idealhal6janak az
S félcsoport feletti Bs relaciofélcsoportba valé (az ideal altal definialt
kongruencianak az S félcsoportra valo lesziikitésével definialt) leképezése
mikor lesz °-homomorfizmus. Belatja, hogy a kongruencia-felcserélhet6ség
szlikséges, és két esetben elégséges feltétel (ha S egy kongruencia-felcserélhetd
rektangularis band, és ha S egy kongruencia-felcserélhet6 félhalo).

Osszefoglalva megéllapithatd, hogy Nagy Attila szdmos érdekes, mély
eredménnyel gazdagitotta a félcsoportelméletet. Eredményei kozott
osztalyozasi tételek is talalhatoak; ezzel az algebra egyik legfontosabb
alapfeladatat oldja meg: adott tulajdonsagu strukturak teljes leirasat adja.
Tovabbi méltatasként elmondhaté, hogy Nagy Attila nem csupan mély tételeket
bizonyit, de szamos esetben az azokhoz kapcsol6d6 helyes definicidkat is 6
talalja meg.

A tézisflizet kivalé szabatossaggal ad atfogd képet az elvégzett munkarol,
ideértve az eredmények pontos elhelyezését és azoknak a tudomanyteriiletre
kifejtett jelentdséegét is.

A disszertacié jol strukturalt, logikusan felépitett, szerkesztése nagyon jo,
ekkora terjedelmii miinél szokatlanul kevés hibaval: Az els6 fejezetben aproé
strukturalis hiba, hogy a ,nil semigroup” fogalom mar szerepel a 16-ik, 17-ik és
19-ik oldal tételeiben, definicidja azonban csak a 20-ik oldalon talalhat6. A
disszertaci6 angolsaga is nagyon jd, csupan annyit tudok megjelolni, hogy a
jelolt néhany esetben feleslegesen hasznal (hatarozott és hatarozatlan) nével6t,
de ez akar az elgépelések kategoriaba is tartozhat.

A fenti csekély szamu kritikai megjegyzés nem befolyasolja a doktori mi
tudomanyos értékét. Véleményem szerint Nagy Attila disszertacidja megfelel a
doktori disszertaciokkal szemben tamasztott kovetelményeknek, Nagy Attila
alkalmas a tudomanyok doktora cim elnyerésére. A disszertacié nyilvanos
vitara vald kitlizését és a matematikai tudomanyok doktora cim odaitélését
javaslom.
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