Opponensi vélemény

Nagy Attila: Congruence permutable semigroups in special classes of
semigroups

cimi MTA doktori értekezésérol

A félcsoportok kongruencia-struktdraja lényegesen bonyolultabb, mint pl. a csoportoké
vagy a gyuriké, ezért érdekes kérdés az, hogy mely félcsoportok kongruenciai rendelkeznek
valamilyen nevezetes, jo tulajdonsaggal — pl. felcserélhet6k vagy lancot alkotnak. (Az utobbi
tulajdonsaggal rendelkez6 félcsoportokat A-félcsoportoknak nevezik; kdnnyen lathato, hogy ezek
kongruencia-felcserélhetok.) Nagy Attila értekezésében az ilyen félcsoportokat irta le ,,kozel
kommutativ” félcsoportok kiilonféle osztalyaiban.

A kommutativ félcsoportok varietasa a félcsoportok struktiraelméletében az egyik
legkorabban és legalaposabban kutatott osztaly volt. Az altalanositasaik vizsgalata 1970 kordl
indult el: ennek soran mediélis és exponencialis félcsoportokra szilettek strukturatételek. A
medidlis félcsoportokat az axyb=ayxb azonossag definiélja, exponencialisnak pedig azokat a
félcsoportokat nevezziik, amelyekben az (xy)"=x"y™ azonossag minden pozitiv m egész szamra
teljesiil. Nagy Attila ezzel a témaval palyafutisanak kezdete ota foglalkozik. O vette észre még
az 1980-as években, hogy ha az exponencialis feltételt gy gyengitjiik, hogy ha (xy)"=x"y"
helyett csak azt koveteljiik meg, hogy valamely (x,y-t6l és m-t51 fiiggd) k-val (xy)™* = x™y™(xy)*
= (Xy)kxmym teljesiiljon, akkor remélhetd, hogy ebben a lényegesen tagabb, tobbek kozott az
osszes nilfélcsoportot is tartalmaz6 osztalyban igazak maradnak a korabbi tételek. Valdban
sikeriilt is szamos érdekes tételt ennek megfelelden altalanositania.

A félcsoportok struktiraelméletének jellegzetes eszkdze a félhalo-felbontas: minden
félcsoportnak van egy legnagyobb olyan homomorf képe, amely félhald (azaz olyan kommutativ
félcsoport, amelynek minden eleme idempotens); a félhalo-felbontéasi tételek arrdl szélnak, hogy
egy adott félcsoport-osztdlypban minden félcsoport legnagyobb félhalé képéhez tartozd
kongruenciajanak az osztdlyai (ezek maguk is félcsoportok) egy masik, sziikebb félcsoport-
osztalyban vannak (pl. csoportok). Nagy Attila ,kézel kommutativ’ félcsoportok szamos
osztalyara bizonyitott félhalo-felbontési tételt, a kommutativ félcsoportok félhalo-felbontasat
altalanositva.

Ebben a héattérben helyezheték el Nagy Attila értekezésének az eredményei.

Az értekezés |. fejezete a tovabbiakhoz sziikséges fogalmakat és alapvetd eredmeényeket
mutat be. Meg kivanom jegyezni, hogy az utdbbiak kozoétt tobb olyan is van, amelyek szintén a
jelolt eredményei.



A 1. fejezet (az értekezés leghosszabb fejezete) a gyengén exponencialis A-félcsoportok
jellemzését adja. A fejezet elsé része a gyengén exponencialis félcsoportok félhalo-felbontasat
irja le. Erre épiil a masodik rész, és ebben a fejezet f6 eredménye, a 2.2.2. Tétel, amely a
gyengén exponencialis A-félcsoportokat hat osztalyba sorolja. Ezen osztalyok kozil az els6 6t jol
attekinthet6; a hatodik harom lehetéséget ad meg a félcsoport félhalo-felbontdsanak egy-egy
fajtajaként, ezek az un. T1, T2R és T2L félcsoportok. Ezek definialasa itt tulsagosan technikai
lenne; Trotter vezette be ket 1976-ban az exponencidlis A-félcsoportok leirasahoz. Ezen
félcsoportok vizsgalata all a fejezet harmadik részében. A 2.3.2. Tétel a T1 félcsoportok jol
érthetd leirasat adja. A T2R és a T2L félcsoportok jellemzése viszont igen bonyolult, az errdl
sz016 2.3.4. Tétel a fejezet legnehezebb eredménye.

Meg kivanom jegyezni, hogy a fejezet eddig bemutatott eredményei a jeloltnek mar a
kandidatusi értekezésében is szerepeltek, de az MTA doktori szabalyzata ezt nem tiltja. A
harmadik rész végén allo, j eredmények ennél tovabb lépnek. Trotter az exponencidlis A-
félcsoportok esetében sem tudta elddnteni, hogy léteznek-e T2R és T2L félcsoportok. Az
értekezés 2.3.1. Kovetkezménye azt mondja ki, hogy ilyenekbdl végesek a gyengén
exponencialis esetben sincsenek. Végtelenek létezése tovabbra is nyitott kérdés.

A lll. fejezet a kommutativitas tovabbi altalanositasait vizsgalja: 2-kommutativ, 2¢-
kommutativ, g¢@,-kommutativ és 27¢,-kommutativ félcsoportokat — ezeket talan nem érdemes
itt definialni. A fejezet f6 eredménye az Rg¢-kommutativ A-felcsoportok megadasa (3.4.9.
Tétel), ez esetben is az itt kidolgozott félhalo-felbontasukra épitve. Ez az eredmény a 2.2.2.
Tételhez nagyon hasonlé leirast ad, de ebben nincs sziikség a bonyodalmakat okoz6 T1, T2R és
T2L osztalyokra. A 3.4.9. Tétel kovetkezményeként a 3.4.10. Tétel megadja az 27-kommutativ
A-félcsoportokat. A 3.4.9. Tétel leirasa egyébként kissé egyszerlisithetd: a (ii) eset elhagyhato, ha
(i)-ben a trivialis részcsoportot is megenged;juk.

Az értekezés IV. és V. fejezete tobb 1épcsében a kongruencia-felcserélheté permutativ
félcsoportok teljes leirasat adja. Permutativnak neveziink egy félcsoportot, ha teljesul benne
valamilyen permutacio-azonossag, azaz valamilyen n > 2 természetes szamra és {1,2,...,n} egy
nem identikus o permutaciojara XiXo...Xn = Xa(1)xe(2)- - -Xo(n) & félcsoport barmely x1,Xo,...,X, elemei
esetén. Ennek specialis esete a medialis azonossag: axyb=ayxb barmely a,x,y,b elemek esetén.

Ez a két fejezet is a sz@ban forgd félcsoportok félhalo-felbontasanak a vizsgalataval
kezdddik, majd a kovetkezok a leglényegesebb eredmények:

— minden permutativ A-félcsoport medialis (4.2.8. Tétel),

— minden permutativ kongruencia-felcserélheté felcsoport mediélis (4.3.3. Tétel),

— minden szigorGan permutativ (ez azt jelenti, hogy a definialo permutacio-azonossagban
o(1) # 1 és o(n) # n) kongruencia-felcserélhet6 felcsoport kommutativ (4.3.6. Tétel),

—a medidlis A-félcsoportok teljes leirdsa (5.2.5. Tétel),

— az un. 1-es tipust kongruencia-felcserélheté medialis félcsoportok leirasa (5.3.15.
Tétel).



Az utolsé eredmeénnyel kapcsolatban két megjegyzésem van. Egyrészt ez az eredmény maskepp
van kimondva a tézisek 2.3.4. Tételeben — az ott kimondott tétel az értekezés 5.3.12. és 5.3.15.
Tételeinek az Otvozete. Masrészt az 5.3.15. Tetel elintézi a Bonzini és Cherubini korabbi
munkaiban nyitva maradt esetet, €s ezzel teljessé teszi a kongruencia-felcserélheté permutativ
(medidlis) félcsoportok leirasat. Erdemes lett volna kovetkezményként ezt a teljes leirést is
megadni.

A VI. fejezet véges Putcha-félcsoportokkal foglalkozik — ezek azok az S félcsoportok,
amelyekben barmely x,y elemekre y € S'xS* esetén y™ € S'x°S* valamely m pozitiv egész
szamra. A végsé cél itt véges kongruencia-felcserélheté Putcha-félcsoportok leirasa lenne, ez
bizonyos megszoritasok mellett van itt megadva a 6.2.14. és a 6.2.18. Tételekben. Ez is a félhalo-
felbontasra épul. A fejezet elején a 6.1.2. Tétel teljes altaldnossagban megadja a véges
archimédeszi (tehat félhalé-felbonthatatlan) kongruencia-felcserélheté félcsoportokat — ezek a
ciklikus nilpotens félcsoportok és a kongruencia-felcserélhetd teljesen egyszerii félcsoportok. A
jelolt itt nem mondja meg, csak a kovetkezd rész elején (ezzel itt alapos fejtorésre késztetve az
olvasot), hogy az utdbbiak Bonzini és Cherubini egy tétele szerint éppen azok a teljesen egyszerii
félcsoportok, amelyek Rees-matrix alakja 2x2-es vagy annal kisebb matrixokbadl all.

Korabbi eredmények alapjan a véges kongruencia-felcserélheté Putcha-félcsoportok két
archimédeszi félcsoport bizonyos félhaloi. Az elsé megszoritds az, hogy a jeldlt csak azt az esetet
vizsgalja, amikor a fels6 komponens csoport. A témaban kellden nem jaratos olvasd (talan
naivan) ugy vélheti, hogy a 2x1-es vagy 1x2-es vagy 2x2-es Rees-matrixok esete sem lehet
reménytelenil bonyolult. Kérdés: mi okozza ezekben a nehézséget? A masodik megszorités az
als6 komponensre vonatkozik. Erre a komponensre a 6.2.4. Lemma négy lehetéséget ad meg,
koziilik a szerz6 csak a masodikat és a harmadikat, valamint a negyediknek a 6.2.6.
Megjegyzésben megadott két specidlis esete egyikét vizsgalja. Nem latszik, hogy ennek a
megszoritasnak valamiféle elvi oka lenne.

A Vll.fejezet félcsoport-algebrakrol szol. Ha S félcsoport és k test, akkor az F[S]
félcsoport-algebra kongruenciai metszet félhaldjanak van egy szirjektiv természetes leképezése
az S félcsoport kongruenciai metszet félhalojara. Ha az S félcsoport kongruencia-felcserélhet6, és
itt a kongruenciaknak nem a metszetét, hanem a kompozicidjat (relacidszorzatat) tekintjuk, akkor
ez a leképezés az F[S] kongruenciai relacioszorzat-félcsoportjanak homorfizmusa az S halmaz
binér relacidinak (kompozicio-)félcsoportjaba. A 7.2.1. és a 7.3.1.Tételek azt mondjak ki, hogy
ha S félhalo vagy derékszogli koteg, akkor ennek a homomorfizmusnak a képe éppen az S
kongruenciainak a kompoziciéfélcsoportja.

A fenti eredmények kapcsan hangsulyozni kivanom, hogy bar a b6évebb osztalyokban
kapott eredmények sokszor hasonlitanak a kommutativ esetben korabban bizonyitottakra, maga a
bizonyitas Iényegesen bonyolultabb, legtobbszor Uj oOtleteket kivan. Nem csak azért, mert az
elemek felcserélhetdsége helyett gyengébb tulajdonsag all rendelkezésre, hanem fdleg azért, mert
emiatt a kongruenciak sokkal bonyolultabbakka valnak. Azt is el kell mondani, hogy bér a jel6lt
tobb eredménye univerzalis algebrai jellegli is, az ott kifejlesztett eszk6zok, az ott elért mély



eredmények altalaban nem alkalmazhatok a félcsoportok esetében (s6t, legtobbszor a
kommutativ félcsoportok esetében sem), bar éppen az értekezés VI. fejezetében a szerzd
jelentdsen tamaszkodik Palfy és Pudlak egy lemmajara. Nagy Attila jol atlatja a nehézségeket és
lehetdségeket, tligyesen alkalmazza a korabban kifejlesztett technikakat, maga is gazdagitja
azokat, és jo érzékkel 6tvozi ezeket a kordbbiakkal.

A szerz6 a kommutativ félcsoportok altalanositasainak kétségteleniil vezet6 szakértéje.
Bizonyéra az e téren meglévd nagy jartassaganak a kovetkezménye, hogy idonként néhany 1épést
atugrik, bizonyos dolgokat emlités nélkiil hasznal, és ettdl a témaban kevésbé jaratos olvaséd
szdmara a mi helyenként nehezen kovethetd. Erre egyetlen példat hozok fel: a 6.2.2. Lemma
bizonyitasaban emlités nélkil felhasznélja, hogy Ne U NeN és eN U NeN dsszehasonlithatok — ez
azért igaz, mert a sz6ban forg6 esetben a félcsoport idealjai lancot alkotnak Hamilton egy tétele
szerint, amely az értekezés elsé fejezetében ki is van mondva 1.1.2. Tételként, de ki emlékszik itt
mar erre? Azt azonban el kell ismernem, hogy komolyabb idéraforditassal kibogaraszhatok a
dolgok, tényleges hibat vagy stlyosan hianyos bizonyitast az értekezésben nem fedeztem fel. Es
az is igaz, hogy a tézisfuizet altaldban vildgosan leirja az értekezés eredményeinek méas szerzék
koradbbi munkaival valé kapcsolatat, de nekem itt az értekezésrél kell szdlnom, nem a
tézisfiizetrol.

Megjegyzem még, hogy az irodalomjegyzékben szerepld [Sch69] cikk nem a Semigroup
Forumban, hanem a Bull. Acad. Polon. Sci. folydiratban jelent meg az itt szereplé kotet- €s
oldalszamokkal. (Kellden idds 1évén, a biralo tudja, hogy a Semigroup Forum 1970-ben indult.)

Az értekezés eredményei kozil a legjelentésebbeknek a 2.2.2., a 3.4.9., a 4.3.3., az 5.2.5.
és az 5.3.15. Tételeket tartom.

Az értekezés valamennyi tézisét Uj tudoményos eredményként fogadom el. A
disszertaciot nyilvanos vitara alkalmasnak tartom, és javaslom a nyilvanos vita kitlizését.

Budapest, 2018. méajus 21.

Marki Lasz16
a matematikai tudomany doktora



