Valasz Nagy Péter Tibor opponensi véleményére

Elgszor is koszonetemet szeretném kifejezni Nagy Péter Tibornak a dol-
gozatom gondos olvasasaért és eredményeim ismertetéséért. Elfogadom a
kovetkezG kritikai megjegyzést:

Ugy timik, hogy a szerzd nem tudta eldénteni, hogy értekezést irjon-e
vagy 0sszefoglalo bevezetdvel elldtott cikkgyiijteményt adjon be.

Helyesen latja a szerzé némi bizonytalansagat annak a tekintetében, hogy
mit is kéne tartalmaznia a doktori értekezésének.

Ko6szonom Nagy Péter Tibornak, hogy a {6 eredményeket 6 pontban té-
zisszertien kiemelte, sokat segitve azoknak, akik a vélemények ismeretében
szeretnének a tartalmarol attekintést nyerni.

Elfogadom a zstufoltsdgra és az egyenetlen kidolgozasra utaldé megjegyzé-
seket is, tovabba avval is egyet tudok érteni, hogy talalhatok stilusiban nem
odaillg, akar hibasan megfogalmazott mondatok is a szovegben. Mentségem-
re legyen mondva, hogy probaltam mindezeket elkeriilni és egy olvashato
disszertaciot irni.

A konkrét észrevételekkel kapcsolatosan megjegyezném a kovetkezGket.
Jogos az a kritika, hogy a bedgyazo tér elnevezés, nem a szokasos matematikai
értelmében szerepel. Azonban az altalanositott Minkowski tér (altalanositott
tér-id6 modell) vizsgalatat tipikusan a benne fellelhetd feliiletek szokasossal
megegyez6 illetve a szokasostol eltérd tulajdonsagainak feltardsaval probal-
tam végezni. Ebben a kontextusban az emlitett vektortérre utalas mar nem
all olyan tavol a szokdsos matematikai értelmétsl. Talan szerencsésebb lett
volna tényleg a konstrukciohoz asszocidlt vektortérként (norméalttérként, fél-
belsGszorzatos térként) utalni a mindig a hattérben jelen levs ezen térre.

Az altalam javasolt definiciok "bonyolultsaga" leginkabb nézépont kér-
dése. Egyetértek avval, hogy egy kiépitett differencidlszamitas esetén a fél-
belsgszorzat fogalma a normanégyzet fliggvény differencidlasanak az utjan
egyszertien adodik. Ennek a kovetkezménye, hogy a fél-belsGszorzat fiigg-
vényre kiszabott differencidlhatosagi feltételeknél "egy fokkal erésebb" diffe-
rencidlhatosagi feltételt kell kiszabni a normanégyzet fiiggvényre. Differenci-
algeometriai vizsgalatokban tipikusan minden szerepld analitikus, ezért ez a
kiilonbségtétel irrelevans a fellépé feladatok szemszogébdl. Ez is lehet annak
az oka, hogy a fél-belss szorzat kezdeményezése nem geométerek nevéhez kap-
csolodik, hanem a funkcionalanalizis kutatoiéhoz. (A Hilbert terek alapvetd
tételeinek mint példaul a Riesz-reprezentacios tétel altalanosabb koriilmeé-
nyek kozotti alkalmazasa volt a cél. Erdekes az idérend is, a fél-belsGszorzat



definidlésa és kidolgozéasa az 1960-as évekhez kapcsolhatd, mig az indefinit
metrikdju Finsler terekhez kapcsolhato els6 cikkek az 1970-es évek kdzepén
jelennek meg a fél-belsGszorzat fogalmanak emlitése nélkiil...) Az én észre-
vételem az, hogy a fél-belsGszorzat (és az altala indukalodo normanégyzet
fiiggvény) fogalma 6nmagaban (differencialszamitas nélkiil) is alkalmas arra,
hogy olyan indefinit metrikat hozzunk létre, mely erds kapcsolatban van a
kiindulési normaval. Ezen az uton lehet erGsebb kovetelményeket tenni és
az igy a kapott strukturatol (s.i.i.p-tér) tobbet varni, de a legtobb érdekes
kérdés vizsgalatahoz egy gyengébb szorzatfogalom is elég. Az altalanositott
Minkowski-tér, lényegében a normalt terek elGjellel valoé Gsszeadasa utjan
definial indefinit metrikat. A véleményben szerepld kérdésekre ennek szelle-
mében adom valaszaimat.

Két fél-belsdszorzattal ellatott vektortér direkt dsszegén a fél-belsd szor-
zatok +1- illetve 1-szeresének pithagoraszi dsszegével definidlt indefinit nor-
manégyzet fliigguény milyen esetben definidl dltaldnositott Minkowski-teret?

A direktdsszegen fenti modon értelmezett indefinit normanégyzet fiigg-
vény megfelel a fél-belsGszorzatok +1 illetve —1-szeresének Minkowski &ssze-
ge altal természetes modon indukalt indefinit normanégyzetnek, ezért sem-
milyen tovabbi kikotés sem kell, ahhoz, hogy legalabb egy altalanositott
Minkowski-tér indefinit normanégyzet fliggvényének tekintsiik. Ha mindkét
fel-bels6 szorzat fiiggvény folytonos, akkor a normanégyzet fiiggvény diffe-
rencialhato, és igy a normanégyzet fiiggvény is egyértelmtien meghatarozza
azt a fél-belsGszorzat fiiggvényt, aminek 6 normanégyzete. (Véges dimenziods
esetekben ez avval ekvivalens, hogy az egységgémbnek minden pontjaban van
egyértelmii tamaszhipersik.) Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben egyértel-
miiség is fennall, nincs mas altalanositott Minkowski-tér, amely ugyanezt az
indefinit Minkowski metrikat indukalja.

Eqgy olyan R™ vektortéren értelmezett j-szer folytonosan differencidalha-
to madsodfoki homogén figguény, amelynek a mdsodik derivdltjaibol képezett
Hesse-mdtriza (k;n — k) szignatirdji nemelfajuld mdtriz, (1 < k < n), mi-
lyen feltételek mellett definidl dltaldnositott Minkowski-féle normanégyzetet?

A kérdésben a Minkowski-féle "normanégyzet" kifejezés kétféleképpen ért-
hets, ami két kiilonboz6 valaszhoz vezet.

A H,(z) Hesse-matrix meghataroz egy maximalis k-dimenzios pozitiv S
és egy n — k-dimenzios negativ T alteret, melyek egymas direkt kiegészitd
alterek a regularitas miatt. Nyilvan fel kell tenniink, hogy a Hesse matrix eze-
ken az altereken konvex egységgdmbot definidljon, azaz a pozitiv S altéren a
gyoke szubadditiv fliggvény legyen, mig a negativ 1" altéren a —1-szeresének a



gyokérosl koveteljiik ugyanezt meg. Ekkor az S altéren a Hesse-matrix egy fél-
bels6 skalarisszorzatot allit el az [sq, so] — (1/2)H,,(s1) $1, 52 € S definicio-
val. (Hasonloképpen egy fél-belsGszorzat —1-szeresét T-n.) Az els6 kérdésnek
megfelelGen ezekbdl kaphatunk egy Minkowski szorzatot, ami altalanositott
Minkowski normanégyzetet eredményez végiil. A differencialhatosag tekinte-
tében elegendd kétszer folytonos differencialhatosagot megkdvetelniink.

Nehezebb a feladatunk, ha s.i.i.p tér elGallitasa a cél, azaz a homogén
fiiggvény a G.Horvath, A.: Semi-indefinite inner product and generalized
Minkowski spaces. Journal of Geometry and Physics 60 (2010) 1190-1208.
cikk 8. Definiciojanak megfelel6 "normanégyzet fiiggvény". Ebben az eset-
ben az S, T altereken val6 szubadditivitas mellett a tobbi pozitiv és negativ
altereken is sziikség van ugyanezen feltételre. Ennek teljesiilése méar nehe-
zebben ellenérizhetd, de ha fennall ez az erésebb feltétel is, akkor mar a C?
esetben is igaz, hogy a Hesse-matrix egy s.i.i.p teret definial. (Isd: Theorem
4 ugyanabban a cikkben.)
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