
Válasz Nagy Péter Tibor opponensi véleményére

El®ször is köszönetemet szeretném kifejezni Nagy Péter Tibornak a dol-

gozatom gondos olvasásáért és eredményeim ismertetéséért. Elfogadom a

következ® kritikai megjegyzést:

Úgy t¶nik, hogy a szerz® nem tudta eldönteni, hogy értekezést írjon-e

vagy összefoglaló bevezet®vel ellátott 
ikkgyüjteményt adjon be.

Helyesen látja a szerz® némi bizonytalanságát annak a tekintetében, hogy

mit is kéne tartalmaznia a doktori értekezésének.

Köszönöm Nagy Péter Tibornak, hogy a f® eredményeket 6 pontban té-

zisszer¶en kiemelte, sokat segítve azoknak, akik a vélemények ismeretében

szeretnének a tartalmáról áttekintést nyerni.

Elfogadom a zsúfoltságra és az egyenetlen kidolgozásra utaló megjegyzé-

seket is, továbbá avval is egyet tudok érteni, hogy találhatók stílusában nem

odaill®, akár hibásan megfogalmazott mondatok is a szövegben. Mentségem-

re legyen mondva, hogy próbáltam mindezeket elkerülni és egy olvasható

disszertá
iót írni.

A konkrét észrevételekkel kap
solatosan megjegyezném a következ®ket.

Jogos az a kritika, hogy a beágyazó tér elnevezés, nem a szokásos matematikai

értelmében szerepel. Azonban az általánosított Minkowski tér (általánosított

tér-id® modell) vizsgálatát tipikusan a benne fellelhet® felületek szokásossal

megegyez® illetve a szokásostól eltér® tulajdonságainak feltárásával próbál-

tam végezni. Ebben a kontextusban az említett vektortérre utalás már nem

áll olyan távol a szokásos matematikai értelmét®l. Talán szeren
sésebb lett

volna tényleg a konstruk
ióhoz asszo
iált vektortérként (normálttérként, fél-

bels®szorzatos térként) utalni a mindig a háttérben jelen lev® ezen térre.

Az általam javasolt de�ní
iók "bonyolultsága" leginkább néz®pont kér-

dése. Egyetértek avval, hogy egy kiépített di�eren
iálszámítás esetén a fél-

bels®szorzat fogalma a normanégyzet függvény di�eren
iálásának az útján

egyszer¶en adódik. Ennek a következménye, hogy a fél-bels®szorzat függ-

vényre kiszabott di�eren
iálhatósági feltételeknél "egy fokkal er®sebb" di�e-

ren
iálhatósági feltételt kell kiszabni a normanégyzet függvényre. Di�eren
i-

álgeometriai vizsgálatokban tipikusan minden szerepl® analitikus, ezért ez a

különbségtétel irreleváns a fellép® feladatok szemszögéb®l. Ez is lehet annak

az oka, hogy a fél-bels® szorzat kezdeményezése nem geométerek nevéhez kap-


solódik, hanem a funk
ionálanalízis kutatóiéhoz. (A Hilbert terek alapvet®

tételeinek mint például a Riesz-reprezentá
iós tétel általánosabb körülmé-

nyek közötti alkalmazása volt a 
él. Érdekes az id®rend is, a fél-bels®szorzat



de�niálása és kidolgozása az 1960-as évekhez kap
solható, míg az inde�nit

metrikájú Finsler terekhez kap
solható els® 
ikkek az 1970-es évek közepén

jelennek meg a fél-bels®szorzat fogalmának említése nélkül...) Az én észre-

vételem az, hogy a fél-bels®szorzat (és az általa indukálódó normanégyzet

függvény) fogalma önmagában (di�eren
iálszámítás nélkül) is alkalmas arra,

hogy olyan inde�nit metrikát hozzunk létre, mely er®s kap
solatban van a

kiindulási normával. Ezen az úton lehet er®sebb követelményeket tenni és

az így a kapott struktúrától (s.i.i.p-tér) többet várni, de a legtöbb érdekes

kérdés vizsgálatához egy gyengébb szorzatfogalom is elég. Az általánositott

Minkowski-tér, lényegében a normált terek el®jellel való összeadása útján

de�niál inde�nit metrikát. A véleményben szerepl® kérdésekre ennek szelle-

mében adom válaszaimat.

Két fél-bels®szorzattal ellátott vektortér direkt összegén a fél-bels® szor-

zatok +1- illetve 1-szeresének pithagoraszi összegével de�niált inde�nit nor-

manégyzet függvény milyen esetben de�niál általánosított Minkowski-teret?

A direktösszegen fenti módon értelmezett inde�nit normanégyzet függ-

vény megfelel a fél-bels®szorzatok +1 illetve −1-szeresének Minkowski össze-

ge által természetes módon indukált inde�nit normanégyzetnek, ezért sem-

milyen további kikötés sem kell, ahhoz, hogy legalább egy általánosított

Minkowski-tér inde�nit normanégyzet függvényének tekintsük. Ha mindkét

fél-bels® szorzat függvény folytonos, akkor a normanégyzet függvény di�e-

ren
iálható, és így a normanégyzet függvény is egyértelm¶en meghatározza

azt a fél-bels®szorzat függvényt, aminek ® normanégyzete. (Véges dimenziós

esetekben ez avval ekvivalens, hogy az egységgömbnek minden pontjában van

egyértelm¶ támaszhipersík.) Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben egyértel-

m¶ség is fennáll, nin
s más általánosított Minkowski-tér, amely ugyanezt az

inde�nit Minkowski metrikát indukálja.

Egy olyan R
n
vektortéren értelmezett 4-szer folytonosan di�eren
iálha-

tó másodfokú homogén függvény, amelynek a második deriváltjaiból képezett

Hesse-mátrixa (k;n − k) szignatúrájú nemelfajuló mátrix, (1 < k < n), mi-

lyen feltételek mellett de�niál általánosított Minkowski-féle normanégyzetet?

A kérdésben a Minkowski-féle "normanégyzet" kifejezés kétféleképpen ért-

het®, ami két különböz® válaszhoz vezet.

A Hy(x) Hesse-mátrix meghatároz egy maximális k-dimenziós pozitív S
és egy n − k-dimenziós negatív T alteret, melyek egymás direkt kiegészít®

alterek a regularitás miatt. Nyilván fel kell tennünk, hogy a Hesse mátrix eze-

ken az altereken konvex egységgömböt de�niáljon, azaz a pozitív S altéren a

gyöke szubadditív függvény legyen, míg a negatív T altéren a −1-szeresének a
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gyökér®l követeljük ugyanezt meg. Ekkor az S altéren a Hesse-mátrix egy fél-

bels® skalárisszorzatot állít el® az [s1, s2] 7→ (1/2)Hs2
(s1) s1, s2 ∈ S de�ní
ió-

val. (Hasonlóképpen egy fél-bels®szorzat−1-szeresét T -n.) Az els® kérdésnek
megfelel®en ezekb®l kaphatunk egy Minkowski szorzatot, ami általánosított

Minkowski normanégyzetet eredményez végül. A di�eren
iálhatóság tekinte-

tében elegend® kétszer folytonos di�eren
iálhatóságot megkövetelnünk.

Nehezebb a feladatunk, ha s.i.i.p tér el®állítása a 
él, azaz a homogén

függvény a G.Horváth, Á.: Semi-inde�nite inner produ
t and generalized

Minkowski spa
es. Journal of Geometry and Physi
s 60 (2010) 1190�1208.


ikk 8. De�ní
iójának megfelel® "normanégyzet függvény". Ebben az eset-

ben az S, T altereken való szubadditivitás mellett a többi pozitív és negatív

altereken is szükség van ugyanezen feltételre. Ennek teljesülése már nehe-

zebben ellen®rizhet®, de ha fennáll ez az er®sebb feltétel is, akkor már a C2

esetben is igaz, hogy a Hesse-mátrix egy s.i.i.p teret de�niál. (lsd: Theorem

4 ugyanabban a 
ikkben.)
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