Valasz Kurusa Arpad opponensi véleményére

El6szor is koszonetemet szeretném kifejezni Kurusa Arpadnak a dolgoza-
tom minden részletre kiterjed6 alapos olvasasaért. Kiilondsen halas vagyok
a dolgozatba irt megjegyzéseiért, javitasaiért.

A vélemény a tartalom pontos Osszefoglalasa utan két szempontbol érté-
keli munkadmat, elGszor sorra veszi a felkéréshez mellékelt standard szempon-
tokat, majd sajat szempontjai szerint tartalmilag is értékeli a latottakat.

Kétségteleniil igaza van abban, hogy a jelolésrendszer nem optimalis. Ta-
lan mentségemre szolgal, hogy a konnyd Osszevethetdség miatt az eredeti
cikk jeloléseit igyekeztem kovetni, hacsak ez nem iitkozott az egységesség
gondolataval. A kiemelt konkrét példak esetén teljesen egyet tudok érteni
az észrevételekkel. Az érthetGségre vonatkoztatott kritika Nagy Péter Ti-
bor véleményével Osszecseng, az ok a tulzsifoltsag, tobb hely vagy kisebb
anyag az érthetGség szintjét biztosan emelte volna. Hasznos felvetés, hogy az
elektronikusan elérhetd referencidk DOI vagy egyéb kodjat minden esetben
rogzitsiik a dokumentumban, segitve az ellenérzési folyamatokat. Koszonom
mégegyszer a nyelvi és egyéb javitasokat is, ezeket 6rommel felhasznalom.

Ratérve a tartalmi értékelésben megfogalmazott megjegyzésekre és kérdé-
sekre megjegyzem, hogy jogos a 2.2 illetve a 2.3 pontok felcserélésére vonat-
koz6 inditvany. Tartalmi szempontbol valoban el6szor a 2.3-ban foglaltakat
kellett volna szerepeltetni. Azért raktam mégis a fejezet végére, mert ezen
eredményekrdl csak attekintést szerettem volna nyujtani, igy a kidolgozott-
sdga nem azonos a dolgozat tobbi részének kidolgozottsagaval.

Az unié konvex burkanak térfogataval kapcsolatos 1.1 szakasz a kovetkezd
kérdést inspiralta:

Felmerilt bennem, hogy ez a téma kapcsolatban lehet a kovariogram-prob-
lémaval, és ebben az esetben milyen kovetkezményekkel szamolhatunk?

A kovariogram fiiggvény adott K és L testek esetén egy t helyvektor-
hoz a vol(K N (L + t)) értéket rendeli. Ha K = L a {6 kérdés az, hogy
a fliggvény eltolasoktol és origora vonatkozd centralis tiikrozéstol eltekintve
egyértelmiien meghatarozza-e a testet. A sejtés — miszerint hogy igen — igaz
centralisan szimmetrikus konvex test esetén, hiszen a tartoja a fliggvénynek,
a testbol képezett centralszimmetrizalt kétszerese, azaz K + (—K). Tudjuk
azt is, hogy n = 2 esetben pozitiv a valasz, n > 4 esetén negativ, és n = 3
esetén poliéderekre igaz a sejtés. Az altalunk vizsgalt mennyiségek koziil a
Gk (t) = volconv{K U (K + t)} fiiggvény valoban sok hasonlosagot mutat a
kovariogram fiiggvénnyel. Rogzitett t-re az o — G (at) szigorian monoton



n6ve, konvex fiiggvény, a tartdja a teljes R. Eredményeink f6 geometriai
észrevétele a G (u) = vol(K) + dg (u)vol,_1 (K|ut) dsszefiiggés olyan u vek-
torokra, melyekre K és K + u érintkeznek egymassal. (A formuldban dg(u)
jeloli a K test u irdnya atmeérsjét K|ut pedig a K test u-ra merdleges hiper-
sikra vonatkozo vetiiletét. A fenti formula fiiggetlen u hosszatol ezért t,-nak
ty = (dg(u)/|u])u-t valasztva ez a Gk (t,) = vol(K) + |t,|vol,_1(K|(t.)")
alakba irhato. Vilagos, hogy t, = t, + au/|u| a > 0 definicioval teljesiil,
hogy Gr(t) = vol(K) + (|t.| + a)vol,_i(K|(t,)*). Ez azt jelenti, hogy ha
ismerjiik a G fiiggvény nagy értékeit és vol(K)-t (ami a G (0) értékkel
egyezik meg), akkor minden w irdnyra vonatkozolag ismerjiik az u-ra merdéle-
ges hipersikra vonatkozo vetiilet n — 1-dimenzios térfogatat is (azaz ismerjiik
a K-hoz asszocialt u.n. vetiileti testet (projection body)). Alkalmazhatjuk
igy a vetiileti test rekonstrukcios problémajara vonatkozo ismereteket. A
geometriai tomografia egyik legismertebb problémaja ez, mellyel kapcsolato-
san szamos eredmény ismert. Sajnos egyazon vetiileti testhez szamos olyan
test tartozik, melynek éppen ez a vetiileti teste, injektivitas csak a centrali-
san szimmetrikus testek esetén bizonyithato. Jegyezziik meg, hogy a G (t)
fiiggvény fenti leirasa |t,|-nél kisebb hosszusagu t vektorra is kiterjeszthetd
a Gg(t) = vol(K) + (dx(t) — dgrxro(t))vol,—1 (K|t*) formuldval. Igy az
adott irany1 leghosszabb atmérs fogalma Gsszekapcsolja a G (t) fiiggvényt a
megfelel6 metszet egyik geometriai paraméterével. Szamomra mégis az tiinik
a legizgalmasabb kérdésnek, hogy a kovariogram és a G figguény egyiitt
meghatdrozzik-e a K testet?

A vélemény masodik kérdés formajaban megfogalmazott felvetése az ad-
jungalt Abel operatorok diagonalizalhatosagaval kapcsolatos: Az adjungdlt
Abel operdtor diagonalizdlhatdsdgdt nem lehetne-e esetleg dltaldnosan is bi-
zonyitani az amigy szokdsos megkdzelitéssel, hogy ti. az T > x — [AX,X]
leképezésnek a mazimumhelye (esetleg) sajdtvektor? Ez megint egy talalo jo
kérdés, melyre a valaszom jelenleg az, hogy nem tudom. Néhany gondola-
tom azonban van. A standard bizonyitas definit vagy indefinit kvadratikus
formak és a szokasos rogzitett skaldrszorzas esetén a Lagrange-multiplikator
modszer segitségével torténik. A szimmetrikus A matrixszal reprezentalt
Qa(x) := (Ax,x) kvadratikus forma szélsGértékhelyeit a 0 = (x,x) — 1 fel-
tétel teljesiilése mellett keresve, a
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sziikséges feltételek egylittesen éppen az Ax = Ax egyenlethez vezetnek.

(Qa(x) — A ({(x,x)—1))=0 i=1,...,n



Maga a feltételi egyenlet azt jelenti, hogy x # 0 azaz szélsGérték csak sa-
jatvektorhoz kapcsolodoan léphet fel. A mi problémankban felteheté n = 2
és, hogy az A egy altalanositott forgatas valamely {a, b} ortonorméalt Au-
erbach béazisra vonatkoztatva (T.2.2.3 szerint). Az analogia kovetéséhez eld-
szOr reprezentalni kéne a Q4 forméat szimmetrikus linearis transzforméci-
oval. Kell keresni egy olyan A szimmetrikus matrixot, mellyel az Ax =
(1 cos @ + x9 sin p)a + (—xy sin p + x4 cos p)b altalanositott forgatas hatasa
elérhets. Az els6 megvalaszolando kérdés igy:

Van-e olyan A szimmetrikus linedris transzformdcid, hogy tetszéleges
x = r1a + x3b vektorral fenndlljon a

Qa(x) = [(x1 cos g+ 2 sin)a+ (—xz sin p + 29 cos )b, z1a+ x2b] = Q ;(x)

eqyenldség?

Ha ilyen van, akkor végezhetiink az analogianak megfelel6 tovabbi szami-
tasokat oly modon, hogy a @) ; értékét és a feltételt is a fél-skalaris szorzat
adja meg, azaz

QA(X) = [(II?lCLLl + $2a172)a -+ (II?lCLQ,l + «r2a2’2)b, ria -+ II?Qb]

szélsGeértékeit keressiikk a [zia + xob, z1a + xob] — 1 = 0 feltétel teljesiilése
mellett. A problémara most mar alkalmazhat6 a Lagrange-multiplikator elv,
ha a differencialas numerikus végrehajtasahoz egy fix {e, f} Euklideszi érte-
lemben ortonormalt bazist hasznalunk, azonban tjabb nehézséget jelent a de-
rivaltak szamitasaban, hogy a masodik argumentumban a fél-skalarisszorzat
nem linearis. A fél-skalaris szorzat rogzitett elsé valtozo mellett a masodik
vektorvaltozojanak fiiggvénye. FEzen fiiggvény néhany specidlis irdnymenti
derivaltjat korabban kiszamoltam. A Horvath, A. G.: Premanifolds. Note di
Math. 31/2 (2011), 17-51 cikk Theorem 5 allitasaban felirt formulak talan
hasznalhatok a masodik 1épés realizalasa kapcsan.

Kétségtelen, hogy a Kurusa Arpad altal megfogalmazott allitas a fent
véazolt uttol kiilonboz6 modon is bizonyithato lehet, hiszen a Lagrange-mul-
tiplikdtorok hasznalata csak — egy az Euklideszi esetben rogton valaszt ado
— kézenfekvs modszer. Azaz a kérdés tovabbi vizsgalatok targya lehet.
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