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cimii MTA-doktori értekezésérdsl

Az angol nyelven megirt értekezésében a szerzé 14 publikdciojaban kozzétett geometriai ered-
ményét foglalja Gssze 124 oldalon, amit még 16 oldal terjedelmd bevezetés, tartalomjegyzék és
irodalomjegyzék egészit ki. A terjedelmes munkaban a tételek és bizonyitasok kidolgozasat gyak-
ran megjegyzések, sejtések és a kapcsolodo publikaciok tartalmi dsszefoglalasai egészitik ki. Ezek
a kiséré megjegyzések sok esetben emelik a mi értékét azzal, hogy hasznos informéacidkkal szol-
galnak a kutatasi célkitlizéseknek és eredményeknek a nemzetkozi szakirodalomban betoltott
szerepérSl és hatasarol, szamos esetben azonban nehezitik a gondolatmenetek kévethetGségét,
mivel az idézett definiciok és eredmények érthets targyaldsat a kapcsolédd publikaciokra valo
hivatkozasok helyettesitik.

A disszertacio 3 fejezetbdl és egy appendixbdl all.

Az elsd fejezet {6 eredménye egy rogzitett és egy mozgd konvex test konvex burka maximalis tér-
fogatanak meghatarozésa, feltételezve, hogy a mozgo test metszi az adott testet. Az extrémalis
alakzatok vizsgalatat a tér mozgéascsoportjan beliili kiilonbozé részcsoportokon beliili mozgatésra
vonatkozoan végzi el. Erdekes jellemzést fogalmaz meg az olyan sikbeli konvex tartomanyokra,
amelyeknek az érinté helyzeti eltoltjaira a kapott konvex burok teriilete konstans. Hasonld tér-
beli konstrukciokkal ellipszoidok jellemzését irja le. A fejezet tovabbi részében a szerzd érdekes
és mély eredményeket bizonyit be az egységgomb feliiletére irt poligonok konvex burkénak térfo-
gatarol, kapcsolodva Fejes-Toth Lészlo erre vonatkozo eredményéhez. Végiil a hiperbolikus tér
poliédereinek térfogatara vezet le explicit formulakat.

A mdsodik fejezet tartalmazza a disszertacio legfontosabb eredményeit, amelyek a véges dimenzios
norméalt vektortér, az u.n. a Minkowski-tér két ponttél egyenls tavolségra 1évé ponthalmazai-
nak (az u.n. biszektoroknak) leirasara és jellemzésére vonatkoznak. A Minkowski-térben két
pont tavolsagat a kiilonbségvektor norméja adja. Ez a tavolsagfiiggvény metrikat hataroz meg
akkor és csak akkor, ha a norma egységgémbje konvex. A biszektorok altal meghatéarozott un.
Leibniz-félterek topologiai és geometriai tulajdonsigai vizsgélatanak fontos eredményeként ado-
dik, hogy ha a Minkowski-tér egységgémbje szigortian konvex, akkor a biszektorok hipersikkal
homeomorfak. A forditott allitas vizsgalatahoz olyan konstrukcidkat tanulményoz, amelyekben
az egységgomb feliilete parhuzamos alkotésereg altal meghatérozott hengert tartalmaz. Az ilyen
tulajdonsaggal rendelkez6 Minkowski-normakra érdekes tovabbi eredményeket bizonyit, amelye-
ket alkalmaz a vektortérben adott récsok cellarendszerének vizsgélatara is. Igazolja, hogy egy
racs cellarendszere a tér topologikus sikokkal valo felbontasat adja, ha a Minkowski-egységgdmb
szigorian konvex. A biszektorok részletesebb geometriai finomszerkezetének leirasdhoz tanul-
ményozza a Minkowski-egységgdmb arnyékhatarat. Egy adott irdnyhoz tartozé arnyékhatar az
egységgdomb feliilete azon pontjaibol all, amelyekre illeszthet§ az adott iranyd tdmasztoé egye-
nes. A szerz@ {6 sejtése szerint a biszektorok pontosan akkor topologikus hipersikok, ha az
egységgomb arnyékhatarai 2-kodimenzids topologikus gombfeliiletek. A sejtés igazolasdhoz az
arnyékhatarokat elGallitja bozonyos kénnyebben leirhatd geometriai szerkezeti alakzatok Haus-
dorff metrikdban képezett hatarértékeként. A siktopologia egy nevezetes tételét alkalmazva az
el6zGekben vizsgélt konstrukciokra igazolja a sejtést a 3-dimenzids tér esetén. Magasabb dimen-
zibban példakkal illusztralja, hogy az arnyékhatar geometriai szerkezete nagyon bonyolult lehet.
Altalanos esetben tobbek kozott bizonyitja, hogy ha az arnyékhatar 2-kodimenzids topologikus
sokasag, akkor az homeomorf a gémbfeliilethez, ha pedig 1-kodimenzi6s hatarral rendelkez§ so-
kasédg, akkor homeomorf a gombfeliilet és egy intervallum topologikus szorzatdhoz.

A tovabbiakban a normélt terekhez rendelhetd fél-skalarszorzatokra vonatkozo Abel-féle adjun-
galt operatorokrol és a terek izometria csoportjarél kozol Gj eredményeket. Végiil a kupszeletet
fogalmat altalanositja Minkowski sikokra és vizsgalja a kupszeletek tulajdonsagait, majd az euk-
lideszi kinematika alaposszefiiggéseire fogalmaz meg egy altalanositast.



A harmadik fejezet minimalis differencidlhatosagi (kétszer differencialhato, illetve kétszer foly-
tonosan differencialhato) feltételeknek eleget tevs, de nem sziikségképpen pozitiv definit norma-
fliggvénnyel ellatott vektorterekkel foglalkozik, amelyekre el6ir bizonyos természetes konvexitasi
feltételeket. Ehhez elGszor a fél-belsGszorzatokkal ellatott un. s.i.p. tereket tanulmanyozza. A fél-
bels6szorzat differencidlhaté esetben a pozitiv definit normanégyzet fiiggvény derivalt operatora,
ennek megfelelGen az egyik vektorvaltozojaban linearis, a maéasikban pedig nem sziikségképpen
az, de mindkét véltozojaban elséfokt homogén. Ezt a konstrukciot altaldnositja indefinit esetre,
amit s.i.i.p. térnek nevez. Ha egy s.i.i.p. tér felbonthaté komplementer pozitiv definit és negativ
definit altereinek direkt Osszegére, akkor egy j normanégyzet fiiggvényt definiél a felbonté alte-
reken indukalt fél-belsGszorzatok pithagoraszi osszegével. Az igy kapott indefinit normanégyzet
fiiggvénnyel meghatarozott strukturat altalanositott Minkowski-térnek nevezi. Példaval illuszt-
ralja, hogy ez a tér nem sziikségképpen tesz eleget az s.i.i.p. terekre kirott konvexitési feltételnek.
Tanulmanyozza az s.i.i.p. terek és az altaldnositott Minkowski-terek egységgémbjein és imaginé-
rius egységgombjein indukalt Finsler-jellegli geometriat. Eredményei kiilonésen érdekesek abban
az esetben, amikor a tér negativ definit altere 1-dimenzios. Ez a struktura alkalmas lehet a fizikai
tér-id6 modellezésére, amit részletesen elemez.

A tartalom ismertetése utan attérek a disszertéacio, a tézisek és azokban megfogalmazott ered-
mények értékelésére.

Ugy tiinik, hogy a szerzé nem tudta eldonteni, hogy értekezést frjon-e vagy Gsszefoglalo bevezets-
vel ellatott cikkgytiteményt adjon be. A tézisfliizet megfogalmazasa inkabb az utobbi széndékra
utal, hiszen abban nem a disszertéci6é f6 eredményeit, hanem a publikalt dolgozatok tartalmét
ismerteti. A disszertacidban a szerzd sokoldald attekintést kivan nytdjtani a publikiciéiban tar-
gyalt tovabbi kutatasi eredményeirdl is, amelyek nem tartoznak a f6 gondolatmenethez, eseten-
ként bizonyitis nélkiil. Emiatt a f6 eredmények nincsenek tézisszertien kiemelve, a targyalas nem
koncentral a disszertaci6 f6 eredményeire.

Véleményem szerint a disszertacio legfontosabb eredményei a kovetkezdk:

1. Egy rogzitett és egy mozgd konvex test konvex burkanak térfogatira vonatkozéd vizsgéilatok
és karakterizacios tételek.

2. Az egységgdmb feliiletére irt poligonok konvex burkénak térfogatara vonatkozo eredmények.
3. A biszektorok altal meghatarozott un. Leibniz-félterek topologiai és geometriai jellemzése
Minkowski-terekben.

4. A Minkowski-terek biszektorai tulajdonsagainak vizsgilata az egységgdmb arnyékhatarai szer-
kezetének leirasa segitségével.

5. A differencidlhato s.i.i.p. terek és altalanositott Minkowski-terek vizsgélata.

6. Az ortogonalitas és az egységgdmbok, illetve az imaginérius egységgdmbok geometridjanak
leirasa s.i.i.p. terekben és altalanositott Minkowski-terekben.

Az értekezés tartalmanak matematikai kidolgozottsaga nem egyenletes. A stri sorszedéssel irt
130 oldal tartalmilag kissé zsifoltnak tinik. A térgyaléds stilusa esetenként szobeli eladas jel-
legti, pédaul a 90. oldalon leirt tanicsa: "The reader can read on these concept on the inter-
net...". Szamomra zavar6, hogy azt a vektorteret, amelyen a Minkowski norma definidlva van,
beagyazo térnek nevezi, hiszen a matematikidban a beagyazas sz6 altalaban egy részstruktaranak
egy bdévebb strukturaba vald leképezésére utal. A harmadik fejezetben targyalt strukturakkal
kapcsolatosan bizonyos definiciok megleetésen bonyolult konstrukcidkkal vannak megadva, pél-
daul az Aaltalanositott Minkowski-tér definici6ja. A bevezetett fogalmak segitségével a szerzs
a klasszikus Minkowski-geometria és az indefinit metrikaju Minkowski- és Finsler-terek elmé-
letének alapvets strukturéit terjeszti ki minimélis differencidlhatosagi feltételek teljestilésének
esetére. Ez a vizsgalat természetesen Uj modszereket igényel. Mindazonaltal célszerd lett volna
erGsebb differencialhatosagi feltételek esetén Osszehasonlitani a szerzé dltal adott konstrukcidkat
és bizonyitott tételeket az analitikus elmélettel.

Ezzel kapcsolatban a kévetkezd kérdéseket fogalmazom meg:



Keét fél-belsdszorzattal elldtott vektortér direkt Gsszegén a fél-belsé szorzatok +1- illetve —1-
szeresének pithagoraszi 6sszegével definidlt indefinit normanégyzet fligguény milyen esetben de-
finidl dltaldnositott Minkowski-teret?

Egy olyan R™ wvektortéren értelmezett 4-szer folytonosan differencidlhato mdsodfoki homogén
fligguény, amelynek a mdsodik derivdltjaibdl képezett Hesse-mdtriza (k,n — k) szignatirdji nem-
elfajule matriz, (1 < k < n), milyen feltételek mellett definidl dltalanositott Minkowski-féle
normanéqyzetet?

A szerz6 legértékesebb tudoményos eredményeinek egy sziikebb terjedelmi és lényegretorébb
osszefoglalasa jobban hangsilyozta volna azok értékeit. Ez a megjegyzés azonban nem kérddje-
lezi meg a disszertacidban feldolgozott tételek és bizonyitasok matematikai mélységét és tudoma-
nyos jelentéségét. A targyalt témakorok sokoldalusaga és az eredmények bizonyitasahoz hasznalt
valtozatos és nehéz analitikus, topologikus, nem-lineéris és konvex geometriai, valamint diffen-
cidlgeometriai eszkdzok eredményes alkalmazasa igazoljak a szerzd Otletgazdagsigét, valamint
mély matematikai intuiciés és bizonyitasi készségét. A szerz§ gazdag és értékes matematikai
tudomanyos munkassaggal és publikacios tevékenységgel rendelkezik, amit a szakmai tudomaé-
nyos kozvélemény elismer. Ezek alapjan megéllapithato, hogy G. Horvath Akos a konvexitési
problémak és a nem-euklideszi geometridk vizsgalatdnak nemzetkozi szempontbél kiemelkedd
szakembere.

Javaslom a doktori mii nyilvanos vitara bocsatasat és G. Horvath Akos szamara az
MTA-doktori fokozat megitélését.
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