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1. fejezet

Bevezetés

Az iitemezéselmélet az operacidokutatas egyik kiemelkedGen fontos teriilete.
Ezt mutatja a témaban megjelens nagyszamu publikacio, valamint gyakorlati
alkalmazas. Fontos megemliteni, hogy a gyakorlati igények 1j elméleti kuta-
tasokhoz vezettek, és vezetnek ma is, és a dolgozatban vizsgalt problémék
egy részét is a gyakorlat motivélta.

Réviden fogalmazva, egy iitemezési probléma megoldéasa soran eréforraso-
kat, és végrehajtasi id6pontokat rendeliink tevékenységekhez, mikézben be-
tartunk kiilonb6z6 korlatozasokat, és egy (vagy tobb) célfiiggvényt optimali-
zalunk.

A projektiitemezésben az eréforrasok alapvetGen két kategoridba sorolha-
toak a hasznalatukra vonatkozo korlatozasok szerint: (i) megujuldak, és (ii)
nem megujuléak. A megajuléd eréforrasok hasznalata minden ¢ idépillanatban
korlatos, mig a nem megujulo erdforrasok esetében minden [0,¢) intervallu-
mon korlatos a felhasznalhatoé mennyiség. Megemlitjiik, hogyha mindkét féle
korlatozas el§ van irva egy eréforrasra, akkor kétszeresen korldtozottnak hiv-
juk.

Mindenekel6tt formalisan definidlom az eréforras korlatos projekt iiteme-
zési probléma alapesetét (resource-constrained project scheduling problem,
RCPSP), amelynek kiilonb6z6 modositasai, variansai alkotjak a dolgozatban
vizsgélt problémakat.

Az RCPSP-ben adott egy véges tevékenységhalmaz, J, egy véges erdfor-
rashalmaz, R, kizérolag megtjuld erdforrdsokkal, és egy megelGzési relacio,
& C J x J, a tevékenységek kozott. Minden 57 € J tevékenységnek van
egy p; > 0 végrehajtasi ideje, és minden ¢ € R erdforrasbodl egy a;; > 0
igénye, tovabba minden eréforrasnak egy b; > 0 kapacitasa. A tevékenysé-
gek ha egyszer elkezdddtek, nem szakithatoak meg, tehat ha a j tevékenység
elkezdddik egy S; id6pontban, akkor p; idGegységgel késébb fejezddik be. A
végrehajtasa soran lefoglal a;; mennyiséget minden egyes i € R eréforrasbol.
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Az er6forrasok minden pillanatban legfeljebb a kapacitasuk erejéig foglalha-
toak le, tehat ha S € Rf a tevékenységek kezdési idejét meghatarozo vektor,
akkor

Z Q45 S bi, Vi € R, t 2 0 (11)

JjeJ : S;<t<S;+p;

korlatnak kell teljesiilnie. A megel6zési relaciot pedig gy kell figyelembe
venni, hogy (7,k) € & esetén j befejezése el6tt k ne kezd6djon el, azaz

Sj+pj < Sk, V(j, k)€€ (1.2)

teljesiiljon. Azokat az S € RY vektorokat, amelyek teljesitik az (1.1) és (1.2)
feltételeket megengedett iitemterveknek nevezziik. A legszélesebb korben vizs-
galt optimalidlasi kritérium a maximaélis befejezési id6 minimalizalasa, azaz
min Chyax, ahol Ciax(S) = max;e7(S; + pj). A probléma N'P-nehéz, meg-
oldasara szamos egzakt és heurisztikus megoldasi modszert dolgoztak ki az
évek soran, lasd pl. |29, 53].

Szamos eredményt ismertetiink gépiitemezési problémakkal kapcsolatban.
A gépek olyan megujuld eréforrasok, melyek kapacitasa 1, és minden tevé-
kenység 0 vagy 1 egységet igényel belGliik a végrehajtasahoz.

A dolgozatban egyrészt olyan gépiitemezési, illetve altalanosabb projekt
iitemezési problémakat vizsgalok, ahol az ergforrasok kiilénosen fontos szere-
pet kapnak akéir a korlatozasokban, akir a célfiiggvényben, masrészt olyano-
kat, ahol egymasnak ala-folé rendelt problémakat kell megoldani. A sokféle
probléma bemutatasa, és elemzése mellett dttekintést adok az Osszetett iite-
mezési problémak megoldasara szolgaldo modszerekrdl is. A dolgozat 3 6
fejezetbal All:

o A 2. fejezetben vizsgalt projekt, és gépiitemezési problémakban a cél
megujulo eréforrasok egyenletes hasznalata.

e A 3. fejezetben olyan gépiitemezési problémakkal foglalkozom, ahol a
tevékenységek a gépeken tul tovabbi nem megijulo eréforrasokat igé-
nyelnek, ill. allitanak eld.

o A 4. fejezetben egymaéssal ala-folé rendels kapcsolatban all6 litemezési
problémékkal kapcsolatos eredményeket mutatok be.

Minden fejezetben bemutatom a vizsgalt problémakort, a legfontosabb korab-
bi eredményeket, és 11j eredményeket, amelyeknek szerzGje, vagy tarsszerzGje
vagyok.
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2. fejezet

Eréforrasok egyenletes hasznalata

Az egyenletes erdéforrds haszndlat (resource leveling) probléma az RCPSP egy
olyan valtozata, amiben adott a tevékenységek maximalis befejezési ideje,
T, és egy olyan & megengedett iitemtervet keresiink, ami minimalizalja az
er6forras hasznélat egy fiiggvényét, azaz

minz fz‘(A%S) (2.1)
1ER
feltételek: (1.1),(1.2), 0<S; <T —p;, j€ T,

ahol az A? : [0, T] — Q leképezések az erdforras hasznilatot adjak meg, azaz
AS(t) = ZjeJ,Sj§t<s,-+pj a;j, és f;(-) egy valos szamokon értelmezett valos
értékid fiiggvény [43].

Az f; fiiggvények szamos alakjat vizsgaltak eddig a szakirodalomban, ezek
koziil talan a legismertebb a két kovetkezd:

T
fiin(AP) = / wy max{0, AS(t) — L;}dt, (2.2)
0

azaz minimalizalni kell az L; kiiszob feletti hasznélatot az i € R er6forrasbol,
illetve

fquad<Af) = /T wit(Af(t> - Li)2dtv (2.3)

azaz minimalizalni kell az L; kiiszobt6l vald négyzetes eltérést az i € R
er6forrasbol.  Mindkét célfiiggvényben a w; stilyok nemnegativ racionélis
szamok. Neumann és Zimmermann [44] egzakt algoritmusokat dolgoztak
ki a problémara kiilénféle célfiiggvények mellett mind az eréforras korlatos,
mind pedig az (1.1) elhagyasaval nyert valtozatra.

A dolgozat 2.1. szakaszaban az egyenletes eréforras hasznalat problémat a
(2.2) célfiiggvény mellett vizsgalom, de szemben az RCPSP problémaéval, a te-
vékenységek intenzitdsa idSegységrél-idGegységre valtozhat, és ezzel egyenes
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aranyban valtozik eréforras igényiik is a végrehajtasuk sordn. Az ilyen te-
vékenységeket vdltozo intenzitdsi tevékenységeknek nevezziik. Megmutatom,
hogy a probléma erésen N'P-nehéz, és egy vegyes-egészértéki matematikai
programmal modellezem. FElemezni fogom a megengedett egész megolda-
sok konvex burkét, és 0j, érvényes egyenl&tlenségeket vezetek le, amelyekrdl
megmutatom, hogy a probléma egy relaxaciojaban a konvex burok lapjait ha-
tarozzak meg. Egy polinomidlis idejt, egzakt szeparacios eljaras ismertetése
utan szamitési eredményekkel igazolom, hogy az 1j érvényes egyenlGtlenségek
segitik a probléma optimalis megoldasat.

Ennek a probléménak egy tovabbi altaldnositasat nyerjiik, ha a meg-
engedjiik, hogy a megel6zési relacioban allo tevékenységek részben atfed-
jék egymast, és ezen kiviil a megel6z§ tevékenységek "etetik" a rakovetke-
70 tevékenységeket. Az ilyen megelGzési relaciot "etets precedencia relacio-
nak" nevezziik. Egy ilyen relacioban minden (j, k) € £ parhoz tartozik egy
0 < ¢j < 1 paraméter, ami azt fejezi ki, hogy a j tevékenységnek legalabb
milyen mértékben kell elkésziilnie ahhoz, hogy k elkezd6dhessen. Tovabba
az "etetés" azt jelenti, hogy minden t idGegység végéig j tevékenységnek leg-
alabb akkora hanyada késziil el, mint a k-nak. Ezekkel a korlatokkal példaul
az frhato le, hogy a j tevékenység végrehajtasa soran folyamatosan létrejove
félkész terméket a k tevékenység hasznalja fel. A kordbban vizsgalt atfedést
nem engedd megeldzési korlatok a ¢, = 1 paraméterrel modellezhetGek. Az
azzal kapcsolatos eredmények altalanosithatoak az "etets" megel6zési korla-
tokra, és az eredményeket a 2.2. szakasz ismerteti.

A 2.3. szakaszban egy olyan gépiitemezési problémat fogok vizsgalni, ahol
adott m gép, és minden feladat el6re géphez van rendelve, tovabba van
néhiny tovabbi megtjulo erdforras, amelyeket a feladatok igényelhetnek a
végrehajtasukhoz. A célfiiggvény az idGegységenként lekotott erdforrasok
mennyiségének egy f(-) fiiggvényét minimalizalja, csak tgy, mint (2.1). A
(2.1) célfiiggvényben el6fordulo f; fliiggvényekre csak annyi megszoritast te-
sziink, hogy fi(x+z,y) = fi(x,y—2) teljesiiljon. Néhany jol ismert fiiggvény:
fi(z,y) = w; max{0,z —y}, vagy fi(z,y) = w;(x —y)*. Ennek a problémanak
a szamitasi bonyolultsagat fogom vizsgélni, meghatarozom az egyik legszi-
kebb N'P-nehéz problémat, illetve a legtagabb polinomialis id6ben megold-
hat6 specidlis esetet. Utobbi gyakorlati haszna, hogy jol hasznélhaté egy
egzakt algoritmusban j6 mindségi megengedett megoldasok kiszamitasara.

A harom szakasz alapjaul rendre a Kis |35], Kis [36], és a Drotos & Kis [14]
cikkek szolgalnak.
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2.1. Egyenletes er6forras hasznalat valtozo in-
tenzitasiu tevékenységekkel

A valtozo intenzitasu projekt iitemezési probléméak egyik legkorabbi valtoza-
tat Weglarz [52| definiadlta. A modelljében egyetlen, kétszeresen korlatozott,
folytonosan oszthato erdforrast kell tevékenységekhez rendelni tgy, hogy a
projekt befejezési ideje a legkisebb legyen. Az eréforrés tetszélegesen osztha-
t0 szét a tevékenységek kozott, a szétosztas ardnya tetszélegesen valtozhat, de
minden idépillanatban a szétoszthaté mennyiség korlatos, és az Osszes elér-
het6 mennyiség is az. A tevékenységek végrehajtasi sebessége, intenzitasa, a
hozzajuk rendelt erGforras mennyiségének nem-csokkend fiiggvénye. Weglarz
azt vizsgélta, hogy milyen feltételek mellett létezik a feladatnak megoldésa,
illetve t6bb specialis esetben (amikor a megelézési relacio iires) analitikusan
megadta az optimdlis megoldast.

Leachman és szerzGtarsai |39] egy linearis véltozatat vizsgaltak Wegl-
arz problémajanak diszkrét idétengelyen, ahol a tevékenységek intenzitasa
idGegységrél-idGegységre valtozhat, és az eréforras igény a tevékenység in-
tenzitasaval egyenes aranyos. Azaz, ha x;; jeloli a tevékenység intenzitasat a
t id6egységben, akkor igénye az ¢ € R eréforrasbol a;;xj;, ahol a;; konstans.
A linearis erGforras hasznalat miatt feltehets, hogy Ztc;“g"‘ zj; = 1 minden
J € J tevékenység esetén, azaz a tevékenység akkor van kész, ha az idd-
egységenkénti intenzitdsok Osszege eléri az 1-et. A szerz6k egy heurisztikus
megoldasi algoritmust prezentaltak a maximalis befejezési id6 minimalizala-
sara. Tavares [49] ugyanazt a problémat vizsgéalta, mint Leachman et al. [39)],
és egy nemlinéris programmal modellezte a problémaét, és egy altalanos nem-
linearis megoldoval oldott meg néhany feladatpéldanyt.

A valtozo6 intenzitasi projekt iitemezési problémék soraban a kovetkezd
allomas Hans [28] dolgozata, amelyben a tevékenységeket egy adott id&in-
tervallumba kell beiitemezni, kozottiik megel6zési korlatok teljesiilnek, és a
célfiiggvény az erdforras tilzott hasznalatat méri. Az id6tengely, [39] modell-
jéhez hasonloan, egységnyi hosszti periddusokra van osztva. Minden j € J
tevékenységhez tartozik egy maximalis h; < 1 intenzités, és egy r; legkorab-
bi kezdési, valamint d; legkésébbi befejezési periddus, és a j € J tevékeny-
séget teljes egészében az [rj,d;] intervallumban kell végrehajtani. Legyen
T = [minje 7 rj, max;e s d;| azoknak a periédusoknak a halmaza, ahova a te-
vékenységek beiitemezhetéek. Ha xj; jelenti a j tevékenység intenzitasat a ¢
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periodusban, akkor

d;
d wp=1, (2.4)

t=r;

xj < hj, Vi€ lr; dj (2.5)

feltételeknek kell teljesiilni. Jelolje b; az ¢ € R erdforras kapacitasat a t
idGegységben, és legyenek y;;, 1 € R, t € T, Gj valtozok, ekkor

Zaijwjt S bit + Yit, VteT (26)

jeJ
A célfiiggvény pedig

min Z CitYit- (2.7)
i€RET

Hans a megel6zési korlatokat gy modellezte, hogy feltette, hogy a tevékeny-
ségek halmaza projektekre bonthato, ahol egy projekt a megel6zési relacio
szerint Osszefliggd tevékenységekbdl all. Ezek utan minden projekthez annyi
1j binaris valtozot vett fel, ahanyféle modon a projekt tevékenységei a megels-
zési, és a (2.4)-(2.6) korlatok betarthatjak (egész pontosan a megengedett x;
értékek szupportjai halmaza adja az oszlopokat). Mivel a lehetdségek szdma
exponencialisan sok lehet a feladat méretében, ezért Hans egy szétvilasztas-
és-arazas (branch-and-price) modszert dolgozott ki a probléma megoldasara.
A tovabbiakban a Hans altal vizsgalt litemezési problémét RCPSVP-nek fo-
gom roviditeni.

Uj eredmények

Szdmitasi bonyolultsdg. A feladat szamitasi bonyolultsiganak meghataro-
zéséhoz sziikség van a PREEMPTIVE FLOW SHOP probléma (PFSP)
definici6jara. A PFSP inputja a feladatok, és a gépek szama, m, és n, va-
lamint tovabbi mn nemnegativ egész szam, p;;, 1 < i < m, 1 < 5 < n.
Az j feladatot az i gépen Osszesen p;; ideig kell feldolgozni, de a feldolgozas
megszithato tetszéleges egész id6pontban. Minden feladatot egyszerre csak
egy gépen lehet feldolgozni, és minden gép egyszerre csak egy feladaton dol-
gozhat. A feladatoknak a gépeket az 1, ..., m sorrendben kell végiglatogatni,
azaz el6szor az 1-es gépen kell Gket feldolgozni, majd a 2-es gépen, sth. Cél
a maximalis feladat befejezési id6 minimalizalasa az utolsé (m-edik) gépen.

1. Tétel. A PFSP problémdrdl van egy pseudo-polinomidlis transzformdcio
az RCPSVP problémdra.t

LA bonyolultsédgelméleti fogalmakban Garey and Johnson [18] konyvét kovetem.
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Mivel a PFSP erésen N'P-nehéz, egybdl kapjuk, hogy
1. Kévetkezmény. Az RCPSVP probléma erésen N'P-nehéz.

Ez az eredmény kizéarja azt, hogy pszeudo-polinomidlis id6ben megoldjuk
az RCPSVP-t, ha P # NP.
Modellezés. A probléma modellezéséhez a (2.4)-(2.6) korlatokon tul sziikség
van tovabbi egyenl&tlenségekre a feladatok kozotti megelGzési relacid miatt.
Elészor is bevezetiink 0j valtozokat. Az zj, j € J,t € [r;,d,;], binaris
valtozok azt fejezik ki, hogy a j feladat még nem fejezddott be, azaz z; = 1,
ha Zi:” x;; < 1. A definici6 alapjan nem veszitiink optiméalis megoldast
azzal, ha el6irjuk, hogy 2z > 2,11, t € [rj,d; —1], minden j € J tevékenység
esetén. A teljes matematikai program a kdvetkezo:

min Z CitYji (2.8)

1ERLET
d;
dwy=1, VjeJ (2.9)
t=r;
xj; — hjz; <0, VieJ, telr),d (2.10)
Tr — hi(1 — zj) <0, V(j, k) € E, t € [rg, min{d;, di}] (2.11)
Zjt — Zj+1 > 0, VieJ, teT\|[rjd; —1] (2.12)
> ayxy—yu<by, VieR teT (2.13)
JjeJ
zjp €40,1}, Vi e J, t € lr,djl (2.14)
x>0,0<y<b (2.15)

A megel6zési korlatokat a (2.10)-(2.12) egyiittesen fejezik ki, hiszen amig a
j feladat nem fejezidik be, addig a k& nem kezdédhet el, minden (j,k) € £
feladatparra. A fentiek alapjan a (2.8)-(2.15) matematikai program megen-
gedett megoldasai kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltethetGek az RCPSVP
megengedett megoldasainak. Tehat az RCPSVP-re optimélis megoldast kap-
hatunk a fenti MIP megoldéasaval. Ezzel azonban nem elégsziink meg, hanem
eléfeldolgozassal, és vagasokkal tovabb erdsitjiik a feladat LP relaxaciojat. A
vagasokat a (j, k) € &€ feladatparhoz tartozo (2.9)-(2.12) egyenl6tlenségekbdl
vezetjiik le.

Eldfeldolgozds. Vegyiik észre, hogy ha a j € J feladat maximélis intenzitasa
h; < 1, akkor legalabb p;, = [1/h;] idGegységig tart. Ebbgl kovetkezik,
hogy (j,k) € € esetén, ha r, < r; + p;, akkor ry névelhets r; + p;-re, és ha
d; > di — pg, akkor d; cstkkenthetd dj — pi-ra. Ezt addig ismételhetjiik &



dc 1311 16

8 2. FEJEZET. EROFORRASOK EGYENLETES HASZNATLATA

elemei f6lott, amig nincs tovabbi valtozas az r;, és d; értékekben. Tovabba a
modell tovabb erdsithets az x; , = 1 valtozo rogzitésekkel, ¢t € [rj, r;+p; —1].
Tovabbi észrevétel, hogy (j,k) € & esetén a k tevékenység intenzitisa a
t idGegységben csak akkor lehet pozitiv, ha z;, = 1 és z;; = 0. Tehét a
(7, k) € € parra (2.9)-(2.10) kicserélhets a kovetkezdre:

hi(1 —zj), VYVt € [rg,min{r; +py — 1,d;}]
T < hp(zr — 2z), Yt € ry+ pr,d;) (2.16)
hkzkt, Yt € {max{dj + 1,7"k +pk}, dk}

Vigasok. Tekintsiink egy (j,k) € £ feladatpart. Legyen K’* a konvex bur-
ka azoknak az a megengedett intenzitas-hozzarendeléseknek a j és a k fel-
adatokhoz, amelyekben j megel6zi k-t. Azaz, K% azoknak a (x;, 7, z;) €
R% x R* x {0,1}*7Pi ahol s; = d; —r; + 1, és s = dy — ri + 1, pontoknak
a konvex burka, amelyek teljesitik a kdvetkez linearis feltételeket:

dj
> =1, (2.17a)

t=r;

0<xj; <hj;, telrr;+p;—1]

0<axj <hj-zp, ¢telr;+p;,dj
Zjt 2 Zjy1, L E [+ pjre— 1]
Zjt > Zjpp1, b E [, d; — 1]

di
> @y =1, (2.17f)

t=rg
0<@p <hg-(1—2zj), tEeEry,d; (2.17g)
0<axy; < hk, t e [dj + 1,dk] (217h)

Célunk a K% poliéder leirasa linearis egyenldtlenségekkel. El6szor is beve-
zetiink két masik poliédert:

K7* = conv {(z;,z;) € R% x {0,1}7 | (z;,2;) teljesiti a (2.17a)-(2.17e)-t},
K* = conv {(zk, Z;) € R* x {0,1}% 7" | (z, Z;) teljesiti a (2.17e)-(2.17h)-t} .

1. Lemma. Legyen (z;,xy, 2;) tetszdleges vektor R% x R x R%~Pi -ben.
Ekkor (zj,x1, ;) € K% akkor és csak akkor, ha (x;,2,) € K7* és (x, %) €
K**, ahol Z;y = zj, Vt € [ry, dj].

A lemma alapjan elegendd a K7*, és a K** poliéderekre egy-egy linearis
reprezentaciot talalni. Szerencsére mindketté megkaphato az alabbi K poli-
éder megfelel§ paraméterezésével. Legyen K azoknak a (z,2) € R x {0,1}™
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pontoknak a konvex burka, melyek teljesitik a kovetkez§ feltételeket:

o =1 (2.18a)
t=1

x; < h-(1—2z), te][l,m] (2.18b)
x; < h, te[m+1,n] (2.18c¢)
zZi > 2z, te[l,m—1] (2.18d)
x, > 0, tell,n]. (2.18e)

Ebbsl megkapjuk a K7* poliédert, ha m = s; — p;, n = s;, h = hy,
zr=1— 24411, t € [1,m], és & = miljftﬂ, t € [1,n]. A K** poliédert
pedig a kovetkez$ helyettesités adja: m = d; —r, + 1, n = s, h = hy,
2t = Zptpr—1, t € [1,m], és & = @p4yr—1, t € [1,n]. Nincs mas hétra,
mint a K poliéder leirasa linearis egyenlGtlenségekkel. Legyen p = [1/h], és
hiem =1 — (p — 1)h. Mivel (n — m)h > 1 definici6 szerint, m + p < n.

Vilagos, hogy a (2.18a) egyenlet, és a (2.18b)-(2.18e) egyenl6tlenségek
érvényesek K -ra, csak ugy, mint a

Zm > 0 (2.18f)

egyenlGtlenség. A konvex burok leirdsdhoz sziikség van még a kovetkezo
egyenlGtlenségekre is.

2. Lemma. Legyen O # S; C [1,m], és So C [m + 1,n] olyanok, hogy

|S1] + |S2| = p, és legyen t1 a legkisebb eleme Si-nek. FEkkor az (Si,Ss)
eqyneldtlenség

hremzh + h Z 2t S Z Ty (218g)
teS1—{t1} teft1,m]—(S1US2)
érvényes a K poliéderre.

Legyen P C R"xR™ azoknak a nemnegativ (x, z) vektoroknak a halmaza,
amelyek teljesitik a (2.18a)-(2.18g) egyenl&tlenségeket.

2. Tétel. P=K.

Kérdés, hogy a K fenti lefrdsdban vannak-e folosleges egyenlGtlenségek.
Erre ad valaszt a kovetkezd allitas.

3. Tétel. A (2.18b), (2.18d), (2.18f) egyenlitienségek mindig K egy lapjdt
definidljdk. A (2.18c) lapot definidl pontosan akkor, ha h < 1. Az 1 <
t < n indexekre (2.18¢); lapot definidl pontosan akkor, ha h > 1/(n — 1)
ést>m—+1,p<n—m. Végil, VO # S; C [1,m], So C [m + 1,n], ahol
|S1|41S2] = p, a megfeleld (2.18g) lapot definidl, kivéve, haty =1 ésa = 1/p.
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1. Propozicid. A (2.18g) egyenldtlenségek O(nlogn) idében szepardlhatdak.

Megjegyezziik, hogy a szeparicidhoz minimélis s — ¢ vagast kell talalni

egy alkalmasan definidlt halozatban, és a halézat struktarajat kihasznalva
lehet O(nlogn) id6ben megoldani a problémat.
Szdmitdgépes tesztelés. A fenti eredmények alapjan implementaltam egy
korlatozas-és-vagas tipusiu eljarast C++ programozasi nyelven. Az imple-
mentacioban felhasznaltam az ILOG CPLEX 7.5 programcsomagot a prob-
léma modellezésére, és megoldasara. A szeparéicids eljarast megvalosito fiige-
vényt be lehetett allitani a megold6 szaméara, hogy hivja meg a kereséfa be-
jardsa soran, miutédn a csicsokban megtaldlta az optiméalis LP megoldast.
Az algoritmust kiilonbozé feladathalmazokon teszteltem. Az egyik feladat-
csoport a Hans 28] dolgozataban szerepld, kiilsé erdforras hasznéalatot mi-
nimalizilo feladatok alkottak. Ezen a feladatcsoporton a vagosikos eljaras a
(2.18g) egyenl6tlenségek szeparalasaval az esetek donts tobbségében legalabb
olyan jo, vagy jobb megoldéast adott, mint Hans korlatozas-és-arazéas algorit-
musa korlatozott futasi idén beliil, valamint az én modszerem gyakrabban
talalt optimalis megoldést. A korlatozott futasi id6§ azt jelenti, hogy mind
Hans programja, mind a sajat programom le volt allitva egy adott idékor-
lat tullépése utan, és az addig talalt legjobb megoldasokat vetettem Gssze
feladatpéldanyonként. A masik feladatcsoportot Tavares [49] problémai al-
kottak, ahol a célfiiggvény a maximaélis projekt befejezési idé minimalizalésa,
mikozben nincs kiilsG eréforras, tehat a modellben y = 0. Ezeket a feladato-
kat sikeriilt mind optimélisan megoldani masodpercek alatt, és azt is kideriilt,
hogy az Gsszesen 10 feladatpéldany koziil 5 esetben Tavares megoldasa nem
volt optimalis.

2.2. Etet6é megel6zési korlatok

A projektiitemezésben széleskortien hasznalt megel6zési korlatok tevékeny-
ségek kezdési és befejezési idejei kozott allitanak fel idGbeli korlatozasokat.
A Kis [36] konyvifejezetben bevezetem az ,etetG megel6zési korlatokat”, ame-
lyek lényege, hogy (i) a megel6z6 tevékenység adott szazaléku elkésziilése
utan kezdédhet a rakovetkezs tevékenység, és (i) a megel6z6 tevékenység-
nek legalabb akkora hadnyada késziil el minden t id6pontig bezardlag, mint
a rakovetkezének. A hagyoméanyos vége-eleje tipusi megel6zési korlatok an-
nak felelnek meg, hogy a megel6z6 tevékenység teljesen elkésziil, miel6tt a
rakovetkezd elkezd6dik. Egy etet6 megeldzési korlatot illusztral a 2.1. abra.

Az etets megel&zési korlatos probléma az RCPSVP altaldnositasa, ugyan-
azokkal a célfiiggvényekkel vizsgalhato. Az eteté megel6zési korlatokat a
(4, k,¢) € € harmasok irjak le, ahol j, k € J, és 0 < ¢ < 1 azt adja meg,
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%A
< HTH
| W
E J ,
" time
A 20%
time

2.1. abra. Valtozo intenzitasi tevékenységek eteté megelzési korlattal dssze-
kotve. Az j tevékenységnek legalabb 20%-ban el kell késziilni & kezdése el6tt.

hogy a j tevékenységnek legalabb mekkora hanyada késziiljon el a k£ indulésa
el6tt. A modellezéshez a z valtozok helyett sziikség van a zﬁ valtozokra.
zﬁ = 1 pontosan akkor, ha j tevékenységnek ¢ hanyada elkésziilt a t idGegy-

ségig, kiilonben 0. Ekkor a megel6zési korlatok modellezhetGek az

/-1 .
VieJd, ¢ € Fj
> (1 — 22 ’ 7 ,
Z;%L_Ml z%,), (el +ptd, (2.19a)
T <h(1-25), V€T, (ko) €€, (2.19D)
VieJd, ¢ € F}
9 > 29 ’ 7
Zj 2 Zj41, telr +pf,dj 1, (2.19¢)
l ¢
, V(j, k. ¢) €E,
tz:mﬁ = tz: Thts ¢ € [max{r;,r}, min{d;, d; }|, (2.19d)
=r; =T

egyenlGtlenség rendszerrel, ahol F; = {¢ : 3(j, k,¢) € £}, és p? = [¢/h;].

A poliéderes eredmények is altalanosithatoak. A részletes leiras helyett
itt csak a legfontosabb eltérést mutatjuk be. A K poliéder helyett a K¢
poliéderre van sziikség, ami azoknak a (z,z) € R x {0, 1} 7" vektoroknak
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a konvex burka, amelyek teljesitik a kovetkez6 egyenlétlenség rendszert:

Z x =1, (2.20a)
t=1
Sa >0 (1-2)), Vel +1m] (2.20b)
> @ >0, (2.20¢)
—

20 >20,, Vtep®+1,m—1], (2.20d)
0<a; <h, Vtel[ln], (2.20e)

ahol p? = [¢/h], és p® < m < n. A K poliéder konvex burkénak is ismeretes
egy lineéris lefrasa. Legyen hyem = ¢ — (p® — 1)h.

4. Tétel. K¢ azoknak az (z,2) € R™ x R™ 7 vektoroknak a konvex burka,
amelyek teljesitik a (2.20a), (2.20c), (2.20d), (2.20e) feltételeket, valamint a
kovetkezoket:

z;j’m <1,zm >0, (2.21a)
hrem?f, +h Y 2 > m>¢—hlS, (2.21Db)
teSi\{t1} te[1,t1]\(S1US2)

minden O # Sy C [p? +1,m], Sy C [1,p?] és |Si| + |Sa| = p®, ahol t; az S)
halmaz legnagyobb eleme;

Y 2zl + Y m>o, (2.21¢)

teU te[1,n]\U

minden U C {p®+1,...,m} halmazra, amelyre h|U| < 1;

(@—1+hUN2f+h Y 20+ Y m=o, (2.21d)

teU} te[1,n]\(U}UU?)

VO e [p® + 1,m|, U} C [p® + 1,¢], U2 C [{ + 1,n], h|U} WU} < 1, és

2. Propozicid. Az (2.21b)-(2.21d) egyenldtlemnségek polinomidlis iddben
szepardlhatéak. Az (2.21b) egyenldtlenségek O(nlogn) iddben szepardlhatdak,
és (2.21¢c) egyenlitlenségek O(n) iddben szepardlhatoak.
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Implementaltam a vagosikos eljarast, és a futasi eredmények alapjan a va-
gosikok csokkentik az optimalis megoldas megtalalasahoz sziikséges keresGfa
méretét, illetve erdsitik az also/felss korlatokat szamos feladatosztaly esetén.
Viszont az 10j vagosikok nem tiinnek annyira hasznosnak, mint a 2.1. feje-
zetben vizsgalt probléma esetén, aminek oka, hogy a megengedett atfedések
miatt kénnyebb jo6 megoldast talalni.

2.3. Egyenletes er6forras hasznalat gépiitemezé-
si kornyezetben

A megujulo er6forrasokkal kiegészitett gépiitemezési problémak kiilonféle spe-
cidlis eseteit széleskortien elemezték mar a szakirodalomban, lasd pl. Blaze-
wicz et al [4], Blazewicz et al [3]. A gépiitemezési problémakkal kapcsolatos
eredmények donté tobbségében a kiegészité meguajulod ercforrdsok hasznala-
tat korlatozzak, de azok egyenletes hasznalatat nem optimalizaljak, lasd pl.
Kellerer & Strusevich [33, 34]. Ballestin et al |1] cikkében az eréforrasok
egyenletes hasznalatat optimalizaljak, de a feladatokat nem kell sorrendez-
ni, nincsenek gépi, vagy mas erdforras korlatok. Caramia & Dell’Olmo [§|
olyan iitemezési problémékat vizsgalnak, ahol minden feladat egyégnyi ide-
ig tart, valamint a feladatok kozott van egy kompatibilitasi relacio, és csak
kompatibilis feladatokat lehet parhuzamosan végrehajtani. A cél, tobbek
kozott, az ertforrasok egyenletes hasznalata, és a szerzdk egy heurisztikus
algoritmust ismertetnek a feladat megoldasara. Végiil Valls et al [51] egy
tobb-célfiiggvényd munkaers iitemezési probléméra ad egy heurisztikus al-
goritmust, ahol az egyik célfiiggvény az atlagos munkaeré hasznalattol valo
eltérés minimalizalasa.

Uj eredmények

A kovetkezd problémét fogjuk vizsgalni. Jelolje J, M, és R feladatok, gépek,
és megujulo erdforrasok véges halmazait. Minden j € J feladat egy m; € M
géphez van rendelve, végrehajtasi ideje p;, az [r;, d;] idSintervallumba kell
beiitemezni, és a;; egységet foglal le az i € R erdforras tipusbdl a végrehajtasa
soran. A feladatok nem megszakithatoak, és egy gép egyidejiileg csak egy
feladaton tud dolgozni. Tekintsiik a probléma kiovetkezd specidlis esetét.
Minden gépen rogzitett a feladatok sorrendje, kivéve az els6t. Hatarozzunk
meg egy olyan feladat sorrendet az els6 gépen, ami minimalizalja a (2.1)
célfiiggvényt, és az f; fiiggvények linearisak (2.2) vagy kvadratikusak (2.3).
Jelolje SMRLP ezt a problémét.
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5. Tétel. Az SMRLP probléma erésen N'P-nehéz mind a (2.2), mind pedig
a (2.3) célfigguényre nézve.

Ugyanakkor ha megkdotjiik az elsé gépen a feladatok sorrendjét, azaz csak
a kezdési idGket kell meghatarozni betartva az el6re megadott sorrendet,
akkor a probléma kezelhetévé valik.

6. Tétel. Az SMRLP probléma polinomidlis iddben megoldhato, ha az elsd
gépen a feladatok sorrendje régzitett.

Ez az eredmény azért hasznos, mert segitségével hatékonyabban lehet
megoldani az altalanos problémaét is, ahol egyik gépen sem rogzitett a sorrend.
A Drotos & Kis [14] cikkben egy hatékony egzakt modszert mutatunk be az
m-gépes egyenletes erGforras hasznalat probléméra, ahol a rogtitett sorrend
melleti egygépes probléma ismételt megoldasan tul szamos mas algoritmikus
technika is alkalmazasra keriil.
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3. fejezet

Géputemezés nem megujulo
er6forrasokkal

A gépiitemezés nem megtjulé eréforrasokkal egy eredményekben egyre gazda-
godo teriilet. A probléma egyik legegyszeriibb valtozata a kévetkezs. Egyet-
len gép van, amin feladatok egy véges J halmazat kell beiitemezni, a j € J
feldolgozasi ideje p; > 0 egész szam. Tovabba van néhany nem-megijulo
erforrds, R, és néhany beszallitasi idépont 0 = u; < ug < ---ugy, a hozza-
juk tartozo by € 7%, beszallitasi mennyiségekkel egyiitt. A j € J feladat
eréforrasigénye az i € R erdforras tipusbol a;; > 0 egész szam. A felada-
tok indulasukkor csckkentik az eréforrasok készletét, azaz a j € J feladat
induldsanak pillanataban az ¢ € R eréforras készlete a;; mennyiséggel csok-
ken. Az i € R készlete novekszik az u, idépontokban az EN)M mennyiségekkel.
Negativ készlet nem megengedett, ami korlatozza az adott id6pontban indit-
hat6 feladatok korét. Egy S litemterv minden feladatnak megadja a kezdési
idejét. Akkor megengedett, ha (i) S; > 0, j € J, (ii) minden j # k feladat
parra S; + p; < Sk vagy Sk +pr < S; (nem fedik at egymast idében), és (iii)
minden ¢ € [1,q| beszallitasra teljesiil, hogy az wu,yq el6tt kezd6ds felada-
tok Osszigénye nem haladja meg az els6 ¢ beszallitds 0sszmennyiségét, azaz
D jed:s <unns Qi < S b, i € R (uge1 = 00). A célfiiggveny lehet példa-
ul a maximalis befejezési id6, Cayx, vagy a stlyozott befejezési id6k Gsszege,
> w;C;. A problémafelvetés, és az elsé bonyolultsagi eredmények Carlier
[10], és Carlier és Rinnooy Kan [9] szerz6khoz fizddnek. Az egygépes, r
erGforrast, és q beszallitast tartalmazo problémét a C., célfiiggvény mellett
MC P;-val is jeloljiik a tobdbbiakban. Egy mésik jelolés a 1|nr = r, q|Chax,
lasd a 5.1 szakaszt.

Egy masik, latszolag fliggetlen probléma, a kovetkezd. Ismét egyetlen
gépiink van, és félkész termék tipusok egy R halmaza, amelyeket a gépre
iitemezendd J feladathalmaz elemei allitanak el6. Minden 57 € J feladat-

15
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nak van egy p; hossza, és az i-tipusi félkész termékbél a;; mennyiséget allit
el6. Ezen tul adott néhany hatarids, 0 < u; < ug < -+ < ug, és igényelt
mennyiség b, . . . ,l;q. Azt (-edik hataridGig az Osszes igény az i € R félkész
termékbdl by, = Eizl bir . Egy S {itemterv meghatarozza a feladatok kezdé-
si idejét. Azt mondjuk, hogy S iitemterv betartja az (-edik hataridét, ha az
uy hataridé el6tt befejez6dé munkak legaldbb b;; mennyiségi félkész termé-
ket allitanak el minden egyes i € R tipusbol, azaz ZjeJ:Sjerjsue a; > by.
Ha ez nem teljesiil, akkor a késés mértéke az a legkisebb T, > 0, melyre
> JeT:84p; <ugtTy Y > by. A cél olyan iitemterv meghatérozasa, amely mini-
malizalja a maximalis késést, azaz ming Tmax(S) = ming maxy TE(S) Ezt a
problémét, legjobb tudomasom szerint, nem vizsgaltik koradbban a szakiro-
dalomban, hanem csak egy rokon valtozatat, ahol nem megengedett a késés,
¢és a hataridéket a lehetd legkisebb maximalis készlettel kell teljesiteni [5].
Az egygépes, r féle terméket, és ¢ széllitasi id6pontot tartalmazéd problémét
a Tinax célfiiggveny mellett DT P]-val is jeloljiik a tobabbiakban. Egy masik
jeldlés ugyanerre a 1|dm = r, q|Timax. Mivel a Thay érték lehet 0 is, hogy app-
roximalhassuk az optimum értékét, ezért definidljuk a 775, = Tmax + Uy — Uy
fiiggvényt, ami egy pozitiv konstanssal tolja el a Ty fliggvényt.

A dolgozat 3.1. szakaszaban szamos eredményt mutatok be az eréforrast
fogyaszto, ill. elgallité feladatok iitemezésével kapcsolatban, egyetlen gépet
feltételezve. Tobbek kozott megmutatom, hogy a nem megujul6 eréforrast
fogyaszto probléma a maximalis befejezési id6 célfiiggvénnyel ekvivalens a
félkész terméket hataridére elGallitdo probléméval a maximélis késés célfiigg-
vény mellett. De ez csak egy eredmény a sok koziil, és f6 haszna, hogy az
egyik problémaosztalyra kapott eredmény atviheté a masikra. A f§ kérdés
a kiilonboz6 specialis esetek szdmitdsi bonyolultsdga, és approximdlhatosdga.
Az egyik legfontosabb eszkéz az approxmdcidt megdrzd redukcid lesz, segit-
ségével megmutatom az iitemezési problémak kapcsolatat a hatizsak feladat
kiilonb6z6 valtozataival. Tovabba a bonyolultabb {itemezési problémakhoz,
részben a hatizsak feladatra ismert algoritmikus technikédkat hasznalva, adok
approximéciés algoritmusokat, vagy bizonyitom, hogy nem approximalha-
toak tetszéleges pontossaggal. Nem csak az egy-gép egy-erdforrasos esetet
fogom vizsgalni, hanem a tobb gépes, tobb eréforrasos problémékat is, kii-
lonféle célfiiggvények mellett (3.2. szakasz).

Ez a fejezet a Drotos & Kis |15], Gyorgyi & Kis |23|, Gyorgyi & Kis [24],
Gyorgyi & Kis [25], Kis [37], Gyorgyi & Kis [26] cikkeken alapul.
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3.1. Egygépes iitemezés nem megiijuld eréforra-
sokkal

Nem megtjulod eréforrasokkal kiegészitett iitemezési probléméakkal elGszor
Carlier [10], illetve Carlier & Rinnooy Kan [9] foglalkozott. A [10] dolgo-
zatban a probléma definicidjan til szamos bonyolultsdgi eredmény szerepel
kiilénféle specidlis esetekre. Tobbek kozott Carlier bizonyitotta, hogy az
Ilnr =1, ¢ = 2|Cyax probléma gyengén N'P-nehéz, és a 1|nr = 1|Cyax prob-
lema erésen N'P-nehéz. A [9] cikkben a feladatok csak nem-megiijuld erd-
forrasokat igényelnek, nincsenek gépek, amin a feladatokat sorrendezni kell.
Slowinski [47] egy fiiggetlen-parhuzamos gépes modellet vizsgalt, amiben a
feladatok megszakithatoak, és a nem-megijulo eréforrasok felhasznéalasa aré-
nyos a feldolgozas el6rehaladtaval. Fz a probléma linearis programozassal
megoldhato. Toker et al [50] megmutatta, hogy az 1|nr = 1|Cpax probléma
visszavezethetd a kétgépes FLOW SHOP probléméra, feltéve, hogy a nem-
megijuld erforrasbol minden idGegységben 1 egyésgnyi érkezik. Grigoriev
et al [22] néhany tovabbi egygépes probléma komplexitasat vizsgalta (Chax
s Liax célfiiggvények mellett) , illetve 2-approximéacios algoritmust adtak az
Linr = 2,p; = p|Lmax és az 1|nr|Cypax problémakra. Gafarov et al [17] tovab-
bi egygépes probléma varidnsok komplexitasat vizsgalta. Neumann & Sch-
windt [42] az RCPSP nem-megujulé erdforrasokkal valo kiterjesztését vizsgal-
ta, ahol a tevékenységek fogyaszthatnak, és el§ is allithatnak nem megijulo
er6forrasokat, és egy egzakt algoritmust irtak le a Cp.x minimalizdlasara.
Kellerer et al [31] megmutatta, hogy amennyiben csak egyetlen gép van, a
probléma mar akkor is NP-nehéz, és 3 kiilonbozd approximacios algoritmust
adtak a maximalis készlet minimalizaldsara, mikézben a feladatok befejezé-
si idejét korlatoztak. Briskorn et al [5| termels, és fogyaszto feladatokat is
tartlamazo egygépes feladatok komplexitasat elemezte, mig Briskorn |6] egy
egzakt modszert irt le a Y w;C; célfiiggvény minimalizalasara.

Uj eredmények

Az egygépes kornyezetben elért 1j eredmények harom 6 csoportra oszthatok:
(i) approximaciot megorzd redukeiok a csak termels feladatokat, vagy csak
fogyaszto feladatokat tartalmazoé iitemezési problémak, és az r-dimenzios ha-
tizsak probléma kozott, (ii) approximacios algoritmusok, amelyek nem all-
nak el6 redukciok segitségével, (iii) az approximacio nehézségével kapcsolatos
eredmények. Az approximdciot megorzé redukciokkal kapcesolatos relevans
fogalmakat és eredményeket a 5.2. szakasz foglalja Gssze.

Emlékeztetdiil, az r-dimenzios hatizsak probléma (r-DKP) inputjaban
adott n elem, mindegyiket egy r-dimenziés, nemnegativ egész szamokbol
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allo a; vektor, és egy c¢; > 0 profit jellemez. Adott tovibba egy r-dimenzos
kapacitas vektor, b. Egy olyan K részhalmazat keressiik az elemeknek, hogy
Z]EK a;; < b;, minden i = 1,...,r esetén, és ZJEK ¢; a lehets legnagyobb
értéket veszi fel ezen feltételek mellett. A hatizsak feladattal kapcsolatos
szamos eredményrdl ad kitting attekintést Kellerer et al [32] konyve.

Strict

Strict

(a)

3.1. abra. Approximéciot megérz6 redukciok iitemezési problémak, és az r-
dimenzi6s héatizsak probléma kozott.

Az (i) eredményeket a 3.1. abra foglalja Ossze. Egy iranyitott él egy Iy
problémérol egy Il; probléméra azt jelenti, hogy a II; redukalhato Ils-re
adott tipusi redukcioval. A redukciokat a 5.2. szakasz foglalja Gssze. Amint
lathatjuk, a DT P] és az MCP; approximalhatosagi szemponthol egyformak,
mivel az dbra (a) része szerint mindkét probléma visszavezethet a masikra
egy szigoru ("Strict") redukci6 segitségével. Ez azt jelenti, hogy ha pl. az
MCP] probléméara adunk egy approximdcios algoritmust / bizonyitunk egy
nem approximalhatosagi eredményt, akkor a DT'P] problémara is lényegében
ugyanazt az eredményt kapjuk. A szigora redukciok a DTP; ¢s az MCP]
problémék kozott a kdvetkezs két allitas kdvetkezményei:

3. Lemma. Adott a DT P probléma egy példinya Ip = {n, q, (p;, a;)7—, (s, l;g)‘j:l}.
Definidljuk az MCP] egy példdnydt Iy = {n,q, (pj, a;)i—, (up, b))i_} a ké-
vetkezd modon:

/
Up = Uqg — Ugt1-¢
, = (=1,....q.
by = bgt1-¢

Ekkor, ha o egy olyan sorrendje a munkdknak, amelynek mazimdlis késése
T  az Ip feladatpéldanyon, akkor a o sorrend megforditdsdval kapott titem-

tervben az utolso munka befejezési ideje uq + 17, az Iy feladatpélddnyon.

max
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4. Lemma. Adott az MCP; problémdnak egy Iny = {n,q, (pj, a;)j—y, (ur, l;g)‘j:l}
példdanya. Definidljuk a DTP; egy példdnydt Ip = {n, q, (pj, a;)j—, (uy, ))i_, }
a kévetkezd modon.:

/
Up = Uq = Ugt1-2 /=1
Wo—b =1,...,q
¢ — Yq+1-4

Ekkor, ha S egy olyan itemeterv az Iy, feladatpéldinya, amelyben a mun-
kdk C3.  idépontban fejezddnek be, akkor forditott sorrendben iitemezve a
munkdkat (vdrakozds nélkil) olyan titemtervet kapunk az Ip feladatpélddiny-
ra, amiben a mazimdlis késés legfeljebb C5.  — u,.

7. Tétel. Az MCP] problémdrdl van szigord approximdcidl megdrzd reduk-
cio a DTP] problémdra, és forditva, a DTP; problémdrdl van szigori app-
rozimdciot megdrzd redukcic a MCP,] problémdra.

Az abra (b) része szerint mind az MCPj, mind pedig a DT P; szigoru
redukciéval visszavezethet§ az r-dimenziés hatizsédk feladatra, azaz

8. Tétel. Van egy szigori approrimdciot megdrzd redukcio az MCPj prob-
lémdrol az r-DKP problémdra.

Mivel a szigorti approximaciot megérz6 redukciok kompozicidja is szigort
approximéciot megérzé redukcioé, azonnal kapjuk, hogy

2. Kovetkezmény. Van egy szigorid approrimdciot megdrzd redukcic a DT Py
problémdardl az r-DKP problémdra.

Ennek kovetkeztében az r-dimenzios hatizsak feladatra ismert 6sszes app-
roximacios algoritmus bevethet6 a két iitemezési probléma 2 peridodusos valto-
zatanak megoldasara. Masrészt, mindkét titemezési problémérol van FPTAS
redukci6 az r-dimenziés hatizsak feladatra, azaz

9. Tétel. Van eqy FPTAS approzimdciot megdrzd redukcid az r-DKP prob-
léemdarol a MC Py problémdra.

Mivel az FPTAS approximaciot megdrzé és szigort approximéciot megor-
z6 redukciok kompozicidja is FPTAS approximéciot megérzé redukeio, azon-
nal kapjuk, hogy

3. Kovetkezmény. Van eqgy FPTAS approximdciot meqdrzd redukcio az r-
DKP problémdrol a DT P; problémdra.
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Probléma Eredmény | Forrés
1. | MCP) Inr =1,q = 2|Cpax FPTAS | [23], [24]
2. | MCPsemst | 1nr = const, ¢ = 2|Crax B FPTAS® | [24]
3. | MCP; 1nr, ¢ = 2|Chax B PTAS | [25]
4. | MCP&"t | 1 nr = const, ¢ = const, r;|Cnax | PTAS? | [25]
5. Unr = 1Y w;Cy B FPTAS | [37]
6. Iinr =1,q = 2| > w;C; FPTAS | [37]
7. | DTP} lldm =1,q=2|T5,, FPTAS | [15], [24]
8. | DT Pt | 1|dm = const, q = 2|T5,., D FPTAS® | [24]
9. | DTP; 1ldm,q =2|T?,, D PTAS | [24], [25]
10. | DTP2™¢ | 1|dm = const, ¢ = const|T%, PTAS [24], [25]

%Ha nr konstans és legalabb 2
bA feladatoknak lehet pozitiv legkorabbi kezdési idejiik
‘Ha dm konstans, és legalabb 2

3.1. tablazat. Approximécios sémak egygépes, nem-megijulo eréforrasos tite-
mezési problémaéakra.

Azonnal kapjuk, hogy konstans r > 2 esetén sem az M CPj, sem pedig
az DT Pj probléma nem rendelkezik teljesen polinomialis idejd approximéa-
cios sémaval (FPTAS), mivel jol ismert tény, hogy a 2-dimenzios hatizsak
probléméara nincs FPTAS, ha P # NP, [19].

Az (ii) és (iii) eredményeket a 3.1. tablazat foglalja ossze. Elegendd csak a
nem-megujuld eréforrast fogyaszto feladatokat tartalmazo iitemezési problé-
mékat targyalnunk (Chay célfiiggvény esetén), mivel fentebb mar megmutat-
tuk, hogy approximéalhatosig szempontjaval ekvivalens a termels feladatos
problémaval. A tablazat els6 két sorat mar fentebb targyaltuk, a redukciok
kovetkezményei. A harmadik sorban azt allitjuk, hogy az 1|nr,q = 2|Chax
problémara nincs PTAS, ha P # N'P. Vegyiik észre, hogy ebben a varians-
ban a nem-megujuléd eréforrasok szama része az inputnak, és csak 2 beszalli-
tasi id6pont van. Ez a negativ eredmény a kovetkezs allitas kdvetkezménye:

10. Tétel. Van olyan ¢ > 0 konstans, hogy N'P-nehéz a 1|nr,q = 2|Chax
probléma optimumdt (1 + €)-ndl kisebb hibdval kézeliteni.

A tablazat negyedik sora szerint abban az esetben, ha az erdéforrasok
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szama, és a beszallitasi id6pontok szama is konstans, akkor a C\,. célfiigg-
vényhez van PTAS, azaz

11. Tétel. Az 1|nr = const, g = const|Cpax problémdra van PTAS.

Megjegyezziik, hogy a PTAS enumeracion, és egy linearis program meg-
oldasanak kerekitésén alapul. Ugyanakkor konstrudltunk egy tisztan enume-
racion alapuld PTAS-t is az 1|nr = 1, ¢ = const|Ciax problémaéra.

A siilyozott befejezési id6 minimalizalasa egyetlen gépen, 1|| > w,C}, egy
klasszikus, alaposan elemzett probléma a szakirodalomban. Jol ismert tény,
hogy optimalis megoldast kapunk, ha a munkikat w;/p; hanyados szerint
nem novekvs sorrendben iitemezziik |2, 7|. Ugyanakkor ha nem-megajuld
erGforrasokkal egészitjiik ki a problémat, akkor csak komplexitasi eredmények
voltak ismeretesek. Gafarov et al [17] megmutatta, hogy az 1|nr = 1| Y w,;C;
probléma gyengén N'P-nehéz. Ezzel szemben a kovetkezs, erésebb allités is
teljesiil:

12. Tétel. Az 1inr = 1| w;C; probléma erdsen N'P-nehéz.

Ebbdl egybdl kivetkezik a tablazat 5. soranak eredménye, azaz ha P #
NP, akkor a problémara nincs FPTAS. Ugyanakkor az is belathato, hogy ha
csak két beszallitasi idépont van (1jnr = 1,¢ = 2| Y w,;C};), akkor a probléma
gyengén N'P-nehéz. Ebben az esetben konstrualhato egy FPTAS, ahogy azt
a tablazat 6. sora jelzi.

13. Tétel. Az 1|nr =1,q = 2| w;C; problémdra van FPTAS.

3.2. Parhuzamos gépes iitemezés nem megiijuld
erGforrasokkal

A parhuzamos gépes ilitemezési probléma a maximélis befejezési id6 célfiigg-
vénnyel, de nem megtjulé erdforrasok nélkiil, P||Chax, igen alaposan vizs-
galt probléma a szakirodalomban. Mivel a probléma erésen NP-nehéz [18|,
szdmos approximacios algoritmus ismert a megoldasara. Graham [20] meg-
mutatta, hogy egy egyszert iitemezési stratégia, ami a munkikat tetszGleges
sorrendben, egymés utan iitemezi, és a kovetkez6 munkat arra a gépre teszi,
ahol a legkorabban elkezdédhet, (2 — 2/(m + 1))-approximacios algoritmus.
Tovabba, ha a munkakat feldolgozasi id§ szerint nem ndévekvs sorrendben
titemezziik a fenti stratégiaval, akkor (4/3 —3/m)-approximacios algoritmust
kapunk. A kovetkezd fontos elrelépés Hall & Shmoys [27] polinomaélis ideji
approximacios sémaja (PTAS) az altalanosabb P|r;|Ly.x problémara. Meg-
jegyezziik, hogy ha P # NP, akkor ennél jobb nem is varhato, mivel a
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P||C\ax probléma erésen N'P-nehéz. Amennyiben a gépek szama konstans,
Pm||Chax, akkor a probléma gyengén N'P-nehéz, és ismeretes is ra teljesen
polinomiéalis idejii approximécios séma [46].

A nem megujuld erdforrasokkal kiegészitett P|nr|Ciax problémara nem
talaltam a szakirodalomban approximélhatosagi eredményeket.

Uj eredmények

Kezdjiik egy negativ eredménnyel. Amennyiben a gépek szidma nem kons-
tans, azaz része az inputnak, és legalabb két nem megujuld eréforrés van,
akkor belathato a kovetkezd:

14. Tétel. Annak eldontése, hogy van-e 2 hosszisdgi titemterv a tetszdle-
gesen sok gépet, 2 nem megujuld erdforrdst, és eqységnyi hosszi munkdkat
tartalmazd ditemezési problémdra, (Plnr = 2,q = 2,p; = 1|Cax), N'P-nehéz
probléma.

4. Kovetkezmény. Tetszdlegesen kicsi e > 0 esetén, a Plnr =2, = 2,p; =
1|Crnax problémdt (3/2 — €) hibdval approzimdlni N'P-nehéz.

5. Kévetkezmény. Ha P # NP, akkor nincs polinomidlis ideji approzi-
mdcids séma a Plnr = const|Ciax problémdra.

Jelolje C™ a P|nr|Cuax optimum értékét, és CE a P||Chax optimum
értékét ugyanazon a feladatpéldanyon. Mivel v, utdn minden munka barmi-
kor iitemezhetd, és emiatt max{u,, CI' } < Cmr < w,+ CE | ezért Hall &
Shmoys [27] polinomialis idej approximécios sémaja (2 + €)-approximéacios
algoritmust ad a P|nr|C.x probléméara tetszéleges rogzitett € > 0 esetén.
Amennyiben a gépek szdma rogzitett, akkor két pozitiv eredmény is bi-

zonyithato.

15. Tétel. A Pm|nr = const|Ciax problémdhoz van polinomidlis ideji app-
rorimdacios séma.

Az algoritmus, és a bizonyitas alapotlete hasonlo az 1jnr = const,q =
const|Chax probléméra adott PTAS-éhoz (11. Tétel). Valojaban a parhuza-
mos gépes probléméra adott PTAS specidlis esetként megoldja az egygépes
problémaét is, s6t, a ¢ = const feltétel el is hagyhato.

A kovetkezG eredmény mér az L., célfiiggvénnyel kapcsolatos. Ha fel-
tessziik, hogy csak egy nem megijuld erdforrds van, és a feladatok idGigé-
nye aranyos az eréforras igényiikkel (vagy forditva), akkor a maximalis késés
célfiiggvény is jol approximalhato (persze Lpax-ot meg kell névelni egy kons-
tanssal, jelen esetben u, + max d;-vel, hogy approximalni lehessen).

16. Tétel. A Pm|nr = 1,p; = aj|Lmax problémdhoz van polinomidlis idejd
approrimdcios séma.
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4. fejezet

Kétszinti titemezési problémak

Az eddig fejezetekben vizsgalt litemezési problémék kozos vonéasa, hogy egyet-
len dontési szintet érintettek. Azonban a gyakorlatban sziikség lehet egymas-
sal ala-félé rendelt viszonyban allo, kiilonboz6, akar egyméasnak ellentmondo
célfiiggvényekkel rendelkezG dontéshozok iitemezési probléméainak megolda-
sara is. Ehhez ad megfelel6 elméleti hatteret a kétszint optimalizalas. A
kétszintd optimalizélasi problémakban két, egyméasnak ala-folé rendelt dén-
téshozo van, a "vezets", és a "kovets". Mindkét dontéshozonak van egy
optimalizalasi probléméja, sajat dontési valtozokkal, korlatokkal, és célfiige-
vénnyel. A két probléma kozott a kovetkezd kapcesolatok allnak fenn: a "ko-
vet§" korlatozasai, és/vagy célfiiggvénye a vezeté dontési véaltozoinak fiigg-
vénye, mésrészt a vezetG célfiiggvényében a kovet§ dontési valtozoi is sze-
repelnek. Mindkét dontéshozo optimélis megoldast keres. ElGszor a vezetd
dént, lerdgziti sajat dontési valtozoit, majd a "kévezs" dont, azonban az O
optimalizalasi problémajat a "vezets" dontése is befolyasolja, lasd fentebb.
Meghatéaroz egy optimélis megoldést, és tudtara adja a vezetének, aki végiil
kiértékeli a sajat célfiiggvényét, aminek értékét a sajat, és a kovetd dontési
valtozoi egyiittesen hataroznak meg. Egy kétszint optimalizalasi probléma
megoldésa soran a vezetének keresiink olyan optimalizalasi algoritmust, ami
megfelel6 moédon veszi figyelembe a kévetd lehetséges optimalis megoldasait
a vezet$ dontésének fiiggvényében [13].

Fontos még megemliteni, hogy a kétszint optimalizalasi problémaknak
mindig két valtozata van a "kovets" stratégidja szerint. Az optimista eset-
ben a kovetd mindig olyan optiméalis megoldast valaszt (ha tobb is létezik
adott paraméterezés esetén), ami a legkedvezébb a "vezets" szamara, mig a
pesszimista esetben olyat, ami a legrosszabb kimenetelt adja a vezetének.

Altalanosan elmondhaté, hogy a tébbszinti optimalizalasi problémak nem
ekvivalensek tobbceélu optimalizalasi modellekkel [13], ugyanakkor Filop Ja-
nos [16] megmutatta, hogy a linearis kétszintti optimalizalasi probléma ek-

23
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vivalens egy alkalmasan megvalasztott tobbcéli optimalizalasi problémaval
abban az esetben, ha a fels§ szint feltételhalmaza iires.

Az {itemezéselmélet fenti jatékelméleti megkozelitése nagyon kevés ered-
ménnyel rendelkezik, a publikiciok egy-egy esettanulmanyhoz kothetSk |30,
40]. Legjobb tudoméasom szerint szisztematikus vizsgalatokra elemi iitemezé-
si problémékon csak a jelen dolgozat alapjaul szolgalé publikiciokban keriilt
sor. Tekintsiik példaul a kévetkezd parhuzamos gépes, kétszintd iitemezési
problémat. A fels6 szint dontéshozoja gépekhez akarja rendelni egy J fel-
adathalmaz elemeit, mig az also szinten gépenként kell sorrendezni. A felsé
szinten a célfiiggvény > w;C;, mig az also szinten > w?C}, tehat mindkeét
szinten a silyozott befejezési id6t kell minimalizalni, de eltérs salyokkal. A
fels6 szintnek tgy kell gépekhez rendelni a feladatokat, hogy az alsé szint
(gépenkénti) optiméalis megoldasa alapjan kapott C; feladat befejezési id6k
a lehetd legjobb Zj w}Cj értéket adjak. KEzzel a probléméaval a dolgozat
4.1. fejezetében foglalkozom. Vizsgalni fogom a probléma komplexitésat,
kapcsolatat a tobbcélu optimalizalassal, valamint a MAX k-CUT probléma-
val (egy élstlyozott, irdnyitatlan graf csucshalmazat kell k részre bontani
tgy, hogy a részek kozotti élek Gsszsilya minimalis legyen). T6bb specialis
esetre polinomiélis idejii algoritmust vezetek le, ezek koziil az egyik a MAX
k-CUT probléma korabban nem vizsgalt specidlis esetére is alkalmazhato.
Egy NP-nehéz varidnsra pedig, amelyben csak annyi megszoritas van, hogy
a gépek szama konstans, egy teljesen polinomidlis ideji approximacios sémat
(FPTAS) adok a Pm|| ) w;C; problémara ismert FPTAS &ltalanositasaval.

A 4.2. fejezet témaja a kétszintd rendelés elfogadas probléma, ahol is
egyetlen gép van, valamint egy feladat halmaz, és mindegyik feladatnak van
egy hatéarideje. A fels§ szint déntéshozoja arrol dont, hogy mely feladatokat
fogadja el, célja egy maximalis 6sszsulyt feladathalmaz elfogadasa. Az elfoga-
dott feladatokat hataridéket idére el kell végezni. Az als6 szint dontéshozoja
a gépen sorrendezi az elfogadott feladatokat a stilyozott befejezési id6 célfiigg-
vény mellett, sajat silyozéasa szerint. A fels6 szint dontéshozbdjanak figyelem-
be kell venni az als6 szint optimalis sorrendjét a feladatok elfogadésakor, mert
a sorrend befolyasolja azt, hogy az elfogadott feladatok elkésziilnek-e idére.
Ezzel a probléméval kapcsolatban vizsgalni fogom a szamitasi bonyolultsa-
got, kapcsolatat a tébbcélt optimalizalassal, valamint egy specidlis esetben
megmutatom, hogy az 1|| > U; problémara jol ismert Moore-Hodgson [41]
algoritmus altalanosithato a kétszinti rendelés-elfogadési problémaéra.

A fejezet eredményei a Kis & Kovacs [38] cikken alapulnak.
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4.1. A kétszinti sulyozott befejezési id6 problé-
ma

Az (egyszintl) egygépes stlyozott befejezési id6 probléma, 1| > w,;C;, jol
ismert a szakirodalomban, polinomialis id6ben megoldhaté a Smith hanyados
szabaly segitségével [48]. A parhuzamos gépes valtozata, P||) w;C;, mar
er6sen NP-nehéz (Jan Karel Lenstra nem publikal eredménye (Brucker [7])).
A kétszintii valtozattal kapcsolatban nem volt ismeretes sem komplexitasi,
sem algoritmikus eredmény.

Uj eredmények
Kezdjiik egy bonyolultsagi eredménnyel.

3. Propozicibé. A kétszintd, parhuzamos gépes, silyozott befejezési idd prob-
léma dontést vdltozata erdsen NP-nehéz oplimista, €s pesszimista esetben is.

Most térjlink at a megoldasok létezésére.

4. Propozicié. Optimista esetben mindig van optimdlis megolddsa a kétszin-
ti sulyozott befejezési idd problémdnak. Pesszimista esetben csak akkor, ha
nincs olyan j feladat, amelyre w3 =0 és wj > 0.

A "kovets" a gépekhez rendelt feladatokat optimista esetben a kovetkezd
sorrend szerint dolgozza fel:

j megeldzi k feladatot, ha w3 /p; > wi/py, vagy (w?/p; = wi/pr és w; /p; > wy/pe)-
(4.1)
Pesszimista esetben a "kovets" sorrendje

j megel6zi k feladatot, ha w?-/pj > wi/py, vagy (w?/pf = w}/py és wjl-/pj < wi/pr).
(4.2)

5. Lemma. Optimista esetben mindig van egy dllasidd mentes optimdlis tte-
mezés, amiben a gépenkénti optimdlis sorrendet a (4.1) hatdrozza mey.

6. Lemma. Pesszimista esetben, ha a "kévetd" nem hozhat Ilétre felesleges
dlldsiddt, akkor a gépenkénti optimdlis sorrendet a (4.2) hatdrozza meg.

Szoros kapcsolat all fonn a kétszinti optimalizalasi probléma, és MAX k-
CUT probléma kozott. Tekintsiink egy n ponti teljes grafot, aminek a csticsai
az ilitemezendd feladatokat reprezentaljak. Optimista esetben sorrendezziik
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a feladatokat (4.1)-szerint, pesszimista esetben (4.2)-szerint. Definialjuk a
kévetkez6 élsilyozast:

c(j, k) := pjwy, ha j megelézi k feladatot a vdlasztott sorrendben.  (4.3)

Ha n < m, akkor kevesebb, mint m gép is elegendd a feladatok iitemezésére,
ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy n > m.

17. Tétel. A MAX m-CUT probléma optimdlis megolddsa a (4.3) élsilyozds
mellett o kétszintid, sulyozott befejezési idd probléma optimdlis megolddsdt
adja, és forditva.

Ez az eredmény nem csak a probléma megoldésara ad egy altaldnos mod-
szert, de lehetévé teszi egy specidlis eset megoldésat, illetve az iitemezési
problémara kapott eredmények atviteléet a MAX m-CUT problémaéara.

Azt mondjuk, hogy w! és w? ugyanazt a feladatsorrendet hatdrozza meg,
ha w; /pj < wy,/pr, pontosan akkor, ha w?/pj < wi/p.

5. Propozicié. Ha w' és w? ugyanazt a feladatsorrendet hatdrozza meg,
akkor a vezetd optimdlis megolddsdt a P|| Y- ;w;C; probléma optimdlis meg-
olddsa adja.

A 17. Tétel alapjan kapjuk, hogy

6. Kovetkezmény. A MAX k-CUT probléma polinomidlis iddben megold-
hato egy élsulyozott teljes grafban, ha az €élsilyok c(i,7) = min{p;, p,;}, ahol
p; @ csucsokra irt nem-negativ sulyozds.

Azt mondjuk, hogy w? a p; szerint nem-csdkkend (nem-névekvd) sorren-
det indukal, ha w?/p; > wj/pr pontosan akkor, ha p; < pr (p; > p)-

6. Propozici6. Ha w' =1 és w? a p; szerint nem-csékkend sorrendet indu-
kdl, akkor a kétszintd itemezési probléma ekvivalens a P||Y_ C; pdrhuzamos
gépes ttemezési problémdval, és polinomidlis iddben megoldhato.

18. Tétel. Ha w' = 1 és w? a p; szerint nem-névekvd sorrendet indukdl,
akkor a kétszintid titemezési probléma polinomidlis idében megoldhato.

Vegyiik észre, hogy az el6z8, és a 17. Tétel alapjan kapjuk, hogy

7. Kovetkezmény. A MAX k-CUT probléma polinomidlis iddben megold-
hatd egy élsilyozott teljes grifban, ha az élsilyok c(i,j) := max{p;, p;}, ahol
p; a csucsokra irt nem-negativ sulyozds.

Végiil, ha nem tessziik fel, hogy w! = 1, de a gépek szdma nem része az
inputnak, akkor bebizonyithato a kévetkez6:
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19. Tétel. Ha a gépek szama konstans, akkor a kétszintid silyozott befejezési
idd problémdra van FPTAS.

Megjegyezziik, hogy az FPTAS-unk altaldnositasa Schuurman & Wogin-
ger [46] FPTAS algoritmusanak a Pm/|| ) w;C; problémara.

4.2. A kétszinti rendelés elfogadasi probléma

Az egyszinti 1|| Y w;U; probléma NP-nehéz, ugyanakkor, ha minden feladat
silya egyforma, akkor polinomiélis id6ben megoldhaté a Moore-Hogdson al-
goritmussal [41]. Mivel a feladatokat hatarid6 szerint nem-csékkend sorrend-
be rendezve minimalizalhatjuk a maximalis késést [3, 7], ezért az id6ben el-
késziil6 feladatokrol feltehetjiik, hogy ilyen sorrendben vannak {itemezve. A
kétszint{ iitemezési problémaban, ahol a "vezets" az id6ben elkésziils felada-
tok Osszsulyat maximalizalja (ami azzal ekvivalens, hogy a kés6k Gsszstlyat
minimalizalja), mikozben a kovets a géphez rendelt feladatok sulyozott be-
fejezési idejét minimalizalja, a "vezetG" probléméjat neheziti, hogy a kovets
optimalis megoldasat az adja, hogy a feladatokat w? /pj szerint rendezi nem-
novekvd sorrendbe.

Uj eredmények

Tébb eredmény is analog a 4.1. alfejezetben latottakkal, igy azokat csak
vazoljuk.

7. Propozicid. A kétszinti, rendelés elfogaddsi probléma NP-nehéz mind az
optimista, mind a pesszimista esetben.

A megoldasok létezésének feltételei azonosak a 4. Propozicidoval. A "ko-
vetG" szamara a feladatok optimalis sorrendje optimista esetben

j megeldzi k feladatot, ha w?/p; > wi/pr vagy (w3 /p5 = wi/pe és d; < dy),
(4.4)

mig pesszimista esetben

j megel6zi k feladatot, ha w?/pj > wi/pe vagy (wJQ/pJ2 = wi/py és d; > dy,).

(4.5)
A (4.4) és (4.5) sorrendekkel a 5. és 6. lemmakkal analog allitasok bizonyit-
hatoak. Fentebb lattuk, hogy a vezet§ problémaja NP-nehéz, ugyanakkor
igazolhato a kovetkezo:

8. Propozicié. A kétszintd rendelés elfogaddsi probléma pszeudo-polinomidlis
1ddben megoldhato.
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Megjegyezziik, hogy az algoritmus az 1|| > w;U; problémara jol ismert
dinamikus program altalanositisa. Egy specidlis eset viszont polinomidlis
idében megoldhato:

20. Tétel. Ha w' = 1, akkor a kétszintd rendelés elfogaddsi probléma poli-
nomidlis iddben megoldhato.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus a Moore-Hogdson algoritmus altalano-
sitasa.
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Appendix

5.1. Az «|f|y jelolés rendszer

Gépiitemezési problémak osztalyozasara Graham és szerzétarsai [21] dolgoz-
tak ki az «|f|y jelolési/osztalyozasi rendszert, ahol « jeldli a feldolgozasi
kornyezetet, 5 az egyéb megszoritasokat, v pedig a célfiiggvényt. Az o mez6
néhény lehetséges értéke:

e 1 — egyetlen gép van,

e P — az inputban adott szama pérhuzamos gép van, és a feladatok fel-
dolgozasi ideje nem fiigg a hozzajuk rendelt géptdl,

e Pm — konstans m darab parhuzamos gép van.
A B mez§ lehet iires, illetve néhany lehetséges értéke:

e r; — minden feladatnak van egy legkordbbi kezdési ideje, ami el6tt nem
lehet beiitemezni,

e p; = 1 — minden feladat egységnyi ideig tart,
e ddc — a feladatok gépekhez vannak rendelve az inputban,

e pmin — a miveletek megszakithatoak, és késébb folytathatoak, akar
méasik gépen is,

e res — tovabbi kiegészité megtjuld eréforrasok vannak,
e nr — tovabbi kiegészité nem-megujulo eréforrasokat jelol,

e nr = const — a nem megijul6 eréforrasok szama konstans,

29
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e ¢ = const — a nem megujuld eréforrasbol konstans sok beszallitas van.
A v mez6 néhany lehetséges értéke:

o Chax = max; C; — maximalis feladat befejezési id6, ahol C; a j feladat
befejezési ideje egy iitemtervben,

° Zj w;C; — befejezési id6k sulyozott dsszege,
® Lpax := max; C; — d; — maximalis késés, adott d; hatarid6khoz képest.

Néhany példa: 1|| Y C; azt a problémét jeloli, ahol egyetlen gép van, és
a munkak olyan sorrendjét kell meghatarozni, ami minimalizalja a befejezési
idok 6sszegét; P||Cuax azt a problémat jelenti, ahol az inputban adott a fel-
adatok, és a gépek szdma, és minden j € J munkinak van egy p; hossza, és
minden feladathoz pontosan egy gépet kell rendelni (és persze a munkakat a
gépeken sorrendezni) gy, hogy a munkak befejezési idejeinek a maximuma
(Cimax) a lehetd legkisebb legyen. A P|nr|Chax feladat annyival tobb az el6b-
binél, hogy tartalmaz nem megujul6 eréforrasokat is, amelyeket a feladatok
fogyasztanak, és a készletiiket kiils6 forrasbol adott idépontban és mennyi-
ségben potoljak. Végiill a Pminr = 1,q = const|Cyayx feladatban konstans
sok gép van, egy nem megujuld ercforras konstans sok beszallitassal, és a
célfiiggvény a maximélis feladat befejezési id6.

5.2. Approximacios algoritmusok alapfogalmai

NP-nehéz feladatokra polinomialis idében, garantaltan jo megoldast kapha-
tunk approximéciés algoritmusok segitségével. Formalisan, adott egy opti-
malizalasi probléma II = (D, S, ¢), ahol D a feladat példanyainak a halmaza,
minden [ € D feladatpéldanyra S(I) a megengedett megoldasok halmaza
(lehet iires is), és minden o € S(I) megoldasra ¢(I,0) € R a o megoldas
értéke, lasd [18] 6.1. fejezetét. Amennyiben S(I) nem iires, jelolje o*(1) az
optimalis megoldést, azaz minimalizalasi probléma esetén minden o € S(I)
megoldasra teljesiil, hogy c(I,0) > ¢(I,0*(I)), mig maximalizalasi problé-
méaknal c(I,0) < c¢(I,0%(I)). Az optimum értékét OPT(I) := ¢(I, 0*) jeloli.
Egy A approximacios algoritmus a II problémara minden I € D feladatpél-
danyhoz meghatéaroz egy o € S(I) megengedett megoldast, amennyiben S(I)
nem iires; vagy "kijelenti", hogy S(I) iires. Elvarjuk, hogy A polinomialis
ideji algoritmus legyen I minden példanyan. Jeldlje A(I) az algoritmus altal
visszaadott megoldéas értékét. Az A algoritmus relativ hibdja minimalizalasi
|maximalizalasi| probléma esetén
A(I) OPT(I)
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A definici6 szerint 1 < R4(I) < oo teljesiil minimalizaléasi, és maximalizalasi
probléméak esetén is.
Az A algoritmus abszolit teljesitmény hdnyadosa a kévetkezd mennyiség:

Ra:=inf{r > 1| Ra(I) <r minden I € D feladatpéldanyra}.

Az A algoritmus aszimptotikus hibaja pedig

< .
RY := inf {T >1| van olyan N € N4, hogy R4(I) <r minden olyan }

I € D feladatpéldanyra, amelyre OPT(I) > N

Az aszimptotikus hiba azt méri, hogyan teljesit az algoritmus ha az opti-
mum a végtelenbe tart. Az altalunk vizsgalt algoritmusoknal az abszolit
teljesitmény hanyados, és az aszimptotikus hiba egybeesik.

Egy (NP-nehéz) optimalizalasi probléma approzimdlhatdsdgdt méri a leg-
kisebb (akar a probléma paramétereitl fiiggs) r hanyados, amire van olyan
A approximacios algoritmus, hogy R4 < r vagy RY < r. Ebbdl a szempont-
bdl az approximéacids sémak kitiintetett szerepet jatszanak. Egy polinomidlis
idejii approzimdcios séma (PTAS) egy olyan {A.}.~o algoritmus sereg, ami
tetszGlegesen kicsi € > 0 értékhez tartalmaz egy 1+ ¢ abszolut teljesitmény
hanyadost algoritmust, ami polinomidlis ideji a feladatpéldanyok meéreté-
ben. Egy teljesen polinomidlis ideji approzimdcios séma (FPTAS) annyival
tobb ennél, hogy A. futasi ideje polinomidlis nem csak a feladatpéldanyok
méretében, de 1/e-ban is.

Optimalizalasi problémdak approximalhatosagara léteznek negativ ered-
meények is, ilyen példaul, ha megmutatjuk, hogy adott optimalizalasi prob-
lémara nincs PTAS, azaz nem lehet tetszblegesen kicsi hibaval kozeliteni az
optimumot polinomidlis id6ben, ha P # NP.

Mind pozitiv, mind pedig negativ approximéalhatosagi eredmények bizo-
nyitasahoz igen hasznos eszkoztar az approximaciot megérzé redukciok. Ezek
koziil az alabbiakban a szigora (Strict), PTAS, és FPTAS redukciokat defi-
nialjuk. A targyalas alapjat a |12, 11] cikkek képezik.

Formalisan, egy redukcio egy (f,g) fiiggvénypar, ahol f a II; optimali-
zalasi probléma példanyait a II, optimalizalasi probléma példanyaira képezi
le, és g a II; probléma minden egyes I, példanyahoz megad egy megengedett
megoldast, a I probléma f(I;) példanyahoz tartozo tetszéleges megoldasbol
kiindulva. A kiévetkezs abra szemlélteti a redukeiot:

Probléméak: 11, I,
Példanyok: L —y  f(L)
y

Megoldasok: ¢(l1,y) 44—
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(f,g) szigord redukcic (Strict reduction) a II; probléméarol a Il problé-
méra (IT; <g4rie II2) ha f és g ha polinomialis id6ben szamithatoak a pa-
ramétereik méretében, és II; minden [; példanyéra, valamint f(/;) minden
megengedett y megoldaséara teljesiil, hogy

RH1<]179<]17y)) S RHz(f(]1)7y>‘

(f,g9) PTAS redukcio (PTAS reduction) a II; probléméarol a Il problé-
mara (II; <prag Il2) ha vannak olyan of(-), t;(-,-) és t,4(-,-, ) fiiggvények,
amelyek teljesitik a kovetkezGket:

i) TI; tetsz6leges I példanyéra, és minden ¢ > 0 szamra, f(I1,¢) a Il
probléma egy példanya, és f t;(|11],¢) id6ben szamithato,

i) Az f(I,¢) tetszGleges y megoldasara, g(I,y,e) megoldasa I1-nek, és g
to(|11], |y, €) id6ben kiszamithato,

iii) minden ¢ > 0-ra mind t(-, ), mind pedig ¢,(-, -, ¢) polinomokkal korla-
tozhatok,

iv) a a II; probléma hiba paraméterét képezi le a 11y probléma hiba para-
méterére ugy, hogy f(I1,e) minden y megoldasara teljesiil a kévetkezs:

RHQ(f([]Jg)?y) S 1+ CY(S) lmphes Rnl([lag([byvg)) S I+e. (51)

7. Lemma. (Crescenzi [12]) Legyenek 11, és 11y optimalizdcids problémdk,
és 11y <pras lls. Ekkor, ha 1ly-re van egy polinomidlis idejii approrimdcids
séma (PTAS), akkor 11 -re is van ilyen séma.

A kovetkez§ allitas mutatja a kapcsolatot a szigoru és a PTAS redukciok
kozott.

8. Lemma. (Crescenzi et al. [11]) Minden szigori redukcic egyben PTAS-
redukcio 1s.

Tehat Lemma 7 érvényes marad, ha a PTAS redukciot szigoriara cseréljiik
az &llitasban. Veégiil, egy FPTAS redukcid (FPTAS reduction) olyan mint
egy PTAS redukci6 a kovetkez6 modositasokkal:

iii’) tf(-,€) és ty(-, -, ) polinommal korlatozhatoak 1/c -ban is.

iv’) « olyan fiiggvény, ami a II; probléma minden I; példanyahoz, és tet-
sz6leges € > 0 hiba paraméterhez rendel egy hiba paramétert a Il
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problémahoz tgy, hogy az f(I1,¢) tetsz6leges y megoldaséara teljesiil a
kovetkez6:

Ha R, (f(L1,¢),y) <1+ a(li,¢e), akkor Ry, (I1,9(11,y,¢)) < 1+e.
(5.2)
Azaz, (5.2) levaltja (5.1) -et az FPTAS redukcioban.

v’) « polinomialis id6ben szamithato |I;|-ben és 1/e-ban is.

vi’) Van olyan kétvaltozos polinom poly(-,-), hogy 1/a(ly,e) < poly(|L1|,1/e)
minden ¢ > 0 esetén.

9. Lemma. (Crescenzi [12]) Ha (f,g) eqy FPTAS redukcio a 11y problé-
mdrol Iy problémdra, és ha 11y problémdhoz van teljesen polinomidlis ideji
approzimdcios séma (FPTAS), akkor 11y problémdra is van FPTAS.

Megmutathato, hogy egy FPTAS redukcié nem feltétleniil PTAS redukci6
is egyben, és forditva, egy PTAS redukcio altalaban nem FPTAS redukcié.
Ugyanakkor teljesiil a kévetkezo:

10. Lemma. (Crescenzi et al. [11]) Minden szigori redukcid egyben FPTAS
redukcio is.

11. Lemma. (Crescenzi [12], Orponen et al [45]) A fenti redukciok tranzi-
tivek.



dc 1311 16

34 5. FEJEZET. APPENDIX



dc 1311 16

Irodalomjegyzék

[1]

2

131

4]

|5

[6]

[7]

18]

19]

Francisco Ballestin, Christoph Schwindt, and Jiirgen Zimmermann. Re-
source leveling in make-to-order production: modeling and heuristic so-
lution method. International Journal of Operations Research, 4(1):50—
62, 2007.

Jacek Blazewicz, Klaus H Ecker, Erwin Pesch, Giinter Schmidt, and Jan
Weglarz. Handbook on scheduling: from theory to applications. Springer
Science & Business Media, 2007.

Jacek Blazewicz, Klaus H Ecker, Erwin Pesch, Giinter Schmidt, and Jan
Weglarz. Scheduling computer and manufacturing processes. Springer
Science & Business Media, 2013.

Jacek Blazewicz, Jan Karel Lenstra, and AHG Rinnooy Kan. Scheduling
subject to resource constraints: classification and complexity. Discrete
Applied Mathematics, 5(1):11-24, 1983.

Dirk Briskorn, Byung-Cheon Choi, Kangbok Lee, Joseph Leung, and
Michael Pinedo. Complexity of single machine scheduling subject to

nonnegative inventory constraints. European Journal of Operational Re-
search, 207(2):605-619, 2010.

Dirk Briskorn, Florian Jaehn, and Erwin Pesch. Exact algorithms for

inventory constrained scheduling on a single machine. Journal of Sche-
duling, 16:105-115, 2013.

Peter Brucker. Scheduling Algorithms. Springer-Verlag Berlin Heidel-
berg, 2007.

Massimiliano Caramia and Paolo Dell’Olmo. Assessing the resource
usage in scheduling with incompatibilities. OR Spectrum, 25(4):521-
547, 2003.

J Carlier and AHG Rinnooy Kan. Scheduling subject to nonrenewable-
resource constraints. Operations Research Letters, 1(2):52-55, 1982.

35



dc 1311 16

36 IRODALOMJEGYZEK

[10] Jacques Carlier. Problémes d’ordonnancement & contraintes de ressour-
ces: algorithmes et complexité. Université Paris VI-Pierre et Marie Cu-
rie, Institut de programmation, 1984.

[11] Pierluigi Crescenzi. A short guide to approximation preserving reduc-
tions. In Computational Complexity, 1997. Proceedings., Twelfth Annual
IEEE Conference on (Formerly: Structure in Complezity Theory Con-
ference), pages 262-273. IEEE, 1997.

[12| Pierluigi Crescenzi and Alessandro Panconesi. Completeness in appro-
ximation classes. Information and Computation, 93(2):241-262, 1991.

[13] Stephan Dempe. Foundations of bilevel programming. Springer Science
& Business Media, 2002.

[14] Méarton Drotos and Tamas Kis. Resource leveling in a machine environ-
ment. European Journal of Operational Research, 212(1):12-21, 2011.

[15] Méarton Drotos and Tamés Kis. Scheduling of inventory releasing jobs

to minimize a regular objective function of delivery times. Journal of
Scheduling, 16(3):337-346, 2013.

[16] Janos Fiilop. On the equivalence between a linear bilevel programming
problem and linear optimization over the efficient set. Technical report,
Laboratory of Operational Research and Decision Systems, Computer
and Automation Research Institute, Hungarian Academy of Science,
Budapest, 1993.

[17] Evgeny R Gafarov, Alexander A Lazarev, and Frank Werner. Sing-
le machine scheduling problems with financial resource constraints:

Some complexity results and properties. Mathematical Social Sciences,
62(1):7-13, 2011.

[18] Michael R. Garey and David S. Johnson. Computers and Intractability:
A Guide to the Theory of NP-Completeness. W. H. Freeman & Co.,
New York, NY, USA, 1979.

[19] Georgii V Gens and Eugenii V Levner. Computational complexity of
approximation algorithms for combinatorial problems. In International

Symposium on Mathematical Foundations of Computer Science, pages
292-300. Springer, 1979.

|20] Ronald L. Graham. Bounds on multiprocessing timing anomalies. STAM
journal on Applied Mathematics, 17(2):416-429, 1969.



dc 1311 16

ITRODALOMJEGYZEK 37

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

Ronald L Graham, Eugene L Lawler, Jan Karel Lenstra, and AHG Rin-
nooy Kan. Optimization and approximation in deterministic sequencing
and scheduling: a survey. Annals of discrete mathematics, 5:287-326,
1979.

Alexander Grigoriev, Martijn Holthuijsen, and Joris van de Klundert.

Basic scheduling problems with raw material constraints. Naval Research
Logistics (NRL), 52(6):527-535, 2005.

Péter Gyorgyi and Tamés Kis. Approximation schemes for single ma-
chine scheduling with non-renewable resource constraints. Journal of
Scheduling, 17:135-144, 2014.

Péter Gyorgyi and Tamas Kis. Reductions between scheduling prob-
lems with non-renewable resources and knapsack problems. Theoretical
Computer Science, 565:63-76, 2015a.

Péter Gyorgyi and Tamés Kis. Approximability of scheduling prob-
lems with resource consuming jobs. Annals of Operations Research,
235(1):319-336, 2015b.

Péter Gyorgyi and Tamés Kis. Approximation schemes for parallel ma-
chine scheduling with non-renewable resources. FEuropean Journal of
Operational Research, 258(1):113-123, 2017.

Leslie A Hall and David B Shmoys. Approximation schemes for constra-
ined scheduling problems. In Proceedings of the 30th Annual Symposium
on Foundations of Computer Science, pages 134-139. IEEE, 1989.

Elias Willem Hans. Resource loading by branch-and-price techniques.
PhD thesis, 2001.

Sonke Hartmann and Dirk Briskorn. A survey of variants and exten-
sions of the resource-constrained project scheduling problem. Furopean
Journal of operational research, 207(1):1-14, 2010.

John K Karlof and Wei Wang. Bilevel programming applied to the flow
shop scheduling problem. Computers € operations research, 23(5):443—
451, 1996.

Hans Kellerer, Vladimir Kotov, Franz Rendl, and Gerhard J Woginger.
The stock size problem. Operations Research, 46(3-supplement-3):S1-
S12, 1998.



dc 1311 16

38

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

IRODALOMJEGYZEK

Hans Kellerer, Ulrich Pferschy, and David Pisinger. Knapsack problems.
Springer, 2004.

Hans Kellerer and Vitaly A Strusevich. Scheduling parallel dedicated

machines under a single non-shared resource. European Journal of Ope-
rational Research, 147(2):345-364, 2003.

Hans Kellerer and Vitaly A Strusevich. Scheduling problems for pa-
rallel dedicated machines under multiple resource constraints. Discrete
Applied Mathematics, 133(1):45-68, 2003.

Tamés Kis. A branch-and-cut algorithm for scheduling of projects with
variable-intensity activities. Mathematical programming, 103(3):515—
539, 2005.

Tamés Kis. Rcps with variable intensity activities and feeding prece-
dence constraints. In Perspectives in modern project scheduling, pages
105-129. Springer, 2006.

Tamés Kis. Approximability of total weighted completion time with
resource consuming jobs. Operations Research Letters, 43(6):595-598,
2015.

Tamas Kis and Andras Kovéacs. On bilevel machine scheduling problems.
OR spectrum, 34(1):43-68, 2012.

Robert C Leachman, Abdurrezak Dincerler, and Sooyoung Kim.
Resource-constrained scheduling of projects with variable-intensity ac-
tivities. IIE transactions, 22(1):31-40, 1990.

Zrinka Lukac¢, Kristina Sorié, and Visnja Vojvodi¢ Rosenzweig. Pro-
duction planning problem with sequence dependent setups as a bile-
vel programming problem. Furopean Journal of Operational Research,
187(3):1504-1512, 2008.

J Michael Moore. An n job, one machine sequencing algorithm for
minimizing the number of late jobs. Management science, 15(1):102—-
109, 1968.

Klaus Neumann and Christoph Schwindt. Project scheduling with in-
ventory constraints. Mathematical Methods of Operations Research,
56(3):513-533, 2002.



dc 1311 16

ITRODALOMJEGYZEK 39

[43]

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

Klaus Neumann and Jiirgen Zimmermann. Resource levelling for pro-
jects with schedule-dependent time windows. Furopean Journal of Ope-
rational Research, 117(3):591-605, 1999.

Klaus Neumann and Jiirgen Zimmermann. Procedures for resource leve-
ling and net present value problems in project scheduling with general

temporal and resource constraints. FEuropean Journal of Operational
Research, 127(2):425-443, 2000.

Pekka Orponen and Heikki Mannila. On approximation preserving re-
ductions: Complete problems and robust measures (revised version).
Department of Computer Science, University of Helsinki, 1990.

Petra Schuurman and Gerhard Woginger. Approximation schemes—a
tutorial. In RH Mé&hring, CN Potts, AS Schulz, GJ Woginger, and
LA Wolsey, editors, Lectures on Scheduling. 2009.

Roman Slowinski. Preemptive scheduling of independent jobs on pa-
rallel machines subject to financial constraints. Furopean Journal of
Operational Research, 15:366-373, 1984.

Wayne E Smith. Various optimizers for single-stage production. Nawval
Research Logistics Quarterly, 3(1-2):59-66, 1956.

Luis Valadares Tavares. A review of the contribution of operational rese-

arch to project management. Furopean Journal of Operational Research,
136(1):1-18, 2002.

Aysegiil Toker, Suna Kondakci, and Nesim Erkip. Scheduling under a
non-renewable resource constraint. Journal of the Operational Research
Society, 42(9):811-814, 1991.

Vicente Valls, Angeles Pérez, and Sacramento Quintanilla. Skilled work-
force scheduling in service centres. Furopean Journal of Operational
Research, 193(3):791-804, 2009.

Jan Weglarz. Project scheduling with continuously-divisible, doubly
constrained resources. Management Science, 27(9):1040-1053, 1981.

Jan Weglarz, Joanna Jézefowska, Marek Mika, and Grzegorz Waligora.
Project scheduling with finite or infinite number of activity processing
modes—a survey. European Journal of Operational Research, 208(3):177—
205, 2011.



