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ELOZMENYEK

A kvantum informécidelmélet megjelenésével [Fey82, Deu85, DiV95, Sho99] nyilvanvalova valt,
hogy a kvantumos Osszefonddottsag jelensége nemcsak az elmélet szokatlansagat szemlélteti,
hanem ugyanakkor egy olyan fontos erdforrdst is biztosit, melynek segitségével javunkra for-
dithatjuk a kvantumos vilag furcsasagait. Ez az ertforras reményeink szerint lehetévé teszi
majd olyan kvantum szamitogépek épitését, melyek bizonyos szamitastechnikai feladatok elvég-
zését latvanyosan jobb hatasfokkal képesek biztositani mint a jelenleg jolismert klasszikus tarsaik
[Sho99, NC00].

A tertilet fejlédésének els évtizedében a kvantum informéacioelmélettel kapcsolatos elsédleges
torekvések a kvantum szamitdégépek megépitésének idedja koré csoportosultak. A késGbbi felfe-
dezések azonban, mint példaul a kvantum teleportécio jelensége [BBCT93|, a kvantumelmélet
alapkérdéseinek Gsszefonddottsag elméleten alapulé tjragondolésara is késztették a kutatokat.

A 2006-0s évtsl kezd6dGen, az Gsszefonodottsaggal kapcesolatos elméleti kérdések vizsgalaté-
ban kiiléondsen fontos szerepet kaptak a geometriai médszerek [BZOG]. A geometriai modszerek
alkalmazasa a tudomany torténetében alapvetd fontossagu. Kepler hires mondésa, "Ubi materia,
ibi geometria"!, a természet alapvets kolcsonhatasainak feltérképezésében mély jelentéssel bird
alapelvnek bizonyult. Ezt szem el6tt tartva nem meglepd, hogy a kvantumos 6sszefonodottsag
geometriai jellegii targyalasa, a teriilet fenti hagyomanyok szellemében torténd tovabbi, mélyebb,
megértését tette lehetGvé.

Az 6sszefonodottsag elméleti aspektusainak vizsgélataval parhuzamosan, a kvantumszamita-
son kiviili egyéb érdekes alkalmazasok robbanésszeri elterjedését is megfigyelhettiik. Az Gssze-
fonodottsag elméleti modszerek behatoltak a szilardtestfizikus, a kvantumkémikus, az atom és
molekula fizikus eszkéztardba. Ezt kovetSen a kvantum informacioelmélettel kapcsolatos filozofia
megvaltozott. Az utébbi évtizedben az 6sszefonodottsiaggal kapcesolatos ismereteinket a kutatok
fokozatosan egy olyan 0j nyelvként kezdték hasznalni, melynek segitségével mélyebb bepillantést
nyerhetiink a fent felsorolt teriiletek fizikai problémaiba.

A nagyenergias fizika (részecskefizika, térids-fizika, hirelmélet stb.) az Osszefonodottsag el-
mélet altal produkalt kihivasokra viszonylag késén reagalt. 2005-ben példéul, a nagyenergias
elméleti fizikai archivumban, minddssze 22 olyan cikket talalunk, melynek a cimében az "entang-
lement" sz6 szerepel. 2015-ben ugyanez a szam méar 220.

Az érdekldés novekedtét a Ryu-Takayanagi paros Holografikus Osszefonodottsagi Entropia-
val [RT06] (HOE), illetve a Duff-Kallosh-Linde tri6 Fekete Lyuk,/ Qubit Megfeleléssel (FLYQM)
kapcsolatos vizsgalatainak [Duf07, KLO6] 2006 elején torténs megjelenésével hozhatjuk kapcso-
latba.

A HOE, a mar htisz éve az érdeklédés homlokterében llo, és szamos teriileten igazolt AdS/CFT
megfelelés tovabbgondolasabol sziiletett, kiemelkeds fontossagu eredmény. A HOE alapétlete
szerint, egy magasabb dimenzios tartomanyban értelmezett gravitacios rendszer allapotairdl, a
tartomany hatdrdn értelmezett kvantumelméletek sszefonodott allapotai (kvantum) informaciot
koédolnak.

A FLYQM az irodalomban kevésbé ismert, az egyszerti Osszefondédott rendszerek, és a har-
elméleti fekete-lyuk megoldasok szimmetridinak hasonlosagat kihasznalé modszer. A FLYQM
segitségével a megfelelés egyik oldalan kidolgozott modszerekkel a masik oldalnak megfelels te-
riilleten kaphatunk értékes eredményeket [BDL12]. Azonban amig a HOE fizikai szempontbol
jol motivalt, addig a FLYQM fizikai alapjai ezidaig tisztézatlanok. Tekintettel arra, hogy a
FLYQM az 6sszefonédott rendszerek geometriai tulajdonsagaival kapcsolatos, ezért természetes

1vAhol anyag, ott geometria."
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Otlet, hogy az alapok tisztazasaig, az Osszefonodottsdggal kapcsolatos geometriai modszereket
ezen az érdekes teriileten alkalmazzuk.

A 2016 elején a Simons Foundation szponzordlasaban beindult "It from Qubit" program a
kvantum informécioelmélet és a HOE fizikusainak eréfeszitéseit egy kozos projektbe hangolja
Ossze. Ezzel egy, az eredetileg a FLYQM altal mar 2006-ban felvetett lehet&ség valosult meg. Ez
a FLYQM-vel kapcsolatos ismeretek 6sszefoglalasanak, és HOE-vel valo esetleges kapcsolodasi
pontok tisztazésanak, Gjabb aktualitast adott.
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CELKITUZESEK

Az Osszefonddottsag elmélet teriiletén 2003-ban kezdddott kutatomunkam elsédleges célja
az Osszefonodottsag jelenségének geometriai szemléleten nyugvo alaposabb megértése volt. A
FLYQM 2006 elején tortént megjelenése utan azonban, a munkdmban egyre nagyobb szerepet
kapott a harelméleti fekete lyuk megoldasokkal kapcsolatos eredmények 6sszefonodottsag elméleti
vonatkozasainak vizsgalata.

A munkam elsé felében az 6sszefonodottsagot mint egy erdforrdst vizsgdlom. Barmely eréfor-
ras esetén alapvetd fontossaga az erdforras kiilonbozd tipusainak elkiilonitése, illetve szamszert-
sitése. Az Osszefonodott fizikai rendszerek allapotainak matematikai reprezentansait egy Hilbert
tér vektorai adjak. Ebben a képben az Osszefonodottsag tipusainak, a Hilbert tér vektorainak,
egy fizikailag jol motivalt csoporthatas szerinti, ekvivalenciaosztalyai felelnek meg. Ezeknek
az "Osszefonddottsagi osztalyoknak" az elkiilonitésére, és az Gsszefonddottsag szamszertisitésére,
polinom invariansokat és kovaridnsokat hasznalhatunk. Ezek az allapotokvektorok komplex amp-
litadoéiban vett olyan polinomialis kifejezések, melyek a csoport hatasra nézve invariansak vagy
kovariansak. Az Osszefonodottsagi klasszifikacié alapja annak vizsgéalata, hogy ezek a mennyi-
ségek bizonyos osztalyokon zérus, mésokon nem zérus értékeket vesznek fel. Az invariansok
és kovaridnsok eltiinése altal meghatarozott polinomiélis relacidk specidlis algebrai varietasok
megjelenésére vezetnek. Ezek az algebrai geometriai struktirak természetes médon kapcsolatba
hozhatok bizonyos karakterisztikus Gsszefonddottsagi osztalyokkal. Ennek a legfontosabb kovet-
kezménye az, hogy az Osszefonddottsag jelenségét geometriai modszerekkel vizsgalhatjuk.

A dolgozat masodik felében az Osszefonédottsaggal kapcsolatos ismereteink rendszerét mint
egy Uj nyelvet fogom fel. A célom itt az, hogy a FLYQM filozofidjanak megfelelGen, ajragondol-
jam a huarelméleti fekete lyuk megoldasokkal kapcsolatos bizonyos ismereteinket. Vizsgalataim
soran szeretném megmutatni azt, hogy ennek soran szamos, mar ismert, eredmény dualis nyel-
vezetben torténd értékes atfogalmazésan tal, mindkét teriilet 4j eredményekkel is gazdagodik.
A FLYQM-t modszerként felhasznalo szemléletem pragmatikus. Ez azt jelenti, hogy a FLYQM
esetleges fizikai okainak firtatasa helyett, azt csupan hasznalom. Konkrétan ez az egyik teriileten
kifejlesztett abrazolas és invarianselméleti technikak felhasznélaséat jelenti arra, hogy mélyebb
bepillantast nyerhessek a mdsik teriilet matematikai szerkezetébe.

Természetesen a FLYQM matematikai megfelelései egy egységesits fizikai alapelv miikodésére
is utalhatnak. Kiilonosen vonzo lehetéség a FLYQM kapcesan felbukkano Gtletek, és a HOE, kap-
csolatdnak tovabbi kutatas soran torténd feltarasa. Amennyiben ez a kapcsolat valoban létezik,
az a FLYQM-t a fizikai szempontbol is érdekes dualitasok kozé emelné. A FLYQM eredmé-
nyeinek bemutatésa azt a célt is szolgélja, hogy megteremtsem annak a jovébeli kutatéasnak az
alapjait, mely ezt az érdekes teriiletet az "It from Qubit" program szellemi aramlatédhoz csatolja.
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TUDOMANYOS EREDMENYEK

T1. Elemi két-qubit &sszefonodott rendszerek geometriajat vizsgaltam a maéasodik Hopf fib-
ralas segitségével. Megmutattam, hogy ebben a specialis esetben a Schmidt decompoziciénak, a
geometriai fazisfaktorok nyelvén, szemléletes geometriai jelentés tulajdonithato [1]. Ezen vizsga-
latok kapcsan bevezettem a Pancharatnam fazis kvaternios megfelelgjét [1, 19], melynek interfe-
rometriai modszerekkel torténd kimutatasanak lehetdsége is felmeriilt [JEST11].

T2. N-qubit rendszerek SLOCC &sszefonodottsagi mértékeinek algebrai geometriai szerkeze-
tét vizsgaltam [2, 3, 20]. A harom-qubit rendszerek SLOCC osztaly szerkezetének megértésére
twisztor geometrial modszereket vezettem be [2]. Ennek kapcsan az dsszefonodottsag megoszta-
saval kapcsolatos Coffman-Kundu-Wootters-egyenltlenségnek [CKWO00] egy egyszeri geometriai
értelmezését adtam [2]. Négy-qubit rendszerekre az algebrailag fliggetlen SLOCC mértékek és az
elliptikus gorbék egy specialis osztalya kozotti kapesolatot talaltam [10, 3]. A kapott kapcsolatot
az STU modell kétcentrumu fekete-lyuk megoldasainak osztalyozasara hasznaltam [10]. Grass-
mann varietason alapulo6 j N-qubit 6sszefonddottsagi monoton SLOCC mértékeket konstrualtam
[20].

T3. Fermionikus sszefonddottsag jelenségét vizsgaltam geometriai modszerekkel [12, 18, 11].
A fermion allapotok szeparabilitési kritériumaként a multilineéaris algebrabdél ismeretes Pliicker
relaciokat javasoltam [18]. A kvantumkémiabol jol ismert N-reprezentalhatosagi probléméval
kapcsolatos, u.n. Borland-Dennis (hat és hét egyrészecske allapotil) haromfermionos, esetek-
ben 0j Gsszefonodottsagi mértékeket vezettem be [18, 15]. Ezen példak kapcsan kimutattam,
hogy a harom fermion rendszerekbe a harom-qubit rendszerek természetes médon bedgyazhatok.
Kimutattam, hogy tetszdéleges szamu qubit hasonlo szellemben torténd fermionikus beagyazasé-
nak problémaja egy, a fermionikus Gsszefonodottsag fogalmat a Clifford algebrak keretén beliil
altalanosito formalizmus segitségével, elegans modon, teljesen altalanosan is vizsgalhato [11].

T4. Elscéként mutattam ra, bizonyos specialis tulajdonsagu sszefonodott rendszerek, és a
kivételes Lie algebrakkal kapcsolatos Freudenthal-rendszerek érdekes kapcsolatara [5, 18]. Felve-
tettem annak a lehetségét, hogy ezen rendszerek egyértelmiien meghatarozott SLOCC Gsszefo-
nodottsagi mértékei, és az ugynevezett magikus szupergravitacios elméletek fekete lyuk entrépia-
formulai egymasnak megfeleltethetdk [5]. A késbbiek soran kideritettem, hogy a fenti rendszerek
a Sato és Kimura altal vizsgalt tigynevezett prehomogenitési tulajdonsaggal rendelkeznek. Ennek
folyomanyaként belattam, hogy az 6sszefonodottsagi mértékek unicitasa a differencialgeometrié-
bél és a hirelméletbdl jolismert variacios Hitchin funkcionalok létezésével kapcsolatos [15]. Ez a
felismerés az Gsszefonodottsagi mértékek és a fekete lyuk entropiaformulak koézotti fenti kapesolat
matematikai megértését tette lehetévé.

T5. Hurelméleti kompaktifikacioval szarmaztathato, N = 2 szupergravitécios modellek ke-
retein beliil, statikus, extremalis, szuperszimmetrikus (BPS) és nem szuperszimmetrikus (nem-
BPS) fekete lyuk megoldasok matematikai szerkezetét tanulmanyoztam [4, 6, 16, 17]. Az STU-
modell esetén, a modell dualitasi szimmetridjat implementalo, egy a gytirési faktort, a komplex
struktura modulusokat, az elektromos és magneses toltéseket magaba foglalé harom-qubit alla-
potot vezettem be [4, 16]. Megmutattam, hogy ekkor a modulusterek stabilizaciojat leird attrak-
tor mechanizmus, a FLYQM dualis leirasaban, GHZ-szert allapotok eseményhorizonton torténd
desztillaciojaként interpretalhato [4, 6]. Megfigyeltem, hogy a horizonton kaphaté BPS allapotok
a modulusok varialasaval kaphato bit és elGjel flip hibakra nézve stabilak, mig a nem-BPS &lla-
potokra a hibak két kiillonbozs osztalyba esd jellegzetes szerkezetet mutatnak [6]. Felvetettem
annak a lehet&ségét, hogy az attraktor folyamok ezen jellemvonéasait egy a hibajavité kodokkal
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kapcsolatos formalizmusban értelmezziik [6, 7, 16]. Megmutattam, hogy a BPS esetben az att-
raktor egyenletek pontosan akkor teljesiilnek, ha a bevezetett modulusfiiggé harom-qubit allapot
kevert allapoti konkurrenciai elttinnek [17].

T6. Elsgként mutattam ra az STU modell és a négy-qubit rendszerek SO(8) csoport Cartan
dekompoziciojan alapulé kapcsolatéara [5]. Ezt kovetGen Bergshoeff és tarsai [BCPT09], illetve és
Bossard és tarsai [BMP10] észrevételeit altalanositva az STU modellben ezidaig hasznalt harom-
qubites szemlélet helyett egy négy-qubit Gsszefonddottsagon alapuld szemléletet vezettem be.
Megmutattam, hogy stacionarius fekete lyuk megoldasokra, a negyedik qubit megjelenése az
id6szert dimenzioredukcioval kapcesolatos, a gytrési faktort és a NUT toltést is magabafoglalo
Ehlers csoport [Ehl57, Ger71]| megjelenésével kapesolatos [8]. ElsSként mutattam ra arra, hogy a
nem extremaélis illetve az extremaélis STU fekete lyuk megoldasok, féligegyszerti illetve nilpotens
SLOCC osztalyokkal allnak kapcsolatban [8]. Tobbek kozott ez a megfigyelés motivalta a négy-
qubit nilpotens allapotok és az extremalis fekete lyuk megoldasok ko6zotti explicit kapcsolat,
Borsten és tarsai [BDD110] altal elvégzett részletes kidolgozasat.

T7. Borsten és tarsai felvetették azt a lehetGséget, hogy a FLYQM-ben felbukkanoé elemi
qubit rendszereket, az extra dimenziokra feltekered§ membrénok csavarodasi konfiguracioiként
értelmezziik [BDDT08]. A 1IB hirmodell toroidélis kompaktifikdcioja esetén megmutattam, hogy

[9]-

T8. A toroidalis kompaktifikdcioval kaphaté négy dimenzios E; szimmetrikus entropiaformula
szerkezetét vizsgaltam [5]. Megmutattam, hogy az E; csoport 56 dimenzids abrazolasan alapulo
entropiaformula szerkezete, a Fano stk segitségével jellemezhets, szemléletes, véges geometriai
jelentéssel rendelkezik. Az F; entropiaformulaval kapcsolatos négydimenzios N = 8 maximalis
szupergravitaciés modell 8, 24 illetve 32 toltéses csonkitasa, a Fano sik egy pontjanak, egyenesé-
nek illetve annak komplementumaéanak feleltetheté meg. Megmutattam, hogy az entropiaformula
32 toltéses csonkitasa az altalanositott Hichin funkcionallal kapcsolatos invarianst adja [15]. A
kés6bbiekben megmutattam, hogy ezt a csonkitast, hat qubit specialis fermionikus bedgyazaséaval
is értelmezhetjiik [11]. Az a tény, hogy a Fano sikon alapulé valamennyi csonkitas hétféleképpen
végezhetd el, a FLYQM bevezetése el6tt ismeretlen volt. Megmutattam, hogy a csonkitasok hét
kiilonb6zd verzioja kozott forgatd hetedrendd generator harom-qubit CNOT kapukkal elegéns
modon felirhato [13]. Megadtam a Fano sik automorfizmus csoportjaként ismert Klein csoport
tovabbi generatorainak a centralis t6ltés métrixon torténd hatasat [13]. Mivel a Klein csoport az
N = 8 elmélet elektromos-magneses dualitési csoportjanak egy részcsoportjat adja, ez az ered-
mény az U-dualitési csoport mélyebb megértését tette lehetévé. Ramutattam arra is [7], hogy
az Fr7 csoport talalt véges geometriai szerkezete a klasszikus Hamming kéddal all szoros kapcso-
latban. Felhivtam a figyelmet az 6tdimenzios fekete-lyuk entropiaformulak szerkezetének véges
geometriai aspektusaira [14]. Ezek az eredmények, véges geometriai szakemberek bevonasaval,
tovabbi matematikai kutatas kiindulépontjava valtak?. Az irodalomban ezidaig ismeretlen, a Fa-
no sik hét pontjara torténd STU csonkitasoknak a kozmologiai alkalmazasat illetGen lasd Ferrara
és Kallosh 2016-os dolgozatat [FK16].

2A Szerzd ezzel kapcsolatos munkassdga nem targya a dolgozatnak. A véges geometriai kutatas publikacioit,
lasd a Szerzé publikacios listajaban.
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