Valaszok Bantay Péter opponensi véleményére

Szeretném megkoszonni Dr. Bantay Péternek a terjedelmes, és a szokatlan matema-
tikai fogalmaktol hemzsegs értekezésem birdlataval kapcsolatos faradtsagos munka-
jat, kritikai megjegyzéseit. A biraldé megjegyzésével 6sszhangban kezdetben magam
is igy gondoltam, hogy az Olvasdé matematikai fogalmak kozotti tajékozodésat cél-
szerd néhany fogalom magyarazo fiiggelék segitségével megkonnyiteni. Ez azonban
az értekezés terjedelmét tovabb novelte volna. Ezért késébb célszertibbnek lattam,
a fogalmakkal kapcsolatos informéciot rogton a felhasznaldsukkal kapcsolatos fizikai
kornyezetbe beleszéni. Sajnos ez, mint ezt a biraldé meg is jegyezte, oda vezetett,
hogy a relevans matematikai definiciokat csak faradtsdgos munkéval lehet visszake-
resni.

A biralo felmeriilt kérdéseire a valaszaim az alabbiak.

1. A SLOCC csoport invarians polinomjaib6l szarmaztatott Ossze-
fon6dottsagi mérdszamok segitségével osztalyozhatok a csoport palyai az
allapottéren. Felmeriil a gondolat, hogy célszerii lehetne bizonyos esetek-
ben nem-polinomialis invaridansok alkalmazasa, ami természetesen mas
geometriai hatteret adna a kérdéskornek. Végeztek-e ilyen tipusa vizs-
galatokat, és ha igen, akkor milyen eredménnyel?

Nem-polinomialis lokélis unitér invariansra példa a hires és sokat hasznalt von Neu-
mann entropia. Két részrendszer esetén, nem-polinomialis mennyiség a Schmidt
dekompozicioval kaphatd Schmidt rang is. Egy [¢) allapot egy |p) allapotba SLOCC
konvertalhato akkor és csak akkor ha [¢) Schmidt rangja nem kisebb mint |p)
Schmidt rangja. Ez a mennyiség tehat monoton abban az értelemben, hogy a
Schmidt rang SLOCC transzforméciok hatasara nem novekszik.

A Schmidt rang tobb részrendszeres rendszerekre torténd altalanositésa a ten-
zor rang. Ez szintén nem-polinomidlis mennyiség. Legyen H = Hi ® -+ ® Hy
ahol a H;, i« = 1,... N Hilbert terek. Ekkor a |¢)) € H allapot tenzor rangja,
rk(v), az olyan H-beli szorzat allapotok szamanak legkisebbike melyek linearis
burka tartalmazza |¢))-t. Harom és négy qubit esetére a tenzor rang geometriai hat-
terét elGszor J-L. Brylinski vizsgalta (J-L. Brylinski: quant-ph/0008031). Példaul
az értekezésben sokszor szerepl6 GHZ és W éllapotok tenzor rangja kettd illetve
harom. Az Schmidt ranghoz hasonléan a tenzor rang is rendelkezik a fent emlitett
SLOCC transzformaciokkal szembeni monotonitasi tulajdonsaggal: ha egy |v¢) al-
lapot egy |p) allapotba konvertalhato akkor rk(v) > rk(p). Az allitas megforditasa
altalaban nem igaz. Azonban minden d-allapotit N-részrendszeres GHZ allapottal
(|GHZY) = Ldzgl:l 1)) SLOCC ekvivalens |¢) allapot egy |p) allapotba kon-
vertalhato akkor és csak akkor ha [¢) tenzor rangja nem kisebb mint |¢) tenzor
rangja. (E. Chitambar, R. Duan, and Y. Shi, Phys. Rev. Lett. 101, 140502
(2008).)

Egyéb, matematikailag bonyolultabb médon definidlhaté nem-polinomiélis men-
nyiségeket illetGen lasd volt PhD hallgatém Vrana Péter més tarsszerzékkel publikalt
dolgozatanak 3. fejezetét (M. Christandl, P. Vrana and J. Zuiddam, arXiv:1709.07851).
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Az értekezés eredményei alapjan qubit rendszereket beagyazhatunk fermioni-
kus rendszerekbe. Ennek megfelelGen a qubit invaridnsok fermionikus invariansok
specialis eseteiként allnak el§ (lasd a tézisfiizet 11.-es publikaciojat). Ebbdl fakad
a kérdés: vannak-e a multiqubit rendszerekre definidlhaté tenzor rangnak olyan
fermionikus altalanositasai, melyek alternativ (a dolgozatban targyalt altalanositott
SLOCC Kklasszifikacional) durvabb klasszifikaciot tesznek lehetévé? Egy ilyen nem-
polinomiélis mennyiség a fermionikus allapotokat reprezental6 spinorok tgynevezett
nullitdsa.

A spinorok nullitasat a fermionikus formalizmusban az alabbi médon definil-
hatjuk (A. Trautman és K. Trautman, Journal of Geometry and Physics, 15, 1
(1994)). N fermion esetén N kelt6 és N eltiintet6 operatorunk van, melyeket a
méasodkvantélas soran egy nemdegeneralt (N, N) szignatiuraju kvadratikus formaval
ellatott 2N dimenzios W vektortérbdl szarmaztatunk. (Ebbe a kvadratikus for-
méaba vannak a szokéasos fermionikus antikommutécios relaciok bekodolva.) A kelts
és eltlintet§ operatorok azon alterét, melyek egy adott fermionikus |¢) allapotot
(spinort) eltiintetnek, a W vektortér E, annihilator alterének nevezziik. [¢) nul-
litdsa: az Ey altér dimenzioja. A nullitds konnyen belathatéan egy altalanositott
SLOCC invarians. A tiszta spinorokra E), a kvadratikus formara nézve maximalisan
totalisan izotrop. Ezért ezekre a nullitas N. A tiszta spinorok olyan fermionikus
allapotoknak felelnek meg, melyek az altalanositott SLOCC értelemben teljesen
szeparalhatok. Fizikai szempontbdl ezek azok az allapotok melyeket a femionikus
modus operatoroknak pontosan a fele eltiintet (kvazi részecske vakuum éallapotok).
A nullitas tehat egy szam mely 0,1,2,..., N — 1, N értékeket vehet fel. Megmu-
tathato, hogy a zérus nullitasa allapotok a rogzitett kiralitasu spinorok (fermionikus
osszefonodott allapotok) terében stirtin helyezkednek el.

A tenzor ranghoz legkozelebb allo fermionikus invarianst, kissé ironikusan, tisz-
tasdgi indexnek nevezhetnénk. Ez azon tiszta spinorok minimaélis szama, melyek
linearis kombinaciojaként a [¢) spinort el tudjuk allitani. Nyilvan a tisztasagi in-
dex kisebb egyenls 2V ~1-nél, hiszen minden kiralis spinor kifejthetd a tiszta spinorok
béazisaban (fermionikus Fock tér kiralis bazisa). A tisztasagi index meghatéarozasa (a
tenzor ranghoz hasonléan) komplexitas elméleti szempontbdl nem egyszerd. A tisz-
tasagi index monotonitdsanak, és esetleges fizikai alkalmazasainak tanulmanyozasa
tovabbi vizsgalatokat igényel.

2. Mind a tézisekben, mind az értekezés bevezetd részében a szer-
z8 hangsilyozza az Osszefonodottsag, illetve annak mérdszamai "eréfor-
ras" jellegét, példaul a kvantuminformatikidban. Hogyan képzelhetjiik
ezt el: az Osszefonodottsdgi mérdszamok felhasznalhaték a kvantum-
algoritmusok analizisében, vagy valami kozvetett modon keriilnek a képbe?
Esetleg mas tipusi alkalmazasokra kell gondolnunk?

Az Osszefonddottsag mint erdforras szemlélet illusztralasara a legegyszertibb példa
a kvantum teleportacios protokoll, melynek soran Alice egy, a szaméra ismeretlen,
|1} allapoti qubitot szeretne Bobnak kiildeni (C. H. Bennett et. al., Phys. Rev.
Lett. 70, 1895 (1993)). A protokoll végrehajtasahoz harom részrendszer kell, harom
qubit. Kezdetben az els6 az ismeretlen |¢), a méasodik és harmadik (Alice és Bob



qubitjei) pedig a maximalisan Osszefonodott |)y3 Bell allapotban van. Az elsd és
masodik részrendszer Alice a harmadik Bob birtokdban van. A teljes kezdeti allapot
tehat egy 1(23) tipusa biszeparalhato harom-qubit allapot: [¢); ® |@)qe3. Ezt az
allapotot, az értekezés 2.5.1. fejezetében hasznalt 7193, T1(23), - . . T3 Osszefonodottsigi
mérdszamokkal jellemezhetjiik.

A protokoll sordn Alice az 1. és 2. rendszereken egy Bell bazisban (lasd 2.4
fejezet) torténd mérést hajt végre. Ezt kovetGen a mérési eredményt klasszikus
kommunikéciés csatornén (postagalamb, telefon stb.) megosztja Bobbal. A mérési
eredmény ismeretében Bob a 3. qubiten (Alice 4 lehetséges mérési eredményétdl fiig-
géen, Alice és Bob altal korabban egyeztetett szabaly szerint) egy elemi (identitas,
x,v,z, tengely koriili 180 fokos forgatés) lokalis unitér transzformaciot hajt végre.
Ennek eredményeképpen a végallapot egy |W)12 ® [1)3 altaldnos alaka (12)3 tipust
23> Ti(23) - - - Tag Osszefonodottsagi mérdszamokkal jellemezhets biszeparalhato al-
lapot lesz. A protokoll soréan tehat a 2. és 3. qubit 6sszefonddottségat felhasznalva,
lokalis operaciokat és klasszikus kommunikaciot felhasznalva a [¢0) allapotot Bob-
nak teleportaltuk. A protokoll alkalmazéasénak soran az erdforras (az dsszefonddott
héarom-qubit allapot) sszefonodottsagi mérdszamai megvaltoztak, és a |¢) allapot
Alicetol Bobhoz keriilt. A protokoll alapja az, hogy Alice és Bob kozott egy Gssze-
fonodottsagot biztositd tgynevezett két-qubit kvantum csatorna iizemelt.

A teleportacios protokollnak szamos 4j valtozata ismeretes. Lehet példaul harom-
qubit kvantum csatornat is hasznalni. Ekkor a protokollt harom résztvevs Alice,
Bob és Charlie hajtjak végre. A harom-qubit kvantum csatorna ekkor természete-
sen tobbféle 6sszefonodottsagot is tartalmazhat: példaul GHZ vagy W-tipusit. Lasd
példaul J. Joo et.al. New Journal of Physics Vol. 5, 136, (2003). Ez esetben a kiin-
dulési és végallapotok specidlis Osszefonddottsagi mérdszamokkal jellemzett 1(234)
illetve (123)4 tipusi négy-qubit allapotok.

Altalaban a kvantum informéaciés protokollokban tiszta allapotok helyett kevert
allapotok szerepelnek, és a hasznélt kvantum csatornak is bonyolultabbak. Ekkor az
értekezésben hasznalt mennyiségek helyett, fizikai szempontbol konnyebben értelmez-
het6 mennyiségeket hasznéalnak, példaul "csatorna kapacitas" , "relativ entropia"
sth. Az osszefonodottsag erdforras jellegébdl adodo viselkedése és a termodinamika
torvényei kozott egy érdekes analogia all fenn. (M. B. Plenio and V. Vedral, Con-
temporary Physics, 39, 431 (1998)). Ez az analogia szamos érdekes eredményre
vezet. Léasd példaul: F. Brandao és M. B. Plenio, Nature Physics 4, 873 (2008),
quant-ph:0810.0026.

3. A "fekete lyuk-qubit" megfeleléssel kapcsolatban szembetiing, hogy
az abban elSfordulé osszefon6dottsagi mértékek, illetve az azok alapjaul
szolgal6é kvantumrendszerek viszonylag egyszeri szerkezetiiek. A vizsgalt
fekete lyuk megoldasok valamilyen tulajdonsaga felelGs ezért, vagy talan
a vizsgalt hurkompaktifikaciok specialis volta?

A vizsgalt hirmodellek specidlis M sokasagokra torténé kompaktifikacioja felelGs
ezért. Az értekezés példainak nagy része ITA illetve IIB tipust hurelméletek hat
dimenzi6s toruszra (M = T°) torténd kompaktifikilasaval kapcsolatos. Ezért azt
mondhatjuk, hogy lényegében a T° homologidjaban rejls struktira frhato at egy-
szert Osszefonddott kvantumrendszerek struktirajaba. Példaul: a legegyszertibb



IIB esetben, a D3 branok 7% harom ciklusaira csavarodnak. Ez (g) = 20 fliggetlen
lehet&séget enged meg. Masrészt, az dsszefonodottsag elméletben a hat egyrészecske
allapotos harom fermion allapottér a hat dimenziés vektortér harom-formainak 20
dimenzios tere. Ezen haromformak 7% koordinataival parametrizalt kohomologiaja,
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Amennyiben T helyett M = T? x T? x T?-t vesziink (STU modell a IIB képben) a
fenti 20 dimenzios vektorterek helyett 8 dimenzidsak jelennek meg. Ezt M szorzat
szerkezetével kombinédlva a harom-qubit rendszerekkel vald analogia nyilvanvalo.

Ami ebben a képben nem annyira magatol értet6ds, az az Osszefonddottsagi
mértékek és a szemiklasszikus fekete lyuk entrépia formulak kapcsolata. De ez
sem olyan meglepd ha arra gondolunk, hogy az egyik oldalon szereplé SLOCC
(rész)csoportok szerkezete, és a masik oldalon felbukkané dualitasi csoportok szer-
kezete igen hasonl6. Példaul hdrom qubitra a SLOCC (rész)csoport az SL(2,C)®3,
a klasszikus STU szupergravitaciéra pedig az SL(2,R)®3, illetve az STU kvan-
tumelméletében ennek SL(2,7Z)%® verzidja. Mivel az Gsszefonodottsigi mértékek
SLOCC invaridnsok, a szemiklasszikus entropia formuldk pedig dualitasi invarian-
sok ezért mar csak azt kell belatnunk, hogy az analog ¢sszefondédott rendszerek an-
nyira specialisak, hogy egy egyértelmi invaridnssal rendelkeznek. A fenti két példa
esetében pedig ez valoban igy is van.

Amennyiben M egy tetsz6leges kompakt Calabi-Yau (CY) sokasig, a fenti analo-
Poincaré duéltjaé a meghatarozo szo. Ez pedig lokalisan épp a CY sokasagok kom-
plex struktira modulustere: H3(M). Ezeket a kohomologia elemeket azonban A4l-
talaban nem lehet direkt modon, valamiféle egyszert 6sszefondédott rendszerekként
reprezentalni.

Az 6sszefonodottsag elmélettel valo kapcesolat ekkor specidlis kvantum gravitaci-
6s hatasfunkcionalok (Hitchin funkcionalok) szerkezetével valo direkt kapcsolatként
realizalodik. Ezen funkcionalokban szereplé p-formékat, illetve spinorokat ugya-
nis mdr lehet specidlis fermionikus dsszefonddott rendszerekként interpretalni. A
kapcsolodési pont az elézGekkel: ezen funkcionalok értéke a kritikus pontban ép-
pen azokat a szemiklasszikus entropiaformulakat szolgaltatja, melyek a toroidélis
specidlis esetben a mar ismert Gsszefonddottsagi mértékek.

Erdekes, hogy a fentebb emlitett egyértelmiség problémaja a Calabi-Yau eset-
ben tgy jelenik meg, hogy a Hitchin funkcionalok alapjaul szolgald egyszert Gssze-
fonodott rendszerek prehomogén vektorteret alkotnak, ezek pedig egy egyértelmii
(relativ) invaridnssal, és egy (a Zariski topologidban) siirti palyaval rendelkeznek.
Ez teszi lehet6vé azt, hogy a funkcionalokat (egy kvantumelmeélet alapjaul szolgalo)
hatasfunkcionélokként hasznéalhassuk.

Lévay Péter Pal
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