Valaszok Benedict Mihaly opponensi véleményére

El6szor is szeretném megkoszonni Dr.  Benedict Mihélynak a hosszura sikeriilt
értekezésem biralataval kapcsolatos munkéjat, kritikai észrevételeit, kérdéseit.

A birélat egyik fontos formai észrevétele szerint a tézispontok eredményeinek
szovegbeli visszakeresése nehéz. Az értekezésben a tézispontokkal kapcsolatos pub-
likdciokra tortént hivatkozéasokat szdmok az egyéb hivatkozasokat a szerzék nevének
roviditésével kapcesolatos betik jelzik. Tovabbé arra torekedtem, hogy a fejezetcimek
utani hivatkozasok utaljanak arra, hogy az abban ismertetett eredmények hol jelen-
tek meg elgszor. Igy ahol a fejezetcim utan szdmok jelennck meg, ezek arra utalnak,
hogy a fejezet a tézisfiizet megfelels eredményeinek részletes targyalasat tartalmazza.
Sajnos ezt a dolgozat elején explicit médon nem hangstlyoztam, és ez foloslegesen
megnehezitette a Birdl6 munkajat.

A felmerult kérdésekre a valaszaim az alabbiak.

1. Ismeretes-e esetleg olyan rendszer, amelynél az 6sszefonédast il-
let6en a harmadik nemtrivialis Hopf-fibralas jatszik szerepet, ahol a fib-
ralt nyalab az S'° gombfeliilet az S® bazistér folott?

Igen ismeretes. Ez a dolgozatban is tanulményozott egyszerd harom-qubit rend-
szer. Ezzel kapcsolatosan lasd B. A. Bernevig and H-D. Chen munkajat (J. Phys.
A: Math. Gen., 36, 8325 (2003)). Mint azt az értekezésben kifejtem a két-qubit
esetben hasznosnak bizonyult az 6sszefonddottsag geometriai reprezentédnsaul a méa-
sodik Hopf-fibralas topologiai szerkezetét felhasznalni. Ekkor ugyanis az egyik qubit
a bazistérben, a mésik a fibrumban helyezkedik el. Az Osszefonodottsag fizikai je-
lenségét ilyenkor a bazis és a fibrum egymaéashoz viszonyitott nemtrivialis topologiai
"elcsavarodasanak" matematikajaval kielégitGen leirhatjuk. A hérom-qubit esetben
két qubit helyezkedik el a fibrumban és egy a bazistérben (a qubitek elhelyezése
nem egyértelmi). A harmadik Hopf-fibralas elcsavarodasa ebben az esetben csak az
(A)(B)(C), A(BC), B(AC), C(AB) tipust biszeparabilis &sszefonodottséagi tipusokat
képes "felismerni". Tehat az igazan lényeges (GHZ és W tipust) valodi harom-
részrendszeres Osszefonddas geometriai leiraséra a fibrélt nyaldbos modszer nem al-
kalmas. Ez a felismerés vezette a Szerzét a Grassmann-sokasagokon alapuld algebrai
geometriai modszerek vizsgalatdhoz.

2. Kevert allapotok Osszefonddasardl egy rovid szakasz (2.3) szo6l az

s 0,

Hopf nyalabra vonatkoz6 meggondolasok kiterjesztése az ott f6llép6 gom-
bok belsejére (golyokra), adhat-e valamilyen iranymutatast ez iranyban?

Két qubit esetében igen, ad némi irdnymutatast, de a kapott kép a két-qubit
kevert allapoti 0sszefonddottsag jelenségének (ugyancsak) nem kielégité geometriai

1



reprezentansat adja. Itt a lényeges pont a Wootters konkurrencian alapul6 for-
macios Osszefonddottsag helyes geometriai reprezentécidjanak megtalalédsa lenne.
Ebben az iranyban érdekes eredményeket taldlhatunk J. E. Avron és O. Kenneth
dolgozataban (Annals of Physics 324.2, 470 (2009)). A kevert allapoti két-qubit
allapottér kvaternios Hopf-fibralason alapuléd (az Osszefonddottsag vizsgalatat még
nélkiil6zs) korai targyalasa megtalalhato J. Dittmann és G. Rudolph (Journal of
Geometry and Physics 10, 93 (1992)) munkijaban. Ketténél tobb qubit kevert al-
lapoti 6sszefonddottsaganak megértésében a kvaternios Hopf-fibralas (és altalaban
a divizio algebrakon alapul6 targyalas) nem ad lényeges irdanymutatast.

3. Honnan szarmazik a Borromeo gyiriik és a W illetve GHZ allapotok
osszefoné6dasanak analégiaja?

Ismereteim szerint az analogia elészor (kizarolag a GHZ &llapot kontextuséban)
M. Aravind 1997-es dolgozataban bukkant fel. A dolgozat a "Quantum Poten-
tiality, Entanglement and Passion-at-a-Distance: Essays for Abner Shimony" eds.
R. S. Cohen, M. Horne and J. Stachel, Kluwer, Dordrecht 53-59 (1997), kétetben
talalhaté. A dolgozat fonatcsoportokkal, csomoéinvariansokkal és az tgynevezett

topologikus Gsszefonodottsidggal valdo kapcsolatat illetGen lasd L. H. Kauffmann és
S. J. Lomonaco jr. (New Journal of Physics 4, 73.1-73.18 (2002)) cikkét.

4. A twisztorok kapcsolata a haromqubites rendszerrel segithet-e a
twisztorelmélet eredeti célkittizésének megvalésitasa, a téridé kvantalasa-
nak irAnyaba tehetd 1épések felé?

Erre a kérdésre nehéz roviden valaszolni. A Penrose-féle twistor program (1967)
kidolgozasaban jelentés szerepet kapott Roger Penrose azon elképzelése, hogy a
téridé geometriajanak kvantumos természetii megértéséhez annak négydimenzios
volta alapvetd fontossagu. A twisztor elmélet alapkoncepcidja szerint ugyanis, a
kvantalas elvégzésének érdekében a négydimenzios téridé sokasdg helyett annak
ugynevezett twisztor terét kell hasznalnunk. Ennek soran az igen specialis twisz-
tor megfelelés teszi lehetévé azt, hogy a téridével kapcsolatos szokédsos térelméleti
formalizmusunkat a szokatlan twisztor képbe transzforméljuk. A négy (komplex)
dimenziés komplexifikalt és konform kompaktifikilt M Minkowski térid6 esetében
a megfelelés geometriai alapjat az ugynevezett Klein megfelelés biztositja. A Klein
megfelelés M bizonyos geometriai objektumai (téridé pontok, fénykiapok stb.) és
a harom (komplex) dimenzios P projektiv twisztortér geometriai objektumai (pon-
tok, egyenesek, sikok) kozott kolesonosen egyértelmd megfelelést létesit. Erede-
tileg Penrose a fenti megfelelés két fontos jellemvonésat hangsulyozta. Az egyik
az, hogy a twisztor megfelelés nemlokalis, a maéasik pedig az, hogy a megfelelés
a szokésos valos téridé sokasagokon alapulé képet a komplex geometria vilagaval
hozza kapcsolatba. A nemlokalités ebben a kontextusban azt jelenti, hogy példaul P
egyeneseinek kolcsonosen egyértelmi modon megfeleltethetjiik M pontjait. Pen-
rose ezzel kapcsolatban hangsiilyozza, hogy a fenti két jellemvonés a kvantumelmélet
két fontos jellegzetességével létesit kapcsolatot. Az egyik a kvantumallapotok kom-
plex szuperponalhatésaga, a masik a kvantum részrendszerek nemlokalis kapcso-
latanak lehetGsége. A fenti jellemvonasok hangsulyozasanak ellenére, a nemlokalitéas



talan legjellegzetesebb forméja -a kvantumos Osszefonédottség- a twisztor program
virdgzasa idején még nem kapott elég figyelmet.

A magasabb dimenzios elméletek sikerei nyoméan (harelméletek) a négydimen-
7i6 szerepét hangsulyozo twisztor program hattérbe szorult, jollehet az ezredforduld
utan a twisztor modszerek legfébb felhasznaloja paradox médon épp a hurelmélet
lett. A kvantum informéciéelmélet eléretorése nyoméan a twisztorok osszefono-
dottsag elméleti aspektusai némi figyelmet kaptak. Példaul az alabbi két dolgo-
zat (melynek egyik szerzGje a Penrose-féle twisztor programon sokat dolgozo L.
Hughston) twisztor geometriai modszereket hasznal a kvantumos ésszefonodottsag
és a téridd geometridjanak esetleges kapcsolatanak feltarasara. (D. C. Brody, L. P.
Hughston, Theory of quantum space-time, Proc. Roy. Soc. 461, 2679 (2005). D.
C. Brody, L. P. Hughston, Twistor cosmology and quantum space-time, 19th Max
Born Symposium, Publisher: Amer. Inst. Phys., Page 57 (2005)). A Szerzd altal
vazolt harom qubites twisztor geometriai analégia ebbe a vonulatba illeszkedik.

Az analbdgia a harom qubit 6sszefonodottsag valamennyi lényeges aspektusat egy
egységes képbe foglalja 6ssze. Meglepd, hogy jollehet a (nyolc komplex dimenzi-
6s (C?*)®3 vektortéren alapuld) harom qubit allapottér a hét komplex dimenzio-
val rendelkez6 sugarak tere (CP7), az sszefonodottsagi tipusok helyes geometriai
reprezentansaként mégis a csupan haromdimenzios CP? tér geometriai objektumait
kell hasznalnunk. Ez a tér pedig pontosan a twisztorelméletben felbukkano P tér. A
mésik furcsasag az, hogy az 6sszefonodottsag kontextusban a Klein megfelelést épp
forditva kell hasznalnunk. Ebben a képben a nem szeparalhato 6sszefonddott allapo-
tokat mint M pontparjait latjuk viszont. A fényszeriien szeparalt pontparoknak a
W, a nem fényszertien szeparalt pontparoknak pedig a G H Z allapotok felelnek meg.
A valoés amplitudokkal rendelkezs részesetben a GH Z osztaly tovabbi két osztalyra
esik szét. Az egyik osztaly a térszerd a masik az idészerid szeparacionak felel meg.

A fenti kép szépsége azt a lehetGséget rejti magaban, hogy a harom-qubit 6ssze-
fonodottsag esetleg valamiféle alapvets épitSelemként szolgal a konform kompak-
tifikalt és komplexifikalt M Minkowski-téridé szerkezetének megértésében. Amen-
nyiben ezt a lehet&séget preciz matematikai formaba ontve igazolni tudnank, az a
konform kompaktifikalt Minkowski geometria megértésén tulmutato Stlet, miszerint
barmely téridészerkezet egy a kvantumos Osszefonddottsdgbol jovs "szarmazta-
tott struktura", a jelenleg foly6 "It from Qubit" program vezérmotivuma. A jelen
sorok irésa idején nem vildgos szamomra, hogy a twisztor megfelelés, és az ehhez
csatolhatd Osszefonddottsaggal kapcsolatos analdgia, hogyan illesztheté ezen pro-
gram AdS/CFT megfeleléssel és a hurelmélettel kombinélt imponélo eredményeihez.

5. A masodik fejezetben a harom majd négy qubites megkiilonboztet-
hets rendszerekre vonatkozé meggondolasokat kovetd altalanos N-qubites
rész tilsagosan tomor, célszerid lett volna inkdbb ezt alaposabban részle-
tezni, majd ennek alapjan kifejteni részletezni az el6z6 alfejezetek specialis
eseteit.

Egyetértek azzal, hogy az N-qubites fejezet a tobbi fejezethez képest meglehetdsen
tomor. Ennek az az oka, hogy a részletesen targyalt hdrom és négy qubitos ered-



ményeket a hirelméleti alkalmazasokat bemutatd késébbi részekben felhasznalom,
mig az altalanos N-qubites eredményeket nem.

Az N-qubites rész targyalasanak alapotlete szerint ha a 2V darab komplex amp-
litidoban rejls osszefonodottsagi informaciot 2V ! darab 2! komponenst vektorba
kodoljuk (I = 1,2,3,...) akkor fizikai szempontbdl relevans, és elegéns geometriai je-
lentéssel biré 6sszefonddottsagi mértékeket kapunk. Erre a tul altalanos targyalasra
a harom és négy qubites esetben nem volt sziikség, hiszen itt minden SLOCC invar-
iansra vonatkozo informéacio kizarolag az [ = 2-es eset (2 illetve 4 darab négyesvek-
tor) vizsgalataval kinyerhets. Ezen négyesvektorok sugarainak tere épp az el6z6
kérdés kapcsan targyalt P projektiv twisztortér (CP3). Ezekben a specialis ese-
tekben a SLOCC mértékekkel kapcsolatos minden informéciot a P tér pontjainak,
egyeneseinek és sikjainak nyelvén tudunk leirni. (Péld4aul a négy qubit mértékek
esetén lasd a 2.6.6. fejezetet.)

6. Lehetséges-e valamilyen egyszerii magyarazatot adni a fermionos
Osszefonddas esetén a 6 és 7 egyrészecske allapotok kitiintetettnek lat-
sz6 szerepére? A Fano sik altalanositasa adhat-e jabb szempontot az
osszefon6das kérdéskoréhez tobb egyrészecske allapot esetén?

Valojaban a 4,5,6,7,8 egyrészecske allapottal rendelkezd fermionikus rendszerek
kitiintetettek. Az ennél kevesebb egyrészecske dllapotos rendszerek trividlisan sze-
paralhatok. A dolgozatban csak a 4,6,7 egyrészecske allapotos rendszereket vizs-
galtam. Szamomra csak matematikai természett "egyszert magyarazat" ismeretes:
ezen rendszerek allapotterei a megfelel6 SLOCC csoport hatésra nézve "prehomogén
vektorteret" alkotnak. Amennyiben ennél tobb egyrészecske allapotot tekintiink, a
"prehomogenitas" tulajdonsaga elveszik.

Kicsit pongyolan fogalmazva ez a matematikai kifejezés azt a fizikai intuiciot
takarja, hogy ezekre a fermionikus rendszerekre létezik egy olyan Gsszefonodottsagi
osztaly mely a harom-qubit GHZ osztaly allapotaihoz hasonlé tulajdonsagokkal ren-
delkezik. Ebben a képben a "prehomogenitas" tulajdonsaga azt jelenti, hogy egy al-
kalmas topologiaban tetszdleges fermionikus allapot tetszélegesen kicsiny kornyezetében
talalhato ilyen "GHZ-szer" fermionikus osszefont allapot. A "GHZ-szerd" allapo-
tok tehat ekkor a fermionikus allapottérben stirtin helyezkednek el.

A Fano-sik véges geometriai szerkezete az okténidszorzas tulajdonsagaival kap-
csolatos. Mivel a 7 egyrészecske allapotos rendszer "GHZ-szerd" allapotéat stabi-
lizalo SLOCC részcsoport az okténidszorzas automorfizmus csoportja, ezért a Fano
sik megjelenése nem véletlen. Meglep6 médon azonban az értekezés egyik ered-
ményébdl adodoan a Fano sik a 7 egyrészecske allapotos eset SLOCC osztélyszerke-
zetének leirasara is kivaloan alkalmas. Ez felveti azt a lehetdséget, hogy mas, a Fano
sikot altalanositod, véges geometriai struktirak esetleg informéciot hordoznak a tobb
egyrészecske allapotos rendszerek SLOCC 6sszefonodottsagi osztaly-szerkezetérsl.

Véges geometriai szempontbol szemlélve a Fano sik a két elemt test felett vett
projektiv sik, projektiv geometria: PG(2,2), mely 7 ponttal és 7 egyenessel ren-
delkezik. Ennek az objektumnak a legtermészetesebb altalanositdsa a két elemd
test felett vett projektiv tér PG(3,2) és ennek tetszdleges dimenzios altalanosita-
sai PG(n,2), n > 3. Ezek a terek ismeretes szamu ponttal, egyenessel, sikkal és
incidencia szerkezettel rendelkeznek. Az n = 2-es eset sikerén felbuzdulva, meg-
probalkozhatunk az n = 3-as esettel. Azonban PG(3,2) adatainak (15 pont, 35
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egyenes, 15 sik) és incidencia szerkezetének ismeretében els§ ranézésre semmilyen
kapcsolatot sem latok a Fano sikot altalanosité projektiv tér geometridja és a 8
egyrészecske allapotos eset irodalombdl ismeretes 23 SLOCC osztéalya kozott. (Az
osztalyok reprezentansainak strukturajat illetGen lasd G. Sérosi és P. Lévay, Phys.
Rev. A89, 042310 (2014), III. tablazat.)

Lévay Péter Pal

Budapest, 2018. junius 19.



