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BEVEZETO

Az additiv kombinatorika a szdmelmélet egyik kifejezetten fiatal, de rendkiviil divatos és gyorsan
fejlodo aga. Az egész teriilet megsziiletésében és népszerlsitésében jelentds szerepe volt Erdos
Pélnak, taldn ennek is koszonhetd, hogy Magyarorszagon nagy hagyomdnya van. Ebbe illeszkedik
Hegyvéri Norbert munkdéssaga is.

Hegyvari Norbert doktori értekezésében az elmult b6 két évtizedben elért eredményeit foglalja
ossze. Ez a tézisfiizet felépitésében 21 tételt jelent, melyek mindegyikét elfogadom uj tudomdnyos
eredményként. A bizonyitott tételek 18 dolgozatban jelentek meg, ezek egyikét a Crelle kozolte.

Az alabbiakban részletesen attekintem a doktori értekezést.

AZ ERTEKEZES RESZLETES ATTEKINTESE

Az értekezés elso fejezete egy rovid bevezetd.

2. fejezet. Az értekezés masodik (leghosszabb) fejezete Hilbert-kockdkkal kapcsolatos eredmé-
nyeket targyal. Adott Abel-csoportban (vagy a természetes szamok kozott) d-dimenzids, r-rendd
Hilbert-kocka alatt azokat a halmazokat értjiik, melyek, valamilyen rogzitett xo,ay,...,a, elemek
mellett,

d

{x0+28iai (& € {0,1,...,}’}}
i=1

alakdak. Az alabbiakban, ha a mivelet nem egyértelmii (p€ldaul N vagy I, eset€ében), ha nem

hangsilyozom kiilon, az additiv struktdra Hilbert-kockdirdl lesz szo.

A 2.1-es alfejezet a természetes szamok nagy részhalmazainak magas dimenzidji Hilbert-
kockadirdl sz6l. Szemerédi 1969-es tétele értelmében ha A C N egy pozitiv alsé sliriségli halmaz,
akkor AN [1,n] tartalmaz > loglogn dimenzids Hilbert-kockat. Hegyvari Norbert egy 1997-es
eredménye (Theorem 2.5 az értekezésben) szerint az A pozitiv alsé siiriségli halmaz azonban lehet
olyan, hogy minden A N [1,n]-beli Hilbert-kockdnak < /lognloglogn eleme van. Konkrétabban,
egy alkalmas véletlen halmaz (melybe minden pozitiv egész szamot 1/16 valdszintiséggel valasz-
tunk be) nagy valdszintiséggel ilyen lesz. Késébb mdsok a y/loglogn faktortél megszabadultak,
igy ma mér tudjuk, hogy a véletlen halmaz esetén az els6 n elemen taldlhaté legnagyobb Hilbert-
kockdnak konstans szorzoktol eltekintve /logn eleme van (az alsé becslés egyszeriibb, az értekezés
a Proposition 2.8 alatt targyalja). Ugyanebben az alfejezetben Hegyvéri Norbert egy 2004-es ered-
ményét is bemutatja, mely olyan A halmaz 1étét garantdlja, amelynek az elsd n pozitiv egész kozott
legfeljebb < loglogn dimenziés Hilbert-kockdja van annak ellenére, hogy a halmaz nem tul kicsi,
pontosabban: |[AN[1,n]| > r3(n)/3, ahol r3(n) az a minimalis elemszdm, mely garantdl haromtagd
szamtani sorozatot (Roth tételének értelmében ez o(n), ugyanakkor Behrend egy konstrukciéja

szerint minden n'~€-ndl nagyobb).
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A 2.2-es alfejezet N nagy részhalmazainak kiilonbséghalmazat vizsgélja, és ebben keres struktu-
ralt, a Hilbert-kockdhoz hasonlé halmazokat. Legyen A C N als6 stirlisége pozitiv. Ekkor Bergelson
tétele szerint minden m € N-re 1étezik olyan B végtelen halmaz, hogy A — A tartalmazzaa B+... 4B
m tagu Osszeget. Hegyvari Norbert az értekezésben bemutatja egy 2008-as eredményét, mely ennek
a tételnek egy gyengitett valtozatdt (konkrétan a megszoritott 6sszegekre vonatkozot, Theorem 2.16)
bizonyitja kombinatorikus uton. Ezen kiviil bizonyit egy 2016-0s, Ruzsaval k6z6s eredményt is,
mely az el6bb emlitett Bergelson-féle tételnél is dltalanosabb (Theorem 2.20).

A 2.3-as alfejezetben a Hilbert-kockdk modulo p (p nagy prim) értenddk, és a vizsgdlat targya a
multiplikativ karakterek Hilbert-kockdkon felvett értéke. Figyelembe véve, hogy a Hilbert-kockdk
tekinthetdk a szamtani sorozatok altalanositasainak, a rajtuk kiértékelt multiplikativ karakterekkel
kapcsolatos kérdések a szdmelmélet olyan klasszikus €s sokat vizsgélt problémaival is rokonithatok,
mint a legkisebb kvadratikus nem-maradék becslése. Az alfejezet két f6 eredménye Theorem
2.22, mely a Hilbert-kockdkon vett karakterdsszegek L'-normabeli als6 becslése (¥ | Lyen X (h))|
becslése, ahol H Hilbert-kocka, ) pedig a multiplikativ karaktereken fut végig); illetve Theorem
2.23, mely minden (nem-degeneralt) Hilbert-kockdhoz és minden el&irt multiplikativ karakterhez
a Hilbert-kocka egy nagy részhalmazat garantdlja, melynek minden elemén az eldirt karakter
kevéssel tér el a trividlistdl (mindkét eredmény 2016-o0s). Megjegyzendd, hogy Hegyvari Norbert
segédeszkozként onmagukban is érdekes becsléseket bizonyit additiv Hilbert-kockak multplikativ
és multiplikativ Hilbert-kockdk additiv energidjara vonatkozdan (ez utébbi igy értendd, hogy az [F ;
csoportban definidlja a Hilbert-kockdkat): Proposition 2.24, Proposition 2.28, Corollary 2.29.

A 2.4-es alfejezetben Hegyvari Norbert 1999-es, Sarkozyvel kozos eredményeit mutatja be,
melynek sordn felsd becslést ad arra, hogy az n-nél nem nagyobb négyzetszamok (Theorem 2.32),
illetve primszdmok (Theorem 2.38) milyen nagy Hilbert-kockékat tartalmazhatnak, az el6bbi
esetben < +/logn, az ut6bbi esetben < logn becslést kaptak. Az alfejezetet azzal zdarja, hogy
néhany végtelen Hilbert-kockdkra vonatkoz6 eredményt tekint at.

3. fejezet. Az értekezés harmadik fejezete additiv Ramsey-tipusi eredményeket mutat be: a
Ramsey-tipust (pongyoldn sz6lva) azt jelenti, hogy ha egy elegendéen nagy, sz€p struktdrat valami-
lyen értelemben véges sok darabra vagunk, akkor valamelyik sziikségszertien reprodukalni fogja
a szép struktirat, egy kisebb példdnyban (gondoljunk a klasszikus véltozatra, amely egy kell6en
nagy teljes graf éleinek 2-szinezése esetén garantdl kisebb, monokromatikus, teljes grafot), a végte-
lenbe 1€pve az imént emlitett ,,nagy” és ,,kisebb” persze egybeeshetnek (gondoljunk a klasszikus
valtozatra, amely egy végtelen graf éleinek 2-szinezésében garantdl végtelen monokromatikus,
teljes grafot); az additivitds arra vonatkozik, hogy jelen esetben a struktiira a pozitiv egész szamok
Osszeadasabol adodik.

A 3.1-es alfejezet felidézi Raimi egy tételét, mely szerint a pozitiv egész szamoknak van olyan
E részhalmaza, hogy ha N = U;_,D; egy particié, akkor van olyan 1 <i < r és k € N, hogy
(Di+k)NE és (D;+k) \ E egyarant végtelenek. Ezutan Hegyvari Norbert kimondja és bebizonyitja
egy 2005-6s eredményét, mely ennek egy messzemend altaldnositdsa (Theorem 3.2). Mivel a
feltételek meglehetdsen technikaiak, nem ismétlem meg az 4llitast.

A 3.2-es alfejezet témdja a kovetkezd: legyen A C N a pozitiv egészek egy aszimptotikus
bazisa (azaz létezik olyan i € N, melyre minden elég nagy pozitiv egész el6all A-beli elemek
legfeljebb h-tagi 6sszegeként, a legkisebb ilyen h-t nevezziik A rendjének). Legyen példaul A a
négyzetszamok halmaza, és tekintsiik egy k-tagu particigjat. Ekkor, mint azt Hegyvari Norbert
és Hennecart megmutattak, a particié valamelyik tagja aszimptotikus bazis lesz, és a rendje <

k(logk)’ (Theorem 3.7), ugyanakkor alkalmas particiéra ez a rend lehet nagyobb, mint kexp((log2 -+
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o(1))logk/loglogk) (Theorem 3.9). Ha a négyzetszamok helyett a primszdmok halmazanak
vesszik k-tagu particioit, Hegyvari Norbert és Hennecart megmutattdk, hogy valamelyik tag akkor
is aszimptotikus bazis lesz, és a rend < k* (Theorem 3.10), ugyanakkor alkalmas particiéra lehet
nagyobb, mint kloglogk (Theorem 3.13). Amikor Ramsey-tipust problémakon gondolkodunk,
mindig természetesen meriil fel a stirliségi valtozat, a jelen esetben ezt ugy fogalmazhatnidnk
meg, hogy ha a primszamoknak vessziik egy 1/k relativ siirliségi részét, akkor az milyen rendd
aszimptotikus bazist garantdl. Kordbban Sarkozy, illetve Ramaré és Ruzsa vizsgéltdk ezt a kérdést,

az 6 eredményeikkel 6sszevetve latjuk, hogy az alsé becslés megegyezik a Ramsey és a siirtiségi
esetben (utdbbiban ismert, hogy konstans szorzotdl eltekintve a fels6 becslés is ez).

4. fejezet. Az értekezés negyedik fejezete megszoritott 6sszegekkel kapcsolatos eredményeket
mutat be, ahol adott A halmaz megszoritott #-szorosdn azt a h X A halmazt értjiik, melynek elemei
elddllnak A i darab paronként kiillonbozd elemének 0sszegeként.

Erd6s és Burr azt sejtették, hogy ha A C N aszimptotikus A-bazis, akkor AU2 xAU...U
h x A szomszédos elemeinek kiilonbsége korlatos. Hegyvari Norbert, Hennecart és Plagne ezt
bebizonyitottdk 4 = 2-re, valamint minden & > 3-ra ellenpéldat konstrudltak (Theorem 4.1 és
Theorem 4.3). Azt a sejtést is megfogalmaztdk, hogy a h X A-beli szomszédos elemek kozott
végtelen sokszor fellépd maximalis kiillonbségek h-ban csokkend sorozatot alkotnak. Noha ezt a
sejtést eziddig nem sikeriilt igazolniuk, egy gyengébb 4llitast bizonyitottak alkalmas részsorozat
csokkenésérdl (Theorem 4.5). Azt is megmutattdk, hogy ha hA pozitiv also stirtiségt, akkor h x A
is pozitiv alsé stirtiségi, bizonyitva ezzel Erd6s és Graham egy sejtését (Theorem 4.8). Igazoltdk
tovabbd azt, hogy ha A pozitiv egészek egy véges halmaza, akkor 24 ,,majdnem minden” eleme
2 X A-ban is benne van (kevésbé pongyolan: |24\ 2 x A|/|2A| — 0, ha |2A| — o, Theorem 4.9).

Erdds nyoman teljesnek neveziink egy A C N halmazt, ha minden elég nagy pozitiv egész szdm
elddll néhany kiilonbozd A-beli elem Osszegeként, és részteljesnek, ha egy végtelen szdmtani sorozat
minden eleme eld4ll ilyen alakban. Milyen siirliség garantélja A részteljességét? Konnyd latni, hogy
|AN[1,n]| > +/n sziikségszer(, és Hegyvari Norbert bizonyitotta, hogy |A N[1,n]| > Cy/nlogn
(alkalmas C-vel) elégséges. Végiil 2006-ban Szemerédi és Vu, felhaszndlva Hegyvari Norbert
otleteit, egy Annals of Mathematics-ban megjelent cikkiikben igazoltdk, hogy |A N [1,n]| > \/n
maga utin vonja a részteljességet. Megjegyzem, hogy Hegyvari Norbert ezen eredményét Tao és Vu
is idézik Additive combinatorics cimd tankonyviikben, mely alapmiinek szamit a kombinatorikus
szamelméletben (és véleményem szerint a legfontosabb 4ttekint6 konyv a teriileten). Mindezek
bemutatdsa utdn Hegyvari Norbert megemliti a témakor néhdny tovabbi (sajat €s masokhoz kothe-
t6) eredményét, melyek exponencidlis tipusu sorozatok teljességére adnak elégséges feltételeket,
pontosabban azt vizsgiljak, hogy A(p,q,J) = {p®q® : 0 < a,0 < b < J} milyen p,q,J értékekre
teljes (nyilvan sziikséges, hogy p, g relativ primek legyenek). Hegyvari Norbert p és g fliggvényé-
ben explicit fels6 korlatot adott a legkisebb J-re, melybdl kovetkezik A(p,q,J) teljessége (ez is
kapcsolatban all ErdSs egy régebbi kérdésével, Theorem 4.20).

5. fejezet. Az értekezés 5.1-es alfejezete expander polinomokrdl sz4l. J6 példa erre f(x,y,z) =
xy +z, mely alkalmas € > O-ra kielégiti az |f(A,A,A)| > |A|'*€ egyenl&tlenséget minden A C
N halmazra (ide F), is frhat6, de akkor fel kell tenni, hogy |A|'™® < p). Hegyvéri Norbert és
Hennecart bizonyitottdk, hogy két vdltozéban az F(x,y) = f(x) +x*g(y), mint Z? — Z fiiggvény
expanziv tulajdonsdgu, azaz amint a p prim tart a végtelenbe, olyan ]FIZ, — IF), fiiggvényeket indukal,
melyre |f(A,B)|/|f(A)] tart a végtelenbe p® < |A| < |B| < p'~9 (valamely & > 0-val) tulajdonsagi
A, B halmazokra, feltéve, hogy f nem affin ekvivalens egyetlen x — x* hatvanyfiiggvénnyel sem
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(Theorem 5.7 és Theorem 5.9). Teljes expandernek nevezziik azokat az f polinomokat, melyekre
|f(A,B)| > p™in(1:20) "amennyiben |A| =< |B| < p* valamely 0 < o < 1-re. Hegyvari és Hennecart
megmutattdk, hogy bizonyos konkrét polinomok nem teljes expanderek, legaldbbis specidlis o
vdlasztasara (Proposition 5.11 és Proposition 5.12).

Az 5.2-es alfejezetben targyalt polinomidlis egyenletek olyanok, melyek ), p-nél lényegesen
kisebb részhalmazai felett is megoldhatok. Példa erre Hegyvari Norbert kovetkezd tétele (Theorem
5.16, a Theorem 5.17 egy bonyolultabb, de dltalanosabb véltozat): ha A,B C [F, olyanok, hogy
|A||B| = p*~2%, valamint H olyan részcsoportja F s -nak, melyre |[H| = pP, és B > (80t +1)/3, akkor
az a+ b = h egyenlet megoldhat6 (a € A, b € B, h € H feltételek mellett). A Theorem 5.23-ban
Hegyviri Norbert azt bizonyitja be, hogy ha A CF), |A| > 2, O pedig egy nemkonstans polinom
értékeinek multihalmaza, akkor kivéalaszthaté Q-nak egy (JA| és a polinom fokéanak fiiggvényében)

nem tul nagy B részmultihalmaza, melyre [F,, minden eleme eldall , kiilonb6z6” (a multihalmaz
értelemben) B-beli elemekbdl képzett monomok A-egyiitthatds linedris kombinacidjaként.

6. fejezet. A hatodik fejezet a H, Heisenberg-csoporttal foglalkozik. Ennek elemei azok az ),
feletti (n+2) x (n+2)-es matrixok, melyek fGatl6ja 1, a f6atlon kiviil pedig csak az elsG sorban
vagy az utols6 oszlopban tartalmazhatnak 0-t6l kiilonboz6 elemet. Hegyvari Norbert és Hennecart
bebizonyitottdk, hogy ha B kell6en specidlis alaku és elég nagy, akkor B - B H,, centrumanak sok
mellékosztalyat tartalmazza (Theorem 6.3, Proposition 6.5), illetve kicsit kevésbé specidlis alakd
halmazokra hasonl¢ éllitast igazoltak (ez a Theorem 6.8, melyben négytagi B- B- B - B szorzatot

tekintenek, és az n = 1 esetre szoritkoznak).

A doktori mi kétfejezetes fiiggelékkel zarul: ezek megegyeznek Hegyvari Norbert egy-egy
cikkével, melyek az Acta Arithmetica, illetve az Acta Mathematica Hungarica folyodiratokban
jelentek meg, €s rendre az értekezés Theorem 4.13 és Theorem 4.16 alatt bemutatott eredményeinek
bizonyitasat tartalmazz4k.

ERTEKELES
Tartalmi szempontok. Az értekezésben bemutatott eredmények koziil tobbet is érdekesnek taldlok,
ezek koziil ismét kiemelném a Theorem 4.13-at, melyre Szemerédi, Tao €s Vu is hivatkoznak. A
bizonyitdsok tetszetOsek: dltaldban szellemes kombinécidi egyszerlibb technikaknak (skatulya-elv,
Cauchy-Schwarz), de olykor mélyebb tételeket is felhaszndlnak (mint amilyen a Weil-becsl€s).

A bemutatott eredmények és azok utéélete megmutatjdk, hogy Hegyvari Norbert az additiv
kombinatorika elismert szakért6jének szamit. A megoldott problémdk kozott tobb olyan is van,
amelyik Erd6shoz kothetd, de az is vilagos, hogy Hegyvari Norbert maga is szivesen fogalmaz meg
problémadkat és sejtéseket.

Formai szempontok. Ugyan a doktori mii felépitése egészében logikus, néhany — a tartalmat
nem érintd — kritikai megjegyzést kell tennem. Sajnos az értekezés tobb kisebb elirast, nyelvi
helytelenséget, tipografiai pontatlansagot is tartalmaz, olykor kordbban nem definidlt jel6léssel €l;
ezek helyenként kényelmetlenné teszik olvasdsat. Természetesen tisztidban vagyok azzal, hogy egy
ilyen terjedelmi dolgozat esetében a tokéletesség nem vérhato el, mégis ugy latom, itt a szokottnal
nagyobb gyakorisaggal fordultak eld formai hibak.

Véleményem szerint az értekezés legértékesebb eredménye a Theorem 4.13, ezt aldtdmasztand6

emlékeztetek arra, hogy az idézdk kozott a teriilet olyan nagysédgai jelennek meg, mint Szemerédi,
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Tao és Vu. Fijo6 pont, hogy ennek a szép eredménynek a bizonyitdsa a f6szovegbdl kiszorult, és a
doktori mi fiiggelékébe keriilt.

A magyar nyelvi tézisfiizet rendszeresen haszndlja a Propozici6 kifejezést (amikor az angol
nyelvi értekezésbdl Proposition-t kdlcsondz). Noha nem most taldlkozom ezzel el6szor, mégis
jobbnak taldlndm, ha az angol Proposition magyarul kdvetkezetesen Allitas volna.

Osszegzés. Javaslom a nyilvénos vita kit(izését és az MTA doktora cim odaitélését Hegyvari
Norbert szdmara.

Budapest, 2018. marcius 7.

Maga Péter
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