Biraloi vélemény Hegyvari Norbert MTA doktori értekezésérdl

Hegyvari Norbert ,, Topics in Combinatorial Number Theory” cimmel nytj-
tott be MTA doktori palyéazatot illetve értekezést. Az alabbiakban az érte-
kezésrdl alkotott véleményemet foglalom Ossze.

Formai értékelés

A disszertacio angol nyelven ir6dott 100 oldalas mi, amely hat fejezetbdl

all. Ezen kiviil a szerzé két cikkét mellékletként az értekezés végére filizte.
Az értekezés felépitése logikus, a vizsgalt témakorok bemutatasa (alapve-
téen) vildgos. Ugyanakkor a disszertacié mind technikailag (jeldlésileg), mind
nyelvtanilag rengeteg, helyenként mar a megértést is jelentGsen zavar6 hibat
tartalmaz. Az elirasok, hianyzo jelolések valamint a nyelvtani és szerkesz-
tési hibak szama messze meghaladja az elfogadhaté szintet. Nyilvanvalonak
tinik, hogy a szerzg a formai ellenérzésre a sziikséges id6 toredékét sem fordi-
totta. Ez a tartalmi értékelést is befolyasolja: az olvaso egy-egy zavard hiba
miatt lépten-nyomon kizdkken a gondolatmenetbdl, néhény helyen pontosan
nem is tudja, mi torténik. Illusztracioképpen bemutatok néhany konkrét
hibéat.
Elirds jellegid hibdk. Szandékosan csak a bevezetés els§ oldalara, azaz az
értekezés 7. oldalara szoritkozom; a késébbiekben is rengeteg eliras, nyelvtani
hiba (pl. hiadnyzo allitmany, prepozicio, stb.) neheziti a szoveg kovetését
és megértését. Azonban ezek teljes kort felsorolasara mar csak terjedelmi
okokbol sem vallalkozom.

3. sor: treatment ... are

4. sor: e.t.c (rossz pontozas)

6. sor: ,devote” utan hidnyzik a ,,to”

11. sor: ,lies the fact” - hianyzik az ,in”

12. sor: ,, This section based ...” - hidnyzik az allitmany
17. sor: ,,303307” - hianyzik a kotdjel

Ezeken kiviil megemlitem még, hogy mar a bevezetében keveredik az egyes
szam elsé személy és a tobbes szam els6 személy, valamint a jelen és a milt
id6 hasznalata. Emellett az idézések stilusa messze nem egységes, illetve
(ami stlyosabb), a hivatkozaslistaban szerepls cikkek sorrendje nem mindig
megfelels (példaul [CFH| érthetetlen helyen van, de [HR16| is rossz helyen
all).



Technikai hibdk. Nem ,érdemi” matematikai hibakrol, inkdbb a tartalmat is
(lényegesen) érint6 formai (tobb helyen meglehetésen zavar6) hibakrol van
sz0. Itt sem torekszem a teljességre (tavolrol sem).

12. oldal, Theorem 2.5 {6 formulajaban H(n) helyett H4(n) értends
12. oldal, Lemma 2.6: szerintem F'S(B) korabban sehol sincs definialva
16. oldal, Theorem 2.10: nem vilagos, hogy ez a tétel kié

18. oldal, Theorem 2.13: a Bohr halmaz definiciojaban mi az S7?

19. oldal: szerintem a ,restricted sum” nincs definidlva (és a szerzg ,resticted”
Osszegrol beszél - tjabb eliras)

20. oldal, Theorem 2.16: ,,D(A) D=" - most akkor melyik?

21. oldal, Lemma 2.18: B’ helyett B’ C X értendd

Osszességében véleményem szerint a disszertacié formai szempontbol figyel-
metlen, gondatlan munka, amely ebben a tekintetben messze elmarad az
elvart szinttsl. A disszertacidoban talalhato formai jellegti hibak mennyisége
és mingsége mar a munka tartalmi megitélését is zavarja, neheziti. Ugyan-
akkor ugy gondolom, hogy a disszertéacié érdemi értékelése ennek ellenére
is lehetséges: a hibdk nem ,érdemiek”, a matematikai mondanivalé minden
esetben (helyenként kisebb nehézségek aran) megérthetd.

Tartalmi értékelés

A disszertacio fejezeteit kovetve adom meg véleményemet.

Hilbert kockdkkal kapcsolatos eredmények. A bevezets jellegli szakaszokat
(Preface, Notations, Introduction) kovetSen, a disszertacio méasodik (leg-
hosszabb) fejezetében Hilbert kockdkkal kapcsolatos eredményeit mutatja be
a szerzd. A Hilbert kockak kérdéskore egy 6nmagaban is érdekes, de szamos
fontos alkalmazassal is bird, sokak altal vizsgélt teriilet. A fogalom és tobb
alapvetd eredmény megalkotasa Hilbert nevéhez fizédik. A késGbbiekben
tobb neves matematikus dolgozott a tertileten, példaul Bergelson, Brown, Er-
dés, Freedman, Fiirstenberg, Konyagin, Montgomery, Ruzsa, Sarkozy, Shkre-
dov, Shparlinski és Szemerédi, fontos és mély eredményeket bizonyitva. A
témaban Hegyvari tobb érdekes és lényeges eredményt igazol.

Els6ként Hilbert kockak dimenzi6it vizsgalja adott halmazokban. ,Strd”
halmazok esetén megmutatja, hogy létezik olyan pozitiv also stirtiségi A hal-
maz, melyre AN[1, nJnem tartalmaz cy/log n log log n-nél nagyobb dimenzi6jt
Hilbert kockat, ahol ¢ = 4(log(4/3))~%/2. (Megemlitem, hogy a tézisfiizet-
ben ennél az eredménynél a ¢ = 6/(log(5/4)) érték szerepel; a hivatkozott
[H97| cikk szerint az el6bbi a helyes.) A Szemeréditsl szarmazo also becslés
' loglogn alaki. A késébbiekben Conlon, Fox és Sudakov a fels6 korlatbol el



tudta tavolitani a y/loglogn faktort. Hegyvari egy valdszintiségi elveken ala-
pul6 konstrukcioval megmutatja, hogy a /logn faktor jelenléte viszont mér
sziikséges, azaz a cy/logn korlat (a konstanstol eltekintve) mar éles. A to-
vabbiakban Hegyvari olyan [1,n]-beli ,ritka” (de azért [1,n]-bdl ,elegendGen
sok” elemet tartalmazo) sorozat létezését is igazolja, amelyben a maximé-
lis méretii Hilbert kocka dimenzidja alulrél és feliilrdl is 1ényegében loglogn
konstansszorosaival korlatozhato. Megallapithato, hogy ebben a témakorben
a maximaélis méretd Hilbert-kockdk dimenziéra vonatkozo also- és felsGbecs-
lések bizonyos értelemben ,0sszeértek”, és ebben Hegyvari eredményeinek is
fontos szerepe van.

Ezek utan a D(A) = A— A differenciahalmaz vizsgalata kovetkezik. A ki-
induldépontot klasszikus tételek jelentik: Kiiz megmutatta, hogy létezik olyan
(egészekbdl allo) pozitiv felsd stirtségd halmaz, melyre D(A) nem tartalmaz
Bohr halmazt; ugyanakkor Bogolyubov egy eredménye szerint D(D(A)) méar
igen. Igy érdekes kérdés D(A) szerkezetének vizsgalata, ahol A pozitiv felsé
stirtiségt. Bergelson tétele szerint D(A) minden k-ra tartalmaz egy k-tagi
B + -+ + B 0Osszeget, ahol |B| = oo. Bergelson bizonyitasa ergodelméleti
alapokon nyugszik. Hegyvéri, egy additiv kombinatorikai hatterd modszerrel
megmutatja, hogy tetszéleges pozitiv Banach stirtiségi Z"-beli A halmaz min-
den k-ra tartalmaz k taga korlatozott Osszeget. Bergelson, Erdés, Hindman
és Luczak bizonyos additiv és multiplikativ tulajdonsagii halmazok létezé-
sét is igazolta D(A)-ban (az egészek korében, pozitiv fels§ stiriiség esetén).
Hegyvari (Ruzsaval kozosen) az eredmény messzemend altalanositasat adja:
mig az eredeti tételben az egyiitthatok/kitevék értéke csupan 1 vagy 2 le-
het, Hegyvariék tételéeben az additiv és multiplikativ jellegii halmazok igen
altaldnosak.

Egy maésik, sokak (koztiik neves szerzék, példaul Bourgain, Konyagin,
Montgomery, Shparlinski, Shkredov) altal vizsgalt fontos kérdés a karakter-
Osszegek vizsgalata illetve becslése, bizonyos ,strukturalt” halmazok felett.
Montgomery egy problémafelvetéséhez kapcsoloddéan Hegyvarinak, Hilbert
kockak energiajanak becslésével sikeriil megmutatnia, hogy egy Hilbert koc-
kan tekintett karakterdsszeg Li-norméja (bizonyos értelemben) ,nagy”.

A fejezet utolsd, de szintén igen érdekes problémat targyalo alfejezeté-
ben a szerz6 Brown, Erdés és Freedman egy kérdésébdl indul ki: tartalmaz-e
a négyzetszamok Q halmaza tetszélegesen nagy (véges) dimenzioju Hilbert
kockat? Rivat, Sarkozy és Stewart clog(n) alaku fels§ becslését (Sarkozyvel
kozosen) javitva Hegyvéari megmutatja, hogy barmely Q N [1,n]-beli Hilbert
kocka dimenzidja kisebb, mint 48+/logn. Az eredmény igazolasahoz egy ha-
sonld (szintén Sarkozyvel kozos) eredmény bizonyitésa sziikséges, a Z,-beli
kvadratikus maradékokra vonatkozoéan. Hegyvari a primek koérében is vizs-
galja a megfelels kérdést. Sarkozyvel kozosen megmutatjak, hogy ebben az



esetben a megfelels Hilbert kockak dimenzioja legfeljebb (16 +¢) log n. Meg-
emlitends, hogy a kérdés vizsgalatahoz sokan kapcsolodtak (példaul Shpar-
linski és Elsholtz). Megemlitem még, hogy a szerz6 végtelen dimenzios Hil-
bert kockak létezését is vizsgalja bizonyos halmazokban. (A négyzetszamok
és a primek halmazéaban ilyenek nem léteznek.) Mivel azonban ezeket az
eredményeket bizonyitas nélkiil kozli, ezekrél részletesebben én sem szolok.

Ramsey tipusi additiv problémdk. Ebben a fejezetben Hegyvari két kérdést
targyal.

Az els§ alfejezetben a kiindulopont Raimi és Hindman egy érdekes tétele.
Raimi a kovetkez6t mutatta meg (melyre kés6bb Hindman egy elemi bizonyi-
tast adott). A pozitiv egészeknek van egy olyan E részhalmaza, amelyhez N
barmely Dy, ..., D, particidja esetén valamelyik D, osztallyal, illetve alkal-
masan valasztott k egésszel mind a (D; + k)N E halmaz, mind a (D; + k) \ £
halmaz végtelen. Ezen tételnek Hegyvari egy messzemend altalanositasat
adja: nala nem csak egy E halmaz illetve a komplementere metsz bele az
egyik osztaly egy eltoltjaba, hanem t6bb, elére megadott stirtiségli halmaz
teszi ezt, és nem csak egy eltolttal, hanem egy Hilbert kocka barmely elemével
torténd eltolttal.

A mésodik alfejezetben vizsgalt kérdések szintén nevezetes, Sarkozy al-
tal felvetett problémékhoz kapcsolodnak. Sarkozy a kovetkezs problémét
fogalmazta meg. Adott k esetén hatarozzuk meg azt a legkisebb ¢t = t(k)
szamot, melyre teljesiil, hogy a négyzetszamok tetszéleges k-szinezése esetén
barmely elég nagy pozitiv egész elGall legfeljebb ¢ darab azonos szind négy-
zetszam Osszegeként. Séarkozy négyzetszamok helyett primekkel is hasonld
kérdést fogalmazott meg. Sarkozy egy modszerét tovabbfejlesztve, Hegyvé-
rinak (Hennecarttal kozosen) erre az értékre mindkét esetben sikertilt mind
als6, mind felss korlatot adnia (melyek nagységrendileg kozel allnak egymas-
hoz). A problémakor vizsgalatdhoz azdta tobben is csatlakoztak (példaul
Akhilesh, Ramana, Ramaré és Chen).

Megszoritott dsszegek. Ezen fejezet kiindulopontja Burr és Erdds kovetkezd

problémaja. Tegyiik fel, hogy az a3 < ay < ... sorozat egy k-ad rendi
aszimptotikus bazis. Legyenek b; < by < ... azon egészek, melyek el6-

allnak legfeljebb k£ darab kiillonbozd a; Osszegeként. Igaz-e, hogy ekkor
limsup(b;11 — b;) < 0o? Hegyvari (Hennecart és Plagne tarsszerzéségével)
megmutatta, hogy k = 2 esetén a valasz pozitiv (és limsup(b;+1 — b;) < 2),
k > 2 esetén azonban negativ. Az utobbi allitast explicit ellenpélda konstru-
alasaval igazoltak. A fejezetben a szerzé Erdds és Graham kovetkezd két kér-
dését is megvalaszolja: igaz-e, hogy ha az A halmaz rendje r, akkor r x A (az
A elemeibdl képzett r-tagu korlatozott dsszeghalmaz) pozitiv also stirtség;
illetve ha sA felsd stirtisége pozitiv, akkor az s x A halmazé is az? Val6jaban



a kérdezetteknél altalanosabb Osszefiiggést igazolnak: megmutatjik, hogy
h x A also stirtisége hA also stirtiségének egy explicit (csak h-t6l fiiggd) kons-
tansszorosaval alulrol korlatozhato. Emellett azt is igazoljak, hogy |A| > 2
esetén [(24) \ (2 x A)| ,kicsi”. Megemlitem még, hogy az alfejezet masodik
feléeben Hegyvari teljes (complete) és részteljes (subcomplete) sorozatokrol is
szot ejt. Mivel azonban itt bizonyitasokat nem kozol, igy ezekrsl az ered-
ményekrdl részletesen én sem frok. Csupan azt emlitem meg, hogy Hegyvari
egy Erdds-sejtésre vonatkozo részeredményére illetve bizonyitasanak modsze-
reire a késGbbiekben a sejtés teljes megoldasakor Szemerédi és Vu jelentGsen
tamaszkodott.

Expander és lefedd polinomok. Egy F, feletti kétvaltozos F'(x,y) polinomot
(leegyszertisitve fogalmazva) expander polinomnak neveziink, ha barmely
c1p® nagysagi A, B halmaz esetén |F(A, B)| nagysaga cop®™; itt € = () az
in. expanzids mérték. Az ilyen tipusii polinomokat sokan vizsgaltdk. Meg-
emlitendd, hogy Bourgain, Katz és Tao egy tétele alapjan ilyen tulajdonsagu
héromvaltozos polinom kénnyen konstrudlhato, igy az igazan érdekes problé-
mat a kétvaltozos eset jelenti. Az els6 példa, nevezetesen F(z,y) = 2% + xy,
Bourgaintdl szarmazik, ineffektiv expanzios mértékkel. Hegyvari (Hennecart-
tal kozosen) els6ként adott példat expander polinomok egy végtelen oszté-
lyara, megmutatva, hogy ha f, g egész egyiitthatos polinomok, és f(x) és z*
affin fiiggetlenek, akkor F(z,y) = f(z) + 2%g(y) expander polinom. Emel-
lett F'(x,y) expanzios mértékére is effektiv also korlatot adtak. Modszeriik
tobbek kozott Bourgain, Katz és Tao illetve Vinh F illetve Fi-beli illeszked6
pontok és egyenesek illetve hipersikok szamara vonatkozo6 becslésein alapszik.
Hegyvariék bevezették a teljes expander fogalmat is: azok a polinomok ilye-
nek, melyekre a fenti tulajdonsag egy I halmazhoz (tipikusan intervallumhoz)
tartozo Osszes a értékre érvényes. Ezzel kapcsolatban Shkredov egy tételéhez
kapcsolodoan megmutattak, hogy az (1/2, 1) intervallumon Bourgain eredeti
polinomja nem teljes expander.

Szintén ebben a fejezetben Sérkozy egy nevezetes tételével illetve problé-
méajaval kapcsolatos eredmények is szerepelnek. Sarkdzy megmutatta, hogy
ha A,B,C,D C F, és |A||B||C||D| > p*, akkor az a +b = cd (a € A,b €
B,c € C,d € D) egyenlet megoldhaté. Hegyvari (részben Hennecarttal ko-
zOsen) igazolta a tétel kiilonbozd altalanositasait, példaul a + b = F(c, d)
alakt egyenletekre, ahol F' adott alaki polinom. Ezek az eredmények szo-
ros kapcsolatban allnak az un. lefedd polinomokkal is. Végiil megemlitem,
hogy a tézisfiizet 20. oldalan és 21. oldalanak tetején szerepld részeket (koz-
tiik Hegyvari egy tételét illetve annak egy kovetkezményét) a disszertacioban
nem talaltam. (Bar példaul Vinogradov emlitett eredménye, mas formaban,
a disszertacio 80. oldalan megjelenik.) Igy ezekrél természetesen nem szolok.



Struktira tételek Heisenberg csoportokban. A Heisenberg csoportokat bizo-
nyos primtestek feletti 3 x 3 tipusu fels§ triangularis matrixok alkotjak. A
szerzG kutatasainak motivacidja az volt, hogy bar sokan vizsgalték ilyen ti-
pust csoportok részhalmazainak szorzatait az expander tulajdonsag szem-
pontjabol (megemlithetjiik példaul Helfgott vagy Babai, Nikolov és Pyber
eredményeit), strukturalis vizsgalatokra a kordbbiakban nem keriilt sor. Hegy-
vari (Hennecarttal kozosen) ilyen jellegii eredményeket igazolt. Nevezetesen,
megmutattik, hogy ha B egy ,elég nagy” (nagyjabol |H,[>/* elemt) tégla
H,-ben (a 2n + 1 dimenzioés Heisenberg csoportban), akkor B - B legalabb
|B|/p mellékosztalyt tartalmaz egy nemtrividlis G részcsoport szerint - ez
azonban nem feltétleniil igaz, ha B ,mérete” csupan |H,|*/? koriili.

Osszegzésként, véleményem szerint formai szempontbél a disszertacio
igen sok (a korabbiakban részletezett) kivannivalot hagy maga utan. Ugyan-
akkor tartalmi szempontbol megallapithatd, hogy Hegyvari a kombina-
torikus szamelmélet homlokterébe tartozo6, fontos, mély problémékat vizs-
gal, és nyer ezekre vonatkozo lényeges, 1j eredményeket. Modszerei tobb
klasszikus technikat 6tvoznek; ugyanakkor tobbszor tjszerid megkozelitést is
alkalmaz. Eredményeit neves matematikusok (koztiik Erdds, Ruzsa, Sarkozy,
Shkredov, Shparlinski, Szemerédi, Tao és mésok) munkajahoz kapcsolédoan,
esetenként veliik egyiittmiikodve éri el; tételei tobb esetben inspiraljak a to-
vabbi kutatasokat. Igy a fentick alapjan hatarozottan javaslom a nyilvanos
vita lefolytatéasat, illetve (sikeres védés esetén) Hegyvari Norbert szaméara az
»MTA doktora” cim odaitélést.

A szerz6hoz az alabbi kérdéseket fogalmazom meg.

1. kérdés. Amint azt kordbban emlitettem, Sarkozy ,szinezett” négyzetsza-
mokkal illetve primszamokkal torténd elGallitasokra vonatkozoé probléméjanal
a Hi(Q) és Hk(P) értékekre nyert also illetve felss korlatok nagysagrendileg
kozel allnak egymashoz. Ugyanakkor a koztiik 1év6 ,,hézag” még szamotteve.
Lat-e lehetGséget arra, hogy a jelenlegi modszerekkel ez a hézag sziikithetd,
esetleg (lényegében) teljesen eltiintethets?

2. kérdés. Széamomra ugy tlinik, hogy azon polinomosztéaly, melyekrél az
irodalomban eddigiekben sikeriilt igazolni az expander tulajdonsagot, meg-
lehetdsen sziik. Ennek mi az oka? Az varhato, hogy ez a tulajdonsag ,ritka”,
és csak valamilyen specialis tipustu polinomcsalddokra all fenn, vagy csupan
a tulajdonsig igazolasa nehéz, ezért szik az ismert lista?

Debrecen, 2018. aprilis 9.
(Dr. Hajdu Lajos)

az MTA doktora



