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Bevezetés

A disszertacio célja, hogy kapcsolatokat mutasson be a matematika két latszolag tavoli aga,
a halmazelmélet és az analizis kozott. Az els§ fejezetben ez a kapcsolat még klasszikus, hi-
szen a fejezet téméja a leir6 halmazelmélet, amely halmazelmélet és az analizis hatartertile-
te. Azonban a masodik fejezetben mar szamos tujszeri kapcsolatot mutatunk be. Néhany-
szor Hausdorff-mértékekrsl szolo kérdésekrdl deriil ki, hogy fiiggetlenek a matematika szoka-
sos Zermelo-Fraenkel-axiomarendszerétsl (ZFC'), maskor Hausdorff-mértékekrdl szolo kérdések
megoldasa igényel halmazelméleti technikédkat, egy esetben pedig egy halmazelméleti problémat
oldunk meg Hausdorff-mértékek segitségével.
A fejezetek, definiciok és tételek szamozasa koveti a disszertaciobeli szamozést.

Jelolések és alapfogalmak

Legyen X = (X, 7) = (X, 7(X)) egy lengyel tér, azaz egy szeparabilis topologikus tér, melynek
topologiaja teljes metrikdaval indukalhaté. Definialjuk transzfinit rekurzioval X részhalmazainak
&-ik additiv, multiplikativ és ambigus Borel-osztdlyait a kovetkezGképpen.

»{(X) = 7 = a nyilt halmazok rendszere,

& > 1 esetén
Hg(X) ={X\H:HEe¢ Zg(X)},

& > 1 esetén
X)) = {UZ H; : Vi Hy € Uy IT) (X))}

Végiil, € > 1 esetén
Ag(X) = Eg(X) N Hg(X).

Ha nem vezet félreértéshez, az X-et elhagyjuk a jelolésbsl. Jol ismert, hogy ez a hierar-
chia, melyet Borel-hierarchidnak neveznek, w lépésben stabilizalodik: 30 (X) = II, (X) =
a Borel-halmazok osztalya.

Peéldaul, A € AY pontosan akkor, ha A egyszerre F, (zart halmazok egy sorozatanak unioja)
és Gy (nyilt halmazok egy sorozatanak metszete).

Térjiink most ra a Borel-fliggvényekre. Egy f : X — R fliggvény esetén legyen f € By(X) ha
[ folytonos, és & > 1 esetén legyen f € Be(X) ha létezik (f;);o; C Up<eB3,;(X) amely pontonként
konvergél f-hez. Ebben az esetben f-et Baire ¢ fiiggvénynek nevezziik. Ha nem vezet félreér-
téshez, az X-et elhagyjuk a jelolésbdl. Ismert, hogy ez a hierarchia, melyet Baire-hierarchianak
neveznek, wy 1épésben stabilizalodik: B,, = a Borel-mérhets fiiggvények osztalya.

Egy f: X — Rés ce Resetén legyen {f < c} ={z € X : f(x) < ¢}. Hasonl6an hasznaljuk
a{f>ch {f <c},{f>c}, {f=c}and {f # ¢} jeloléseket is. Ismert, hogy f pontosan akkor
Baire ¢, ha minden nyilt halmaz Gsképe 3¢, ,-beli, ekvivalensen, ha {f < c} és {f > ¢} ¢, -beli
minden ¢ € R-re.

Specialisan, f Baire 1 pontosan akkor, ha folytonos fiiggvények pontonkénti limesze, ekviva-
lensen, ha minden nyilt halmaz Gsképe 29-beli, ekvivalensen, ha {f < ¢} és {f > ¢} X)-beli
minden ¢ € R-re. Ebbdl konnyen lathato, hogy egy x4 karakterisztikus fiiggvény pontosan akkor
Baire 1, ha A € AY.

Egy halmaz analitikus, ha egy lengyel tér egy Borel-részhalmazénak folytonos képe, és ko-
analitikus, ha komplementere analitikus. Egy halmaz univerzdlisan mérhetd, ha mérheté minden
valoszintiségi Borel-mérték teljessé tételére nézve. Ismert, hogy az analitikus és a koanalitikus
halmazok univerzéalisan mérhetGek.
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Rogzitsiink most egy d kompatibilis teljes metrikat X-en. Jelolje K(X) az X tér nemiires
kompakt részhalmazainak rendszerét, és lassuk ezt el a Hausdorff-metrikaval, azaz K, Ky € K(X)

esetén legyen
dH(Kl,KQ) = inf{a : Kl C UE(KQ), K2 C UE(Kl)}’

ahol U.(H) = {x € X : Jy € H d(x,y) < e}. Ismert, hogy ha X lengyel, akkor K(X) is az,
valamint, hogy X kompaktsaga ekvivalens IC(X) kompaktsagaval.

Egy H halmaz esetén jelolje H, |H|, valamint H¢ a H halmaz lezartjat, szamossagat, valamint
komplementerét. Ahogy a halmazelméletben szokasos, a rendszamokat azonositjuk a kisebb
rendszamok halmazaval, specidlisan 2 = {0,1}. A kontinuum szamossagot 2¥-val vagy c-vel
jeloljiik.

Legyen 7 egy o-idedl egy X lengyel téren, azaz X részhalmazainak egy nemiires rendszere,
amely zart a részhalmazképzésre és a megszamlalhato uniora, valamint nem tartalmazza X-et. A
zok rendszere (egy halmaz sehol sem sird, ha nem siird egyetlen nemiires nyilt halmazban sem,
és elsd kategoridju, ha elgall sehol sem stirid halmazok egy sorozatanak uniojaként). Definialjuk
egy I o-ideal négy legfontosabb szamossaginvariansat a kdvetkezsképpen:

(Z) = min{|A|: ACZ,JA¢TI},
cov(Z) = min{|A|: ACZ,JA= X},
(Z) = min{|H|: HC X,H ¢TI},
cof(Z) = min{|]A|: ACZ, VI€Z3IAec A 1C A}

Ezeket T additivitdsdnak, fedési szamdnak, uniformitdsanak €s kofinalitdsinak nevezziik.
A A C R" halmaz r-dimenzids Hausdorff-mértékét a kovetkez6képpen definiéljuk:

H"(A) = lim Hj(A), ahol

0—0+
H5(A) = inf {Z(diam(Ak))T A C U Ag, Vk diam(Ay) < 5} ,
k=0 k=0

Egy A halmaz Hausdorff-dimenzidja
dimpy(A) = inf{r : H"(A) = 0}.

Ha g : [0,00) — [0, 00) egy nemcsokkend fiiggvény, melyre g(0) = 0, akkor a g sulyfiiggvényhez
tartozd dltaldnositott Hausdorff-mértéket ugy definialjuk, hogy a fenti képletben (diam(A))"-t
g(diam(Ay))-val helyettesitjiik. Ezt a mértéket H9-vel jeloljiik.

Egy halmaz perfekt, ha zart és nincs izolalt pontja. Lengyel terekben a nemiires perfekt
halmazok kontinuum szamossaguak.

1. Leir6 halmazelmélet

1.1. Baire 1 fiiggvények linearisan rendezett csaladjai

Legyen F(X) egy X lengyel téren definialt valos értéki fiiggvények egy osztalya, példaul C(X),
a folytonos fliggvények halmaza. Ezen a fiiggvénytéren a természetes parcialis rendezés a <,
pontonkénti rendezés, azaz f <, g pontosan akkor, ha f(x) < g¢g(x) minden x € X -re, és
f(z) < g(z) legalabb egy # € X-re. Ennek a részbenrendezett halmaznak a szerkezete sok
érdekes informéaciot hordoz a fliggvények tulajdonsagairdl, ezért nagyon sokat vizsgalt objektum.
Egy részbenrendezett halmaz struktirajanak megértéséhez a legelss 1épés a linearisan rendezett
részek rendtipusainak megértése.
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Legyen péeldaul X = [0, 1] és F(X) = C([0, 1]). Jol ismert, hogy ekkor a linearisan rendezett
részek lehetséges rendtipusai pontosan a valos rendtipusok (azaz R részhalmazainak rendtipu-
sai). Valoban, a valés rendtipusokat mar konstans fiiggvényekkel is megvalosithatjuk, és ha
L C C([0,1]) egy linearisan rendezett fiiggvénycsalad, akkor (a folytonossag miatt) az f +— fol f
leképezés szigorian monoton moédon képezi L-et a valos szamokba.

A kovetkezs természetes kérdés a Lebesgue-mérhets fiiggvények osztalya. Azonban konnyt
latni, hogy a mérhetéség nem jelent valodi megszoritéast. Valoban, legyen £ egy linearisan ren-
dezett fiiggvénycsalad tetszdleges fiiggvényekbdl, ¢ : R — R pedig egy leképezés, ami a Cantor-
halmazt raképezi R-re, és 0 a Cantor-halmazon kiviil, ekkor f +— f o ¢ egy szigorian monoton
leképezése L-nek a Lebesgue-mérhets fliggvények osztalyaba.

Ezért a jo kérdés a Borel-mérhetd fliggvények osztalya. Azonban Komjath P. [35] megmutatta,
hogy fiiggetlen Z F'C-t6l, hogy van-e Borel-mérhetd fiiggvényekbdl allo wy tipust sorozat.

Ezért tehat a Borel-mérhet§ fiiggvények alosztélyaira kell szoritkoznunk, tekintsiik tehéat a
Baire-hierarchiat. Komjath valojaban azt bizonyitotta, hogy a fenti eredményében Borel-mérhetd
helyett Baire 2-t is mondhatunk, igy az egyetlen nyitva maradt kérdés a Baire 1 eset. Itt megje-
gyeznénk, hogy a Baire 1 fiiggvények kozponti szerepet jatszanak a matematika szamos agaban,
melyek koziil is kiemelkedik a Banach-terek elmélete, lasd pl. [1, [30].

A 70-es években vetette fel Laczkovich M. [38] a kovetkezs problémat:

1.1.1. Probléma. Karakteriziljuk (B1(X), <,) linedrisan rendezett részeinek lehetséges rendti-
pusait!

Hasznalni fogjuk a kovetkezs jeloléseket:

1.1.2. Definicié. Legyenek (P, <p) és (Q), <) részbenrendezett halmazok. Azt mondjuk, hogy
P bedgyazhato (Q-ba, ha létezik egy ® : P — @ leképezés tugy, hogy p,q € P, p <p q esetén
D(p) <g P(q). Ezt (P, <p) — (Q,<g)-val jeloljik. (Megjegyezziik, hogy egy bedgyazas nem
feltétlentil injektiv, azonban egy linedrisan rendezett halmaz bedgyazéasa sziikségképpen injektiv,
azaz rendezés-izomorfizmus.) Ha (L, <) egy linearis rendezés, és (L, <) — (Q, <g), akkor azt
is mondjuk, hogy L reprezentdlhato Q)-ban.

Valahanyszor (P, <p) rendezése vilagos a kontextusbol, egyszertien csak P-t frunk. Emellett,
ha -t nem adjuk meg konkrétan, a ,reprezentalhatd” sz6 azt fogja jelenteni, hogy reprezentalhato
Q = B1(X)-ben.

Az els6 eredmény, ami kapcsolodik Laczkovich probléméajéhoz, K. Kuratowski egy &srégi
tétele. Azt mutatta meg, hogy wy,w; < B1(X), azaz nincsenek w; tipusu szigortian noévé, illetve
szigoruan fogyo Baire 1 fliggvényekbdl allo sorozatok [37, §24. T11.2.].

Hihetének tiint az a sejtés, hogy ez az egyetlen megkotés, azaz minden lineéris rendezés,
amely nem tartalmaz w; és w; tipusu részt, reprezentalhatd Bi(R)-ben. Elgszor, Gerlits J. és
Petruska Gy. egy kérdésére valaszolva Komjath P. [35] konzisztens ellenpéldat adott erre a sejtésre,
hiszen megmutatta, hogy Szuszlin-egyenes nem reprezentalhato Bi(R)-ben. (Szuszlin-egyenesnek
olyan nemszeparabilis rendezett halmazt neveziink, amely nem tartalmaz diszjunkt nemelfajuléd
intervallumokbol all6 megszamlalhatonal nagyobb rendszert. Szuszlin-egyenes létezése fiiggetlen
ZFC-t6l.) Komjath rovid és elegans bizonyitasa forszolast hasznél, ami a halmazelmélet egy
nagyon kevesek altal értett technikdja. Ezért Laczkovich felvetette, hogy van-e forszolasmentes
bizonyitas is.

Steprans-szal [17] sikeriilt erdsiteniink Komjath eredményét, ugyanis megmutattuk, hogy van
ZFC ellenpélda is a fenti sejtésre. A mésik iranyban pedig azt igazoltuk, hogy konzisztens, hogy
a kontinuum nagy, és igaz a sejtés kontinuumnal kisebb szdmosségu rendezésekre.

Fontos kérdés, hogy mennyire fligg ez a kérdéskor az X lengyel tértsl. A [12] cikkben meg-
mutattam, hogy ha X és Y két nem megszamlalhaté o-kompakt, vagy két nem o-kompakt len-
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gyel tér, akkor pontosan ugyanazok a linearis rendezések agyazhatok be By (X)-be mint B;(Y)-
ba. Megkérdeztem, hogy igaz-e ez akkor is, ha X nem megszamlalhaté o-kompakt, Y pedig
nem o-kompakt lengyel terek. Emellett azt is kérdeztem, hogy ugyanazok a lineéaris rendezések
reprezentalhatoak-e Baire 1 fliggvényekkel, mint Baire 1 karakterisztikus fliggvényekkel. Vegytik
észre, hogy egy xa karakterisztikus fiiggvény pontosan akkor Baire 1, ha A € AY(X). To-
vabba, xa <, xg <= A G B, tehat a kérdés az, hogy L — (B1(X), <,)-bol kévetkezik-e
L — (Ag(X ), G). Végezetiil azt is megkérdeztem, hogy reprezentalhato linearis rendezések dup-
lazottjai és teljessé tételei is reprezentalhatoak-e, ahol L duplazottja L x {0,1} a lexikografikus
rendezéssel.

A fejezet £6 eredménye egy teljes megoldas az [I.1.1} Probléméara. Kovetkezményként pedig az
Osszes fenti kérdést megvélaszoljuk. A megoldas soran egy univerzdlis Baire 1 rendezést konstrué-
lunk, azaz egy olyan reprezentalhaté linearis rendezést, amelybe minden reprezentalhato linearis
rendezés beagyazhatd. Természetesen egy ilyen konstrukcié csak akkor szolgaltat hasznalhato
karakterizaciot, ha elegendGen egyszert szerkezetd. Kzt azzal tamasztjuk ala, hogy segitségé-
vel megoldjuk az Osszes fenti problémat, és az ismert eredményekre (példaul Komjath forszolast
hasznalo bizonyitasara) is 1j, egyszeriibb bizonyitasokat adunk.

Az univerzalis rendezést a kovetkezSképpen definialjuk:

1.1.3.Definicié. Jeldlje [0, 1]3' a [0, 1]-beli szigortian fogyo, 0-ra végzdds (transzfinit) sorozatok
halmazat. Legyenek 7 = (2q)a<e, T’ = (2),)acer € [0,1]7" kiilonbozdek, és legyen § a minimélis

rendszam, amelyre x5 # x%. Azt mondjuk, hogy
(Ta)a<e <attler (Th)a<er <= (0 paros és x5 < x5) vagy ( paratlan és x5 > xf).
Most mér meg tudjuk fogalmazni a fejezet {6 eredményét.

1.1.4.Tétel. Legyen X egy nem megszdmlalhato lengyel tér, (L, <) pedig egy linedrisan rendezett
halmaz. A kovetkezdk ekvivalensek:

(1) (L, <) = (Bi(X), <p),
(2) (L, <) — ([07 1]iu(1)17 <altlem)~
Valgjaban (B1(X), <) €s ([0, 1X5', <atea) kolcsondsen bedgyazhatik egymdsba.

Ennek a tételnek a segitségével minden Bi(X) linearisan rendezett részeirsl szolo kérdés le-
fordithatd egy végtelen kombinatorikai probléméara. Ezen az tton konnyebb, j bizonyitéasokat
adtunk az Osszes ismert eredményre (beleértve egy forszolasmentes bizonyitast Komjath tételére),
valamint megvalaszoltuk az Gsszes fent emlitett kérdést.

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [21I] cikkben talalhatoak.

1.2. Haar-null halmazok lengyel csoportokban

A lengyel csoportok az utébbi idében kozponti szerepet toltenek be a leiré halmazelméletben.
Ennek a fejezetnek a témaja a Lebesgue-null halmaz fogalmanak egy altaldnositésa lengyel cso-
portokra.

Legyen G egy lengyel csoport, amirdl az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy Abel. A cso-
portmiiveletet +, a neutralis elemet 0 jeloli. Birkhoff és Kakutani egy jol ismert eredménye, hogy
minden metrizalhaté csoporton van kompatibilis bal-invarians metrika, ami Abel esetben termé-
szetesen kétoldali-invarians. Az is jol ismert, hogy egy kétoldali-invaridns kompatibilis metrika
egy lengyel téren automatikusan teljes. Igy rogzithetiink G-n egy d teljes invarians metrikat.

Ha G lokalisan kompakt, akkor létezik Haar-mérték G, azaz egy regularis invarians Borel-
mérték, ami véges a kompakt halmazokon, és pozitiv a nemiires nyilt halmazokon. Ez a mérték
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(mely pozitiv konstans szorzo erejéig egyértelmii) alapvets szerepet jatszik a lokalisan kompakt
csoportok vizsgalataban. De sajnos jol ismert, hogy nem lokalisan kompakt csoportokon nincs
Haar-mérték. Azonban szerencsére a Haar-null halmaz fogalmanak van egy nagyon szép altalé-
nositasa. A kovetkezd definicié Christensentdl szarmazik [6]:

1.2.1. Definici6. Egy A C G halmazt Haar-nullnak neveziink, ha létezik egy B O A Borel-
halmaz és egy p valoszintiségi Borel-mérték G-n gy, hogy u(B + ¢g) = 0 minden g € G-re.

Christensen megmutatta, hogy a Haar-null halmazok o-idealt alkotnak, illetve, hogy lokalisan
kompakt esetben a Haar-null halmazok egybeesnek a Haar-mérték szerint nullmértékd halma-
zokkal. Az elmult két évtizedben ez a fogalom nagyon hasznosnak bizonyult kivételes halmazok
vizsgalatahoz olyan témakban mint az analizis, a funkcionalanalizis, a dinamikai rendszerek, a
geometriai mértékelmélet, a csoportelmélet és a leird halmazelmélet.

Emiatt fontos megérteniink ennek a o-idealnak az alapvets tulajdonsédgait, példaul a Fubini-
tétel analogjait, az igynevezett ccc-séget, és minden mas hasonlosidgot és kiillonbséget a lokélisan
kompakt és az altalanos eset kozott.

Egy ilyen kérdésre példa a kovetkezd nagyon természetes probléma, ami Mycielski hires cik-
kében [40] az 1-es sorszamu probléma volt t6bb, mint 25 évvel ezel6tt:

1.2.2.Kérdés. (J. Mycielski) Befedhetd-e minden Haar-null halmaz G5 Haar-null halmazzal?

Konnyt latni a regularitédst hasznélva, hogy a vélasz igenld a lokalisan kompakt esetben.
A fejezet els6 6 eredménye egy ellenpélda erre a kérdésre:

1.2.3. Tétel. Ha G egy nem lokdlisan kompakt lengyel Abel csoport, akkor létezik eqy B C G
(Borel) Haar-null hamaz, ami nem fedhetd be Gs Haar-null halmazzal.

Valojaban G helyett barmilyen magas Borel-osztaly irhato:

1.2.4. Tétel. Ha G egy nem lokdlisan kompakt lengyel Abel csoport és 1 < & < wq, akkor létezik
eqy B C G (Borel) Haar-null hamaz, ami nem fedhetd be Hg Haar-null halmazzal.

Konnyt kévetkezményként adodik a kovetkezo:

1.2.5.Ko6vetkezmény. Ha G eqy nem lokdlisan kompakt lengyel Abel csoport, akkor a Haar-null
halmazok o-idedljanak additivitisa wy.

A kovetkezd kérdés megfogalmazasdhoz sziikségiink van a Haar-null fogalom egy modositott

forméjara is. Szamos szerzé a B halmaz Borelsége helyett csupan univerzalis mérhetéséget tesz
fel.

1.2.6.Definici6. Egy A C G halmazt dltaldnositott Haar-nullnak neveziink, ha létezik egy B D
A univerzélisan mérhet6 halmaz és egy u valoszintiségi Borel-mérték G-n tugy, hogy u(B+g) =0
minden g € G-re.

A legtobb alkalmazésban A Borel, igy a két fenti definicié ekvivalens. A kdvetkezs kérdés
Fremlin hires problémalistajarol valo [27]:

1.2.7.Kérdés. (D. H. Fremlin, Problem GP) Igaz-e, hogy minden dltaldnositott Haar-null hal-
maz Haar-null?

Itt szamos részeredmény ismert volt, melyek azt mutattéak, hogy a negativ valasz konzisztens.
A fejezet masodik f6 eredménye egy teljes (azaz ZFC-beli) valasz a problémara:
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1.2.8. Tétel. Nem minden dltaldnositott Haar-null halmaz Haar-null. Pontosabban, ha G egy
nem lokdlisan kompakt lengyel Abel csoport, akkor létezik eqy koanalitikus P C G dltaldnositott
Haar-null halmaz, amely nem Haar-null.

Mivel S. Solecki [49] belatta, hogy az analitikus altalanositott Haar-null halmazok Haar-
nulladk, az eredmény optimaélis.

A fejezet harmadik problémaja szintén Fremlin listdjarol szarmazik. Az FC Probléma egyik
fele lényegében a kovetkez6t kérdezte:

1.2.9. Probléma. Elhagyhato-e a B Borel-halmaz a Haar-null halmaz definiciojabol?

Fremlin megjegyezte, hogy itt is konzisztens a negativ valasz. A fejezet harmadik & ered-
ménye egy ZF'C-beli ellenpélda konstrukcidja R-ben, ahol meglepd moédon a bizonyitas soran
felbukkannak a fraktaldimenziok!

1.2.10. Tétel. Az[1.2.9. Problémdra létezik ellenpélda R-ben, azaz van olyan X C R halmaz,
amelyre \(X) > 0, de létezik eqy p valdsziniségi Borel-mérték vigy, hogy pu(X +t) = 0 minden
t € R-re.

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [22] [18] cikkekben talalhatoak.

1.3. Rangok a Baire ¢ fliggvényeken

Jol ismert, hogy egy f fiiggvény pontosan akkor Baire 1, ha folytonos fliggvények pontonkénti
limesze, ekvivalensen, ha minden nyilt halmaz 6sképe F,, ekvivalensen, ha minden nemiires zart
halmazra megszoritva létezik relativ folytonossagi pontja. A Baire 1 fliggvények vizsgalatanak
alapvets eszkozei a rangfiiggvények, azaz olyan leképezések, amelyek megszamlalhato rendszamo-
kat rendelnek a Baire 1 fiiggvényekhez, ezzel tipikusan a bonyolultsagukat leirva. A. S. Kechris és
A. Louveau, a leir6 halmazelmélet talan legnagyobb é16 alakjai [34] cikkiikben kidolgoztak harom
alapvetd fontossagu Baire 1 rang elméletét, melyeket a-val, 5-val és ~-val jeloltek. A definiciok
hosszadalmasak és technikaiak, igy itt csak annyit jegyziink meg, hogy a Baire 1 fiiggvények
talanositasuk a Baire & esetre.
Igy a kovetkezd természetes, &m nem tul preciz kérdés vetddik fel:

1.3.1.Kérdés. Altaldnosithaté-e Kechris és Louveau elmélete Baire & fiigguényekre?

Valojaban ennek a kérdésnek egy teljesen preciz verzidjat vetettiik fel Laczkovich Miklossal
[15]. Az eredeti motivaci6 a paradox geometriai atdarabolasok elméletébdl szarmazott, ahol
kideriilt, hogy bizonyos differencia-egyenletrendszerek megoldésainak regularitédsa jatszik fontos
szerepet.

1.3.6. Definicio. Egy F fiiggvényosztaly megoldhatosdgi szdimossdga az a legkisebb k szémos-
sag, amelyre teljesiil, hogy ha egy differencia-egyenletrendszer minden x-nal kisebb szamossagu
részrendszerének van F-beli megoldasa, akkor az egész rendszernek is van F-beli megoldasa. Jele

sc(F).

Tovabbi informaciéért rangokrol, megoldhatosagi szamossagokrol, differencia-egyenletrend-
szerekrsl és paradox atdarabolasokrol lasd a [15] cikket és az ottani referencidkat.
Az el6z6 kérdés megvélaszolasahoz az alabbi kérdésre volt sziikség.

1.3.7.Kérdeés. Altalinosithaté-e Kechris és Louveau elmélete a kompakt metrikus alapterek ese-
térdl az dltaldnos lengyel alapterek esetére?
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Fejezetiink {6 eredménye egy pozitiv valasz ezekre a kérdésekre.
1.3.8.Tétel. Az[1.5.] és az[1.3.7]. Kérdésekre igenld a vdlasz.

A bizonyitas a leir6 halmazelmélet egyik leghatékonyabb, igen technikas eszkozét, a topologia-
finomitasok modszerét hasznalja.

Ebbdl hosszadalmas, bar viszonylag egyszert kévetkezményként valasz adodott egy [15]-ben
felvetett kérdésre.

1.3.9. K6vetkezmény. sc(B:) > wa, 19y a Kontinuum Hipotézis mellett sc(Be) = wy minden
2 <€ <w-re.

Emellett megvizsgaltuk azt a nagyon érdekes jelenséget is, hogy a természetesen ad6do rang-
definiciok (pl. amik a kisebb Baire-osztéalyu fliggvények limeszeibdl adodnak), meglepé modon
korlatosak wq-ben!

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [14] cikkben talalhatoak.

1.4. Ki tudjuk-e valasztani a Borel-burkokat monoton médon?
Jelolje NV, L, B és G5 a Lebesgue-null, Lebesgue-mérhets, Borel és G5 részhalmazait [0, 1]-nek.
Legyen A\(A) az A halmaz Lebesgue-mértéke, ha A nem mérhets, A Lebesgue-féle kiils§ mértéke.
1.4.1. Definici6. Egy A C [0,1] halmaznak egy H C [0,1] halmaz egy burka, ha H D A és
AH) = AA).

A mérték regularitdsabol konnyen lathato, hogy minden halmaznak van Borel, s6t G5 burka.

Természetes kérdés, hogy ,nagyobb halmazoknak nagyobb-e a burka”. (Az eredeti motivéaciot
lasd késsbb.)

1.4.2. Definici6. Legyenek D, H C P([0,1]) halmazosztalyok (tipikusan D = N vagy L és
‘H = B vagy Gs5). Ha van egy olyan ¢ : D — H leképezés, amelyre

1. minden D € D -re ¢(D) egy burka D-nek,
2. minden D C D’ esetén (D) C o(D'),

akkor azt mondjuk, hogy van monoton H-burok D-n.
A fejezetben a kovetkezd négy kérdést vizsgaljuk:

1.4.3.Kérdés. Legyen D = N wvagy L és H = B vagy Gs. Van-e monoton H-burok D-n?
A kérdések eredeti motivacioja a kdvetkezs kérdés volt:

1.4.4.Kérdés. (Gyenes Z. és Palvélgyi D. [29]) Legyen C C L halmazok eqy ldnca, azaz tegyiik
fel, hogy minden C,C" € C-re C C C" vagy C' C C. Létezik-e monoton B vagy Gs-burok C-n?

1.4.5. Megjegyzés. Emellett tovabbi motivaciot jelent, hogy a kérdés nagyon szorosan kapcso-
lodik az tgynevezett liftingek elméletéhez is.

A kovetkezd két tétel kimondja, hogy a kérdés mind a négy verzidja fiiggetlen Z FC-t6l.
1.4.6. Tétel. Van olyan modellje Z FC-nek, amelyben nincs monoton Borel-burok N -en.
1.4.7.Tétel. Van olyan modellje Z F'C-nek, amelyben van monoton Gs burok L-en.

A masodik eredményt és az els6 eredmény bizonyitasat kombinalva kapjuk a kovetkezdt:
1.4.8. Kovetkezmény. Gyenes és Palvolgy: kérdése is figgetlen Z FC-tdl.

Megemlitjiik, hogy az eredményekben [0, 1] helyett irhatnank R™-et, vagy akar egy nem meg-
szamlalhato lengyel teret ellatva egy nemnulla o-véges folytonos Borel-mértékkel.

Kiemelnénk, hogy ezt a kérdéskort S. Shelah, a legnagyobb él6 halmazelmélész két cikkben
fejlesztette tovabb [47, 25].

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [16] cikkben talalhatoak.

7
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2. Halmazelmélet és Hausdorff-mértékek

A kovetkezs fejezetekben a halmazelmélet és az analizis kozotti, az eddigiektdl eltérs jellegt
kapcsolatokat mutatunk be.

2.1. Hausdorff-mértékek szamossaginvariansai

Az els6 probléma azt vizsgalja, hogy hogyan illeszkednek a Hausdorff-mértékek szamossagin-
variansai az ugynevezett Cichon-diagramba. A diagram a halmazelmélet egyik legalapvetébb
objektuma, lasd [2].

2.1.1. Definici6. Legyen 0 < r < n és
N ={HCR":H'(H)=0}.

D. H. Fremlin [20, 534B] igazolta, hogy a kép a kovetkezs. Egy k — A nyil azt jelenti, hogy
k<A

coviN) — cov(N!) — non(M) — cof(M) — cof(N7) = cof(N)

n

T T
[ oo ]
add(N) = addWN!) — add(M) — cov(M) — non(N/) — non(N)

Hérom nyil (azaz egyenl6tlenség) kivételével mindegyikhez ismert volt, hogy talalhato olyan
modellje ZFC-nek, amelyben az egyenl6tlenség szigortu (a N-t nem érint6 egyenlStlenségekhez
lasd [2], non(N) < non(N)-hez pedig lasd [48]).

D. H. Fremlin hires monogréafidjaban feltette a kérdést, hogy a fennmaradé harom egyenlét-
lenség egyike lehet-e szigort.

2.1.2.Kérdés. [20, 5347, Problem (a)] Igaz-e cov(N') = cov(N") ZFC-ben?
Kovetkez6 tételiinkben forszolés segitségével adtuk meg a negativ vélaszt.
2.1.3.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben cov(N) = wy és cov(NT) = ws.

A kovetkezs két tétel pedig teljessé teszi a képet azaltal, hogy az analog eredményeket adja a
fennmarado esetekre. A bizonyitasok ismét forszolast hasznélnak.

2.1.4.Tétel. Van olyan modellje Z FC-nek, amelyben cov(NT) = w; és non(M) = ws.

2.1.5.Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben cov(M) = w; és non(N) = ws.

Alkalmazasként megvalaszoljuk P. Humke és Laczkovich M. [31] egy kérdését. Sierpinski és
Erdss eredményein dolgozva a kdvetkezd definiciot izolaltak:

2.1.6. Definici6. Ha 7 egy o-idedl R-en, akkor a kovetkez§ allitast roviditsiik ugy, hogy
(x)7 <= degy rendezés R-en gy, hogy minden valodi kezdGszelet Z-beli.

Ezt a jelolést hasznalva kérdésiik a kovetkezd:

?

2.1.7.Kérdés. [I1] Kivetkezik-e (¥)n-bol (x),1/2 ¢
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Megjegyezziik, hogy a valasz nyilvanvaldéan pozitiv bizonyos Z F'C' modellekben, mert példaul
a Kontinuum Hipotézis esetén van olyan rendezése R-nek, ami szerint minden valodi kezdszelet
megszamlalhato.

A kovetkezs konnyt észrevételekhez lasd [31]-t.

2.1.8. Allitas. add(Z) = cov(Z) = (¥)7 = cov(Z) < non(Z).
Tehat Humke és Laczkovich kérdéséhez elegendd pozitiv valaszt adni a kovetkezdre:

2.1.9. Kérdés. Van-e olyan modellje ZFC-nek, amelyben add(N) = cov(N) és cov(N}/?) >
non(N;/?)?

A valasz igenl6:

2.1.10. Tétel. Van olyan modellje ZFC-nek, amelyben add(N) = cov(N) és COV(N11/2) >
non(N;/?).

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [20] cikkben talalhatoak.

2.2. Egy kompakt nullhalmaz, amelynek 2“-nal kevesebb eltoltja fedheti
a szamegyenest

Ebben a fejezetben a cov(N') szamossaginvarians bizonyos valtozatait vizsgaljuk. Két természetes
modositas meriil fel, lasd [2, Chapter 2.6 és 2.7]. Az elsé cov*(N), azaz a legkisebb k szadmossag,
amelyre R lefedhetd egy alkalmas nullhalmaz k eltoltjaval. A masodik cov(cN), azaz a legkisebb
k szamossag, amelyre R lefedhet6 x darab kompakt nullhalmazzal. Ismert, hogy két alkalmas
modelljében ZFC-nek cov*(N) < 2¢, illetve cov(eN) < 2¢.

G. Gruenhage tette fel a kérdést, hogy van-e olyan modell is, amelyben egyszerre teljesiil a
két erdsités:

2.2.1.Kérdés. (G. Gruenhage) Van-e olyan modellje Z FC-nek, amelyben cov*(cN') < 2¥, azaz
R lefedhetd eqy alkalmas kompakt nullhalmaz kontinuumndl kevesebb eltoltjaval?

A fejezet {6 célja pozitiv valaszt adni erre a kérdésre. Ehhez elészor meg kell oldanunk (Z FC-
ben) U. B. Darji és Keleti T. egy 6nmagaban is érdekes kapcsolodd problémajat.

Megjegyezziik, hogy a Kontinuum Hipotézis feltételezése mellett kontinuumnal kevesebb null-
halmaz nem fedi a szdmegyenest, igy bizonyos Z F'C-modellekben nincsenek fenti tipusi fedések.
A legérdekesebb kompakt nullhalmaz taldn a Cantor-halmaz. Meglepd moédon Gruenhage meg-
mutatta, hogy most nem segit, lasd [9]. A kérdéskor egy tovabbi motivaciojahoz lasd [2§].

Darji and Keleti [9] Gruenhage kérdésén dolgozva vezették be a kovetkezs definiciot:

2.2.2. Definici6. (Darji - Keleti) Legyen C' C R tetsz6leges. Egy P C R halmazt taninak
neveziink C-hez, ha P nemiires perfekt, és (C' + x) N P minden valos z-re megszamlalhato.

Nyilvanval6 (hiszen a nemiires perfekt halmazok kontinuum szémossaguak), hogy ha egy C
halmazhoz létezik egy P tanu, akkor C-nek kontinuumnél kevesebb eltoltja nem tudja lefedni
P-t, igy R-et sem. Gruenhage lényegében azt mutatta meg, hogy a Cantor-halmazhoz létezik

c s

[44], 24].)

2.2.3. Tétel. (Darji - Keleti) Ho C C R egy kompakt halmaz melynek pakoldsi dimenzidjdra
dim,(C) < 1 dll, akkor létezik tani C-hez, tgy C-nek kontinuumndl kevesebb eltoltja nem fedi
R-et.



dc_1437 17

Felvetették a kovetkezd kérdést, melyre egy pozitiv valasz megoldana Gruenhage kérdését is:
2.2.4.Kérdés. (Darji - Keleti) Van-e tani minden C' C R kompakt nullhalmazhoz?

ElGszor erre a kérdésre vélaszolunk. A kovetkezd halmaz viszonylag ismert a geometriai
mértékelméletben. Tudomasunk szerint el6szor Erdds és Kakutani [23] vizsgaltak.

2.2.5. Definici6. Legyen

CEKz{Z%

n=2

VndnE{O,l,...,n—2}}.

A d,,-ekre gy gondolhatunk, mint szdmjegyekre egy ,névekvs szamrendszerben”. A szokasos
szamrendszerekhez hasonl6an megszamlalhato kivétellel minden x € [0, 1]-nek van egy egyértelmii

felirasa:
T=D 0
n=2
ahol z, € {0,1,...,n—1} minden n = 2,3, ...-ra. (A tobbi szimnak két felirdsa van.) Nem nehéz

latni, hogy Cpk egy kompakt nullhalmaz. Az is igaz, hogy pakolasi és Hausdorff-dimenzi6ja 1.

2.2.6.Tétel. Cgx-nak nincs tanija, azaz minden nemiires perfekt P C R halmazhoz van x € R,
amelyre (Cgx + x) N P nem megszdmldlhato.

Ezt az eredményt, és halmazelméleti eszkozként a szlalomok elméletét felhasznalva megvala-
szoltuk Gruenhage kérdését is. Emlékeztetiink, hogy cof(N) az egyik jol ismert szamossaginva-
rians, és hogy alkalmas ZF'C-modellben cof(N) < c.

2.2.7.Tétel. R lefedhetd Crx cof(N') darab eltoltjdval, igy van olyan modellje Z FC-nek, amely-
ben R lefedhetd eqy kompakt nullhalmaz kontinuumndl kevesebb eltoltjdval.

Megjegyezziik, hogy R. D. Mauldin kérdezte, hogy a fentiekben pakolasi dimenzi6é helyett
irhatunk-e Hausdorff-dimenziot. Modszereinket felhasznalva Mathé A. [40] igazolta, hogy nem,
van 0 Hausdorff-dimenziés kompakt nullhalmaz, amelyhez nincs tanu, s6t, alkalmas ZFC-
modellben egy ilyen halmaz kontinuumnal kevesebb eltoltja fedheti R-et.

A lényeges attorés az volt ezekben az eredményekben, hogy egy tisztan halmazelméleti jellegti
kérdésben fraktaldimenzio nyujtott segitséget!

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [19] cikkben talalhatoak.

2.3. Izomorfak-e a Hausdorff-mértékek?

A kovetkezd probléméat D. Preiss népszertsitette, bar nem teljesen vilagos, hogy ki vetette fel
elgszor. (Néha D. Preiss és B. Weiss neve alatt szerepel, és felbukkan a [7] problémalistan is.)

R™ Borel részhalmazainak o-algebrajat jelolje B. Két mértéktér egy izomorfizmusa egy olyan
f bijekcio, amelyre f és f~! is megérzi a mérhets halmazokat és a mértéket.

2.3.1.Kérdés. Legyen 0 < dy < dy < n. Izomorfak-e az (R",B, ’Hdl) €s (R",B, HdQ) meértékte-
rek?

Hasonloéan természetes kérdés, hogy van-e ilyen izomorfizmus, ha a Borel halmazokat
a Hausdorff-mértékek szerint mérhetd halmazokkal helyettesitjik. Jelolje M, a (szokasos
Carathéodory-féle értelemben) H? szerint mérhets halmazok o-algebrajat.

2.3.2. Kérdés. Legyen 0 < dy < dy < n. Izomorfak-e az (R”,Mdl,”l—[dl) €s (R”,MdQ,HdQ)
mértékterek?

10
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A fejezet f6 eredménye egy pozitiv valasz az utobbi kérdésre a Kontinuum Hipotézis feltéte-
lezése mellett. (Megjegyezziik, hogy elegendd lenne add(N') = 2 feltételezése.)

2.3.3.Tétel. A Kontinuum Hipotézis feltételezése esetén minden 0 < d; < dy < n-re izomorfak
az (]R",Mdl,?[dl) és (R",MdQ,’Hd?) mértékterek.

Nem tudjuk, hogy a Kontinuum Hipotézis elhagyhato-e, S. Shelah és J. Steprans [48] egy
eredménye azt sugallja, hogy valészintileg nem.

Megjegyezziik, hogy a [2.3.1] Keérdésre Mathé A. [4I] adott negativ vélaszt, elgszor eredmeé-
nyeinket hasznalva d; és dy bizonyos értékeire, majd teljes altalanossagban més modszerekkel.

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [11] cikkben talalhatoak.

2.4. Fuggvények regularis megszoritasai

Ebben a fejezetben a kovetkezd, a Kérdés altal is motivalt problémakort vizsgaljuk.

2.4.1.Kérdés. Taldlhatd-e minden folytonos/Borel-mérhetd/a (Baire-kategoria értelemben) ge-
nerikus folytonos f : [0,1] — R figguényhez egy pozitiv Hausdorff-dimenzios halmaz, amelyre
megszoritva a fligguény Lipschitz/Holder/korldtos vdltozdsi?

A téméanak komoly irodalma van, lasd pl. [4]. Konnyen lathato, hogy ha minden Borel-
fiiggvény megfelels kitevével Holder-folytonos alkalmas nagy Hausdorff-dimenziés halmazon, ak-
kor negativ valaszt nyeriink a Kérdésre. Az ellenkezd iranyban sikeriilt a kovetkezét bizo-
nyitani.

2.4.2.Tétel. Legyen 0 < a < 1. A generikus folytonos fiigguény nem a kitevével Hélder-folytonos
semmilyen 1 — a-ndl nagyobb Hausdorff-dimenzios halmazon.

A kovetkezd véltozat azért igazan érdekes, mert Humke és Laczkovich [32] belattak, hogy van
olyan folytonos fiiggvény (s6t, a generikus folytonos fiiggvény ilyen), amely nem monoton pozitiv
Hausdorff-dimenziés halmazon.

2.4.3. Tétel. A generikus folytonos figguény nem korldtos vdltozdsi %-nél nagyobb Hausdorff-
dimenzids halmazon.

Mathé A. [42] igazolta, hogy mindkét eredmény éles!
A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [11] cikkben talalhatoak.

2.5. Borel-halmazok, amelyek nem pozitiv o-véges mértékiiek semmi-
lyen eltolasinvarians mértékre

A matematika szamos dgaban felbukkano jelenség, hogy a ,természetes” halmazokon vannak ter-
mészetes invarians valoszintiségi mértékek. Példaul az iteralt fiiggvényrendszerek vagy a konform
dinamikai rendszerek attraktorai, illetve az onhasonlé halmazok altaldban el vannak latva egy
ilyen mértékkel, tipikusan egy Hausdorff-mértékkel. Sok esetben a halmazok nem korlatosak,
példaul periodikusak, igy nem remélhetjiik invarians valoszintiségi mérték létezését. Hasonloan,
a Brown-mozgas pélyéain sincsenek természetes valoszintiségi mértékek. Ezekben az esetekben
a természetes elvaras egy olyan invarians mérték létezése, amely pozitiv és o-véges a halma-
zon. Es valoban, példaul a Brown-mozgés palyaja 1-valoszintséggel pozitiv o-véges HI-mértékd,
ahol g(t) = t*log log% sfkbeli palya esetén, és g(t) = t*log % log log log% legaldbb 3 dimenzios
Brown-mozgas esetén.

Természetesen vetddott fel a kérdés, hogy van-e valami altaldnos elv ezen mértékek létezé-
se mogott. Példaul igaz-e, hogy R™ minden ,elegendGen regularis” részhalmaza pozitiv o-véges

11
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HI-mértékd valamely g sulyfiiggvényre, vagy legalabb egy invarians Borel-mértékre nézve. Spe-
cidlisan R. D. Mauldin (|45} ], részeredményekért és kapcsolodo eredményekért pedig lasd |5, 3])
kérdezte meg, hogy igaz-e ez egy nagyon jol ismert halmazra, a Liouville-szamok halmazara:

1
x_2\<_}.
q qr

2.5.2. Kérdés. (R. D. Mauldin) Létezik-e olyan eltoldsinvaridns Borel-mérték R-en, amelyre
nézve a Liouville-szdmok halmaza pozitiv és o-véges mértéki?

2.5.1. Definicié.

L:{xER\@:VnGNEIp,qGN(qZQ)flgy,hogy

Megjegyezziik, hogy nem koveteljiik meg, hogy a mértek az egész R-en o-véges legyen. Nem
csak azért, mert a Hausdorff-mértékek altalaban nem ilyenek, hanem azért, mert ismert, hogy
egy eltolasinvarians o-véges Borel-mérték R-en a Lebesgue-mérték konstansszorosa.

Mivel negativ valaszt fogunk adni a kérdésre, bevezetiink egy definiciot:

2.5.3. Definicié. Egy nemiires B C R Borel-halmazt megmérhetetlennek neveziink, ha nulla
vagy nem o-véges mértékd a szdmegyenes minden eltolasinvarians Borel-mértékére nézve.

A fejezet {6 eredménye megvalaszolja Mauldin kérdését:
2.5.4.Tétel. A Liouville-szamok halmaza megmérhetetien.

Emellett szdmos érdekes példat taldltunk megmérhetetlen halmazokra. Ilyenek a normélis
szamok, a nem Besicovitch-Eggleston szamok, BFE(1,0) (az egyik Besicovitch-Eggleston osztaly),
stb. Azt is igazoltuk, hogy megmérhetetlen halmazoknak (trivialitdsoktol eltekintve) barmi lehet
a Borel-osztalya, illetve a pakoléasi vagy Hausdorff-dimenzi6ja.

Megjegyezziik, hogy nem halmazaink nagyon szabélyos strukturdja az egyetlen nehézség.
A két cikk [39 10] ami a korabbi két ismert patologikus példat tartalmazza megmérhetetlen
halmazokra, teljes egészében a konstrukcionak van szentelve.

Erdekesség, hogy ebben a fejezetben csupan a bizonyitasok hasznalnak halmazelméletet, ne-
vezetesen transzfinit rekurziot.

Nem meglepd modon Mathé A. [43] szamos iranyban tovabbfejlesztette eredményeinket.

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [13] cikkben talalhatoak.

2.6. Forszolasok és ideadlok homogenitasa

Utols6 problémank megfogalmazasahoz tovabbi definicidkra van sziikség. Forszolassal kapcsolatos
ismeretekért lasd [36, [33].

2.6.1. Definici6. Egy P kényszerképzet homogén, ha minden p € P esetén P megszoritasa p-re
(azaz {q € P: q < p}) forszolas ekvivalens P-vel.

J. Zapletal [50] monografiajaban a kovetkezs problémét veti fel:

2.6.2.Probléma. ([50, Question 7.1.3.]) ,Bizonyitsuk be, hogy valamely, a kényvben emlitett
forszolds nem homogén!”

Valojaban mi a kovetkezd nagyon szorosan kapcsolédo definicioval foguk dolgozni, lasd [50,
Definition 2.3.7.]:

2.6.3.Definici6. Egy 7 o-ideél egy X lengyel téren homogén, ha minden B C X Borel-halmazhoz
létezik egy f: X — B Borel-fiiggvény tgy, hogy f~'(I) € Z minden I € 7 esetén.
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Zapletal megjegyzi, hogy ,,Minden esetben, amellyel a kényvben talalkozunk, a forszolas és a
hozza tartozo ideal homogenitésa egyiitt jar’.

A fejezet {6 célja megmutatni, hogy egy érdekes, a konyvben emlitett ideal nem homogén.

Ehhez vezessiik be R" o-véges r-dimenziés Hausdorff-mértékd halmazainak o-ideéljat:

2.6.4. Definicio.

:Z"’l“

n,o—fin

={H CcR":3H), C R", UgenHr = H, H"(H}) < oo minden k € N-ra}.

2.6.5.Tétel. AzT"

o fin O-tdedl nem homogén.

A bizonyitas Mathé A. egy Hausdorff-dimenziok nem névekedésérsl szolo tételének meglepGen
egyszerl alkalmazasa. Minden bizonnyal azért nem talaltak ré ezelGtt, mert kevesen gondolnék,
hogy egy forszolastechnikai kérdésre a fraktaldimenziok segitenek valaszt adni!

A fejezet eredményei és tovabbi részletek a [20] cikkben talalhatoak.
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