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A disszertécio a szerzd 14 folyoiratcikke alapjan késziilt, amelyek koziil két cikk egyszerzds.
A tobbszerzés cikkekben a leggyakoribb tarsszerzé Juris Steprans. A cikkek koziil kettd az
Advances in Mathematics-ban jelent meg, ketts az Israel Journal of Mathematics-ban, ketts a
Proceedings of the AMS-ben, kett6 a Real Analysis Exchange-ben, a tobbi is rangos nemzetkozi
folyoiratokban.

A dolgozat bevezetésbdl, harom fejezetbdl és négy és fél oldalnyi irodalomjegyzékbdl all. A
bevezetés nemcsak a disszertacio legfontosabb eredményeit, hanem azok kontextusat is kivé-
lban bemutatja. Az els6 fejezet leir6 halmazelméleti, a masodik pedig Hausdorff-mértékekkel
kapcsolatos eredményeket tartalmaz. A harmadik fejezet a bizonyitasokat tartalmazza. Az elsd
fejezet négy, a masodik fejezet hat alfejezetre oszlik, igy Osszesen tiz, egymashoz csak lazan
kapcsolodo témarol szol a disszertacid. Ezek koziil az els6 harom nagyobb lélegzett és elméle-
tibb jellegti, mig az utols6 hét alfejezet eredményeire viszonylag rovid, elegéns bizonyitast ad
a szerz6 Osszesen 19 oldalon, ami azonban korantsem jelenti azt, hogy ez utébbiakra kénnyt
lehetett rajonni.

Az 1.1. alfejezet nagyrészt a doktorjeloltnek egy-egy, Juris Steprans-szal és Vidnyanszky
Zoltannal kozos cikkén alapul. Az 1.1.4. tételben Laczkovich Miklosnak az 1970-es években
feltett kérdésére valaszolva karakterizaljak azon linearisan rendezett hamazokat, amelyek rep-
rezentalhatok egy X nem-megszamlalhato lengyel tér Baire 1 fliggvényeivel gy, hogy nagyobb
elemnek pontonként nagyobb vagy egyenld, de legalabb egy pontban szigortian nagyobb fligg-
vény feleljen meg. A vélasz nem fiigg az X tér valasztasatol. Valojaban egy explicite megadott,
linedrisan rendezett halmazba bedgyazhato rendezett halmazok lesznek jok. Ez a tétel rész-
eredmények hosszu sorat zérja le, amelyek jelentds része szintén a jelolttsl szarmazik, de pl. a
Kuratowskitol és Komjath Pétert6l szarmazo részeredményeket is lefedi az 1j tétel.

Az 1.2. alfejezet a jeloltnek egy-egy, Juris Steprans-szal és Vidnyanszky Zoltannal k6zos
cikkén alapul, és néhany, Haar-null halmazokkal kapcsolatos alapkérdést tisztaz lengyel Abel-
csoportokban. Ilyen csoporton — lokalis kompaktsag hianyaban — nincs Haar-mérték, de a
Haar-null halmaz fogalma — Christensen nyoméan — azért kiterjesztheté ilyen csoportra is:
egy Borel-halmaz Haar-null, ha nullmértékd egy alkalmas valoszintiségi Borel-mérték minden
eltoltjara nézve; egy tetszéleges halmaz Haar-null, ha befedhet6 Haar-null Borel-halmazzal. Az
1.2.10. tétel szerint ez a befedhet&ség nem kiévetkezik — mar a lokélisan kompakt esetben, st
a szamegyenesen sem — abbol, hogy a halmaz maga nullmértéki egy alkalmas valoszintiségi
Borel-mérték (telitésének) minden eltoltjara nézve. Az 1.2.8. tétel szerint pedig barmely, még
lokalisan sem kompakt lengyel Abel-csoportban van koanalitikus (tehat univerzélisan mérhetd)
példa is erre. Ezek az eredmények Fremlin kérdéseire valaszolnak. Az 1.2.4. tétel szerint pedig
egy Haar-null halmaz befedéséhez barmilyen magas osztalya Borel Haar-null halmazra sziikség
lehet. Ez a tétel (nagyon) nemleges vélaszt ad Mycielski 1992-ben publikalt kérdésére: van-e
mindig Gs osztalyt Haar-null befedd halmaz?

Az 1.3. alfejezet a jeloltnek Kiss Viktorral és Vidnyénszky Zoltannal kozos cikkén alapul.
A Baire 1 fiiggvények haromféle rangjanak Kechris és Louveau altal kidolgozott elméletét &l-
talanositjak magasabb Baire-féle fiiggvényosztalyokra. Ehhez elGszor ellendrizniiik kell, hogy
Kechris és Louveau Baire 1 fiigvényekre vonatkozdé meggondolésai akkor is miikodnek, ha az
értelmezési tartomény nem feltétleniil kompakt metrikus tér, hanem tetszéleges lengyel tér. Ez
ad lehetGséget a magasabb Baire-osztalyokra valo kiterjesztéshez hasznalt eszkéznek, a topolo-
giafinomitasok modszerének az alkalmazasara. Mindez messze nem triviélis, igen hosszadalmas
és technikai megfontolasokat igényel. Az Gj elmélet kovetkezményeként megmutatjak, hogy ha
¢ > 1 megszamlalhato rendszam, akkor van olyan differenciaegyenlet-rendszer, hogy minden
megszamlalhato részrendszernek van Baire ¢ megoldasa, de az egész rendszernek nincs.



Az 1.4.-2.3. alfejezetek eredményei konzisztencia-tételek, amelyek bizonyitasa a kontinuum-
hipotézis fiiggetlenségére vald hivatkozassal és/vagy forszolassal torténik.

Az 1.4. alfejezet a jeloltnek Mathé Andrassal kozos cikkén alapul. Az 1.4.6. tétel szerint ZFC
Cohen-modelljében nem lehet a [0, 1] intervallum minden nullmértékd részhalmazéhoz egy 6t
tartalmazo nullmértéki Borel-halmazt (in. burkot) rendelni tigy, hogy ez a hozzéarendelés a tar-
talmazéasra nézve monoton legyen. Az 1.4.7. tétel szerint viszont, ha igaz a kontinuumhipotézis,
akkor a [0, 1] intervallumnak akar minden Lebesgue-mérhetd részhalmazahoz hozzarendelhetiink
egy 6t tartalmazo, vele azonos mértéki, akiar Gs burkot is monoton médon.

A 2.1. alfejezet a jeloltnek Juris Steprans-szal kozos friss cikkén alapul. Azt igazoltak, hogy
a Hausdorff-mértékek szamossaginvariansaira Fremlin altal kordbban igazolt egyenlStlenségek
alkalmas ZFC-modellben lehetnek szigortiak. (Fremlin azt allapitotta meg, hogy ezek az inva-
ridnsok hogyan illeszkednek a Lebesgue-mérték és Baire-kategoria szamossaginvaridnsai kozotti
egyenlStlenségeket leird tn. Cichon-diagramba.) A 3.7.2. tétel szerint minden n > r > 0 esetén
van ZFC-nek olyan modellje, amelyben a szamegyenesnek van 8 szamossagi, nem nullmértéki
részhalmaza, a szamegyenes lefedhetd 8, darab nullmértékd halmazzal, de R™ nem fedhets le Ny
darab, nulla r-dimenziés Hausdorff-mértéki halmazzal. A 2.1.10. tétel és a 3.7.4. kovetkezmény
arra mutat ra, hogy n =1 > r > 0 esetén ilyen modellben van a val6s szamoknak olyan linearis
rendezése, amelynek minden valodi kezdszelete nullmértéki, de nincs olyan lineéris rendezése,
amelynek minden valodi kezd@szelete nulla r-dimenziés Hausdorff-mértéki volna. Ez Humke és
Laczkovich egy kérdését valaszolja meg. A 2.1.4. tétel szerint a ZFC axiémarendszer un. Laver-
modelljében R" lefedheté N; darab, nulla r-dimenziés Hausdorff-mértéki halmazzal minden
n > r > 0 esetén, noha e modellben a szidmegyenes minden N; szamossagu részhalmaza elsd
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szamossagu részhalmazanak r-dimenziés Hausdorff-mértéke nulla.

A 2.2. alfejezet a jeloltnek Juris Steprans-szal k6zos, régebbi cikkén alapul, és Gruenhage
egy kérdését vizsgalja: van-e olyan modellje ZFC-nek, amelyben a szamegyenes lefedhetd egy
kompakt nullmértéki halmaz kontinuumnél kevesebb eltoltjaval? A 2.2.7. tétel szerint egy
explicite megadott, a geometriai mértékelméletben ismert, Erdds és Kakutani altal vizsgalt,
kompakt, nullmértéki (de 1 Hausdorff-dimenziojiu) C' halmaz igenls valaszt szolgéltat erre a
kérdésre. Ehhez elgszor — Darji és Keleti 2.2.4. kérdésére valaszolva — megmutatjak, hogy
barmely nemiires perfekt halmaznak egy alkalmas nemiires perfekt részhalmaza lefedhets C'
egy eltoltjaval. Ez a 2.2.6. tétel. Ebbdl a szlalomok elméletét felhasznalva vezetik le az em-
litett 2.2.7. tételt. Azota Mathé Andras tovabbfejlesztette az eredményt: Elekes és Steprans
modszereit felhasznélva megmutatta, hogy e tételekben C szerepét egy alkalmas kompakt, 0
Hausdorff-dimenziés halmaz is jatszhatja.

A 2.3. és 2.4. alfejezetek a jeloltnek egy egyszerzss cikkén alapulnak.

A 2.3.3. tétel azt allitja, hogy ha igaz a kontinuumhipotézis, akkor minden n > dy > d; > 0
esetén van olyan permutacioja az R™ térnek, amely a d; dimenzids Hausdorff-féle kiils6 mértéket
a dy dimenziés Hausdorff-féle kiils6 mértékbe viszi. A bizonyitas egy bonyolult transzfinit
konstrukeci6. Késébb Mathé Andras bebizonyitotta, hogy ilyen permutacié nem lehet Borel-
izomorfizmus.

A 2.4. alfejezet a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvények regularis megszoritasairol szol.
A 2.4.2. tétel szerint, ha 0 < a < 1, akkor tipikus folytonos fliggvény semmilyen, (1 — «)-
nal nagyobb Hausdorff-dimenziés halmazon sem Holder-folytonos a kitevével. A 2.4.3. tétel
Humke és Laczkovich azon eredményéhez kapcsolodik, mely szerint tipikus folytonos fliggvény
semmilyen, pozitiv Hausdorff-dimenziés halmazon sem monoton. A jelolt azt latta be, hogy
tipikus folytonos fliggvény semmilyen, (1/2)-nél nagyobb Hausdorff-dimenzios halmazon sem
korlatos valtozasu. Mathé Andras igazolta, hogy a 2.4.2. és 2.4.3. tétel is éles.

A 2.5. alfejezet a jeloltnek Keleti Tamassal k6zos cikkén alapul. A 3.15.1. tétel szerint,



ha a szamegyenes egy nemiires, nullmértékd Gs részhalmazanak periddusai mindeniitt stirdin
vannak a szamegyenesen, akkor ez a halmaz megmérhetetlen: nincs olyan eltolasinvarians Borel-
mérték, amelyre nézve o-véges, de pozitiv mértékd volna. Specidlisan, a Liouville-szamok
(racionalis szamokkal tetsz6leges rendben approximélhaté szamok) halmaza megmérhetetlen.
Ez az eredmény, a 2.5.4. tétel, Daniel Mauldin huszéves kérdését valaszolja meg. A bizonyitas
teljesen elemi, két oldalnyi, és nagyon szép.

A 2.6. alfejezet a jeloltnek Juris Steprans-szal kozos, fent elséként emlitett, friss cikkén ala-
pul. J. Zapletal egy 2008-as kérdéséhez kapcsolodva megmutatjak, hogy 0 < r < n esetén
az R™ tér véges r-dimenziés Hausdorff-mértéki részhalmazai generalta Z o-ideal nem homo-
gén. Ez annyit jelent, hogy van olyan, nem Z-beli Borel-halmaz, amelybe R"™ nem képezhetd
le Borel-mérheté modon tgy, hogy minden Z-beli halmaz teljes Gsképe is Z-ben legyen. Itt
csak azt kellett észrevenni, hogy ez konnyen kovetkezik Mathé Andras egy ugyancsak 2008-as
eredményébdl. Ugy latszik azonban, hogy ezt kb. egy évtizeden &t senki sem vette észre.

Ennek az eredménynek a lefrdsa hagy némi kivannivalot maga utan: a homogenitas 2.6.3.
definicidja és a 2.6.5. tétel is pontatlanul van kimondva, a bizonyités pedig csak azn = 3, r = 2
esetre van leirva, rdadasul nem a megfelel§ cikkre hivatkozik a szerzé (a tévesztést nyilvan a
Mathé és Mattila nevek hasonlosdga okozta). FEzek azonban csak egy-egy pillanatra akasztjak
meg az olvasést, evidens példaul, hogy a bizonyitas az altalanos esetre is jo.

Uj tudoményos eredményként fogadom el a tézisfiizetben és a dolgozatban ilyenként szerepls
Osszes eredményt.

A disszertacié mély elméleti tudasrol és lényeglatasrol, valamint erételjes problémamegoldo
képességrdl tesz tanubizonysdgot. Elekes Marton (téarsszerzdivel) a leird halmazelmélet és a
geometriai mértékelmélet szamos nagyon természetes, alapvets kérdésében ért el igen jelentés
elérelépést, sok esetben attorést, messze nem trivialis, otletes bizonyitasokkal, a bizonyitasi
eszkozok széles tarhazat hasznalva. T6bb esetben vezets kutatok évtizedek 6ta nyitott kérdéseit
oldotta meg. A dolgozat — aprd pontatlansagoktol eltekintve — nagyon jol van megirva, a
megfogalmazasok vilagosak és érthetk, a felépités logikus, az Osszefiiggések jol kovethetsk.
A dolgozat messzemendGen teljesiti a doktori disszertaciokkal szemben altalaban tdmasztott
kovetelményeket. Ennek alapjéan javaslom a nyilvanos vita kittizését.
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