Opponensi vélemény

Elekes Marton
,,An Encounter between
Set Theory and Analysis”
cimi doktori dolgozatardl

A disszertéacié elso része leird halmazelméleti kérdésekkel foglalkozik.

Az els6 téma a kovetkezd: vegyiik a [0, 1]-bél [0, 1]-be képez6 fiiggvények
egy osztalyat a pontonkénti rendezéssel, mely rendezett halmazok agyazhatok
be ebbe a részbenrendezett halmazba? Ha példaul a folytonos fliggvények
osztalyat vessziik, a valasz egészen konnyen megadhatd: pontosan azok a ren-
dezett halmazok agyazhaték be, amelyek bedgyazhatok a valés szamok ren-
dezett halmazaba. Kuratowski egy igen régi eredménye azt mondja ki, hogy
wy viszont nem agyazhatd a Baire-1 fliggvények fenti szerint részbenrendezett
halmazaba. Még a hetvenes években Laczkovich Miklds kezdeményezte a
tovabbi kutatésokat, példaul megkérdezte, hogy Szuszlin-egyenes hasonlé-
képpen reprezentalhaté-e. FEzt sikeriilt megcafolnom, tovdabba megmutat-
tam, hogy mar a Baire-2 fliggvények osztalya is tul tdg: minden rendezett
halmaz, alkalmas modellben, reprezentdlhato ilyen fliggvényekkel. Maradt
tehat a Baire-1 fiiggvényekkel reprezentalhaté rendezett halmazok kérdése.
Ezt Elekes és Vidnyanszky teljesen megoldotta: megadtak egy (meglehetdsen
bonyolult) rendezett halmaz és igazolték, hogy pontosan ennek a részhalmazai
agyazhatdk be a Baire-1 fiiggvények részbenrendezett halmazaba. Ez nem
csak elvi lezarasat adja a kérdésnek: a tételbdl valamennyi korabbi eredmény
roviden levezetheto.

A maésodik fejezetben a szerz6 Mycielski kovetkezd kérdésére adja meg
a (nemleges) vélaszt: igaz-e, hogy egy lengyel csoportban minden Haar null
halmaz lefedhet6 Gs Haar null halmazzal? Ezt G helyett barmelyik mas
Borel-osztélyra is belatja. Ennek érdekes kovetkezménye, hogy ha G Abel-
féle lengyel csoport, ami nem lokalisan kompakt, akkor a Haar null halmazok
additivitasa pontosan w;.

A kovetkez6 fejezet féeredménye kiterjeszti Kechris és Louveau eredmé-
nyeit Baire-1 fiiggvényekrol tetszéleges magasabb Baire-osztalyra.



Jol ismert, hogy minden Lebesgue-mérhet6 halmaznak van Borel- sot G-
burka, azaz minden A Lebesgue-mérhaté halmazhoz hozzarendelheté egy
olyan ¢(A) O A halmaz, ami Borel (illetve Gjs) és A(p(A)) = AMA). A
szerzO azt a kérdést vizsgalja, hogy lehetséges-e ez monoton mdédon, tehét
van-e olyan fenti tipusi ¢ hozzdarendelés, hogy A C A'-re p(A) C ¢(A')?
Megallapitja, hogy mindkét vélasz konzisztens, tehat az is, hogy van ilyen
monoton fliggvény a mérheté halmazokon, illetve az is, hogy a nullmértékii-
eken sincs.

A disszertacié masodik nagy része Hausdorff-mértékekkel kapcsolatos kér-
désekkel foglalkozik.

Els6 téméja a Lebesgue-mérték és a kategdria kiiliinb6z6 szamossag-inva-
ridnsaibdl alkotott halézattal, az ugynevezett Cichon-diagrammal kapcsola-
tos. Ahhoz, hogy a Hausdorff-mérték analdég invariansait be tudjuk illeszteni
a Cichon-diagramba, kiilonboz6 egyenloségeket, egyenlotlenségeket kell iga-
zolni. Ezzel kapcsolatban bizonyitotta a szerzd, hogy az aldbbi allitasok
(kiilon-kiilon) konzisztensek:

cov(N) = wy és cov(N,)) = wo,

cov(N]) = wy és non(M) = wo,
cov(M) = w; és non(N)) = wo,
add(N) = cov(N) és cov(N/?) > non(N;/?).

A kovetkezo fejezet témaja az a kérdés, hogy egy kompakt, nullmértéki
halmaz eltoltjai lefedhetik-e a szamegyenest. Egy mar korabban is vizsgalt,
konkrét, nullmértékii, 1 Haussdorff dimenziéju Cgx halmazzal kapcsolatban
igazolja, minden nemiires perfekt P halmazra van olyan x, hogy (Cgx+x)NP
nem-megszamldlhaté. Tovdbbd R lefedheté Cpx cof(N) eltoltjaval, innen
kovetkezoen konzisztens, hogy van kompakt nullmértékii halmaz, aminek
kontinuumnal kevesebb eltoltja lefedheti R-t.

A kovetkez6 fejezet egy Hausdorff-mértékekkel kapcsolatos természetes
probléma részleges megoldasat tartalmazza. A szerz6 bebizonyitja, hogy a
Kontinuumhipotézis teljesiilése esetén, barmely két (R™, Mg, , H®) illetve
(R™, Mg,, H®) (0 < dy < dy < n) mértéktér izomorf, abban az értelemben,
hogy van egy f : H% — H% mindkét irdnyban mérhetd és mértéktarté
bijekcié. Itt H? a d-dimenziés Hausdorff-mérték, M, az erre nézve mérhetd
halmazok o-algebréja.



A kovetkezo fejezet tipikus fliggvények megszoritasaival foglalkozik. A
szerz6 belatja, hogy egy tipikus folytonos valds fliggvény nem o exponensi
Holder-folytonos egy 1 — a-nél nagyobb Hausdorff-dimenziés halmazon (0 <
a < 1). Tovabba egy tipikus folytonos fiiggvény nem egyezik meg semelyik
korlatos valtozasu fliggvénnyel %—nél nagyobb Hausdorff-dimenziés halmazon.

A kovetkezd fejezet Mauldin egy kérdésére ad valaszt: a Liouville szdmok
halmaza minden eltolas-invarians Borel-mértékre nézve vagy nullmértéki
vagy nem szigma-véges.

A disszertacio utolsé fejezete egy forszolassal kapcsolatban felmertilt kér-
désre ad valaszt: a szigma-véges r-dimanziés Hausdorff-mértékii halmazok
szigma-idedlja nem homogén.

Mint az a fentiekbol lathatd, Elekes masok altal felvetett és vizsgalt
kérdéseket old meg, halmazelméleti, leiré halmazelméleti és valds fiiggvény-
tani médszerek hatékony alkalmazasaval. Mind a tételek, mind a felhasznalt
modszerek valtozatossaga lenyligozo.

Ezek alapjan javaslom Elekes Martonnak az MTA doktora cim megada-
sat.
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