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cimi akadémial doktori értekezésérsl

Elekes Marton az analizis és a halmazelmélet hatarteriiletén old meg so-
kakat érdekls nehéz és fontos problémékat, melyeket gyakran a szakteriilet
legnevesebb képvisel6i kérdeztek. Magyarorszagon ez a kutatasi teriilet na-
gyon magas szinten képviselt. Elekes Marton annak az iskolanak az egyik
tagja, amelyik Laczkovich Miklés koriil alakult. Kiilfoldi tarszerz6i mellett
Keleti Tamassal, Mathé Andréssal, és korabbi didkjaval Vidnyanszki Zoltan-
nal irt k6zos cikkeket igen neves folyoiratokban: Adv. in Mathematics, Israel
J. of Mathematics, Proceedings of AMS, Transactions of AMS. Mind a valos
fliggvénytan mind a halmazelmélet eszkozeit igen magas szinten hasznalja.

A dolgozat harom fejezetbdl all: az els6ben a leir6 halmazelmélethez
(Descriptive set theory), a masodikban pedig a Hausdorff mértékekhez kot6ds
eredményeit foglalja Gssze, és helyezi olyan kontaktusba, hogy az ezen ered-
ményeket megel6z6 és ezen eredmények altal inspiralt késébbi eredményeket
is bemutatja. Elekes Marton altal megoldott problémék kore rendkiviil szé-
les és a dolgozat elsd két fejezetében nagyon érthetéen keriilnek bemutatasra.
Feleslegesnek tartom ezek itt felsorolni, az alabbiakban csak azokat emlitem
meg, melyek nekem a legjobban tetszenek.

Az 1.1-es fejezetben Laczkovich Miklosnak az 1970-es években feltett kér-
désére ad valaszt. A kérdés az volt, hogy karakterizaljuk a B (X) linearisan
rendezett tipusait, ahol X egy nem-megszamlalhato Lengyel tér és By (X)
jelenti azon fiiggvények csaladjat, melyek pontonkénti limeszei az X-en ér-
telmezett valos értéki folytonos fliggvényeknek. Ezt a kérdést teljesen meg-
valaszolta Elekes Marton, korabbi didakjaval Vidnyanszki Zoltdnnal kozosen
és az Israel J. Math-ban publikiltak 2017-ben.

Az 1.2 fejezetben a kovetkezs problémat tekinti: Legyen G egy Abelian
Polish Group (példaul szeparabilis Banach tér). Egy A C G halmazt Haar
nulla halmaznak hivunk, ha létezik olyan p Borel valoszintiségi mérték G-n
és létezik olyan B Borel halmaz, amelyre A C B és u(g + B) = 0 teljesiil
minden g € G. A Haar-nulla halmazok komplementereit prevalent halmazok-
nak hivjuk. Mycielski tette fel azt a természetes kérdést, hogy vajon egy A
Haar nulla halmazra mindig taldlunk-e olyan G5 halmazt, amely az A-t tar-
talmazza és amely maga is Haar nulla halmaz. Elekes Marton, Vidnyanszky
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Zoltannal kozosen igazolta, hogy ez sohasem teljesiil, ha G egy nem loka-
lisan kompakt Abel Lengyel csoport (Theorem 1.2.3). Ezzel kapcsolatos
az a nagyon érdekes tétel, amely azt bizonyitja, hogy a fenti definicioban
nem hanyagolhato el az a feltevés, hogy a B halmaz Borel. Nevezetesen a
Theorem1.2.10 (Elekes, Steprans) kimondja, hogy létezik olyan Lebesgue
pozitiv kiils6 mértékd X halmaz és olyan p valoszintiségi Borel mérték R-en,
hogy az X halmaz minden eltoltjanak p mértéke nulla. Ezen allitas a kovet-
kez6 6nmagaban is nagyon érdekes tételen mulik: Theorem 3.3.3 (Elekes,
Steprans) : Legyen K C R egy olyan Cantor halmaz, amelynek pakolasi di-
menzi6ja kisebb mint 1/2. Ekkor valaszthatunk olyan X C R halmazt, amely
ugyan nem biztos, hogy mérhetd, de a kiilsé Lebegue mértéke pozitiv (tehat
ebben az értelemben nem kicsi halmaz), mégis az X halmaz barmely eltoltja
vagy nem metszi K-t vagy ha metszi, akkor pontosan 1 pontban metszi.

A 2.2 -es fejezet azt a nagyon érdekes kérdést vizsgalja, hogy ha adott egy
C C R Lebesgue nulla mértékd kompakt halmaz, akkor ennek legaldbb hany
eltoltjara van sziikségiink, hogy le tudjuk fedni R-et. C. Gruenghage kér-
dezte (Question 1.2.7), hogy konzisztens-e az, hogy létezik olyan Lebesgue
nulla mértékd kompakt halmaz, aminek kevesebb mint kontinuum szémos-
sagu eltoltjaval az R lefedhets. Ez a probléma motivilta Keleti Tamast és
U.B. Darji-t a a kovetkezd definici6 bevezetésére: Azt mondjuk, hogy egy
P C R nem iires, perfekt halmaz egy C' C R halmaz tantja (witness), ha
minden x € R-re (x + C) N P véges vagy megszamlalhatoan végtelen vagyis
megszamlalhatd. A definiciot az motivélta, hogy ha egy C' halmaznak van
egy P tantuja, akkor C-nek kontinuumnél kevesebb eltoltja nem fedheti le P-t
tehat R-et sem. Ezutan Keleti és Darji bizonyitottak, hogy ha egy C' C R
halmaz kicsi abban az értelemben, hogy az tgynevezett pakolasi dimenzidja
egynél kisebb, akkor a C-nek van tantdja, vagyis az R nem fedhetd le a C-nek
kontinuumnal kevesebb eltolasaval. Ezutan Keleti és Darji kérdezték, hogy
van-e tantu-halmaza minden null mértékid kompakt halmaznak? Erre adott
negativ valaszt Elekes Marton, Juris Steprans-el kozos munkajukban. Ehhez
sziikségiik volt a mar Erdds és Kakutani altal is vizsgalt halmazra:

CEK:{Z%:Vn, dne{O,l,...,n—Q}}.
n=2 :

Vegytik észre, hogy megszamlélhatoéan végtelen sok x-t6l eltekintve, min-

den z € [0,1]-nek létezik egy egyértelmii felbontasa r = I ahol z, €
n=2
{1,...,n — 1}, azonban Cgk egy Lebesgue nulla halmaz, aminek a Hausdorff

és pakolasi dimenzidja egyenls 1-el. Elekes Marton Juris Steprans-el kozo-
sen bizonyitotta (Theorem 2.2.6), hogy minden perfekt P C R-halmazra
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létezik olyan x € R, hogy (z + Crk) N P egy nem megszamlalhato halmaz.
Hasonl6 gondolatok hasznélataval Elekes Marton Juris Steprans-el koézdsen
megvalaszolta Gruenhage kérdését. Nevezetesen, Legyen N az R Lebesgue
nulla halmazainak ideéalja. cof(N) jel6li az a minimalis szamossagat egy
olyan F C N csaladnak, melyre igaz, hogy minden null halmaz benne van
az F valamelyik elemében. Ismert, hogy a ZFC-nek van olyan modellje,
amelyben a cof(N') szamossaga kisebb mint kontinuum. Elekes Méarton Ju-
ris Steprans-el kozosen igazolta, (Theorem 2.2.7) hogy R-et le lehet fedni
a Cpg-nak cof(N)-szamu eltoltjaval. Vagyis a ZFC-nek van olyan modell-
je, amelyben R-et lefedhetjiik egy null halmaznak kevesebb mint kontinuum
szamu eltoltjaval. Hasznalva ezen Otleteket, Mathé Andras késébb belatta,
hogy a fenti allitas igaz marad ha Cgg-t lecseréljitk egy megfelelGen valasz-
tott kompakt, zér6 Hausdorff dimenziés halmazra.

A 2.3 fejezetben a kiilonb6z6 dimenzios Hausdorff mértékek izomorfiajat
vizsgalja, ahol két mérétéktér izomorf, ha létezik kozottiik egy bijekcid f,
gy hogy egy halmaz az egyik térben pontosan akkor mérhets, ha az 6 f-vel
vett képe mérhetd a masik térben és az eredeti halmaznak és a képének a
mértéke megegyezik.

A kovetkezd kérdést D. Preiss-nek tulajdonitjak:

Question 2.3.1 Legyen B a Borel g-algebra az R"-en. Legyen 0 < d; <
dy < n. Az a kérdés, hogy a kivetkez6 mértékterek:

(R", B, H") és (R", B, H®)

izomorfak-e?

Erre a kérdésre Mathé Andréas adott negativ vélaszt. Most tekintsiik a
fenti kérdés kicsit modositott valtozatat:

Legyenek My, és My, a H% és a H® mértékekre nézve Caratheodory
értelemben mérheté halmazok csaladjai. Question 2.3.2 Legyen 0 < d; <
dy < n. Az a kérdés, hogy a kovetkezé mértékterek:

(R™, My, H™) és (R", My, H®™)

izomorfak-e?

Véleményem szerint az értekezés egyik legérdekesebb eredménye: Theor-
em 2.3.3: A kontinuum hipotézist feltételezve: (R", My, , H%) és (R™, Mg, , H?)
izomorfak.

A 2.4 fejezetben folytonos fiiggvényeknek az értelmezési tartomanyuk 1-
nél kisebb dimenziés halmazokra valdé megszoritasaként elg allo fiiggvényeket
vizsgélja. A fejezet legérdekesebb eredményei:

Theorem 2.4.2 Legyen « € [0, 1]. Ekkor egy tipikus folytonos fliggvény
nem Holdfer o semelyik olyan halmazra megszoritva, amelynek Hausdorff
dimentzidja nagyobb mint 1 — a.



Tovabba: Theorem 2.4.3: Tipikus folytonos function nemk egyezik meg
egyetlen korlatos valtozasu fiiggvénnyel sem egy 1/2-nél nagyobb Hausdorff
dimenzi6ji halmazon.

A 2.5 fejezetben olyan Borel halmazokat téargyal, amelyeket nem lehet
rendesen megfogni semmilyen eltolas invarians mértékkel. Nevezetesen ezek
a halmazok egy eltolas invarians mértékre vagy tul kicsik (nulla mértékiek)
vagy til nagyok (a mérték ezen halmazokra megszoritva nem o-véges). Azt
mondjuk, hogy egy nem iires B C R Borel halmaz "immeasurable", ha ez a
halmaz vagy nulla mértéki vagy nem o-véges minden eltolés invarians Borel
mértékre.

Déaniel Mauldin kérdezte Question 2.5.2: Létezik-e olyan eltolés invari-
ans Borel Mérték az R-en, amelyre a Liouville szamok L halmaza pozitiv és

o-véges, ahol a
1
T — ]—9‘ < —}
q q"

Az értekezés mésik szdmomra legérdekesebb eredménye az erre a kérdésre
adott negativ valasz:
Theorem 2.5.4 A Liouville szamok halmaza immeasurable.

L= {xER\Q:VnEN, dp,q € N, (¢ > 2) such that

Osszegezve, Elekes Marton dolgozatdban nagyon neves matematikusok
sokakat érdekls nehéz problémait oldotta meg. Az eredményeit nagyon magas
szinvonalon publikalta. A disszertaci6 messzemenGen megfelel az akadémiai
doktori fokozat kivetelményeinek. Ennek alapjan a dolgozat nyilvanos vitara
tizését és az MTA doktori cim odaitélését melegen javaslom.
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