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1 BEVEZETO

A sorbanallas-elmélet megjelenése és tavkozlési alkalmazasanak kezdete a mult sza-
zad elejére tehetd, amikor Erlang megmutatta, hogy a telefon halézatok forgalma jol
modellezhet6 Poisson folyamattal, és bevezette az els6 sorbanallasos rendszereket a
hivasblokkolas, illetve -varakozas valoszintiségének kiszamitasara.

A csomagkapcsolt hal6zatok megjelenése tjabb lendiiletet adott a sorbanallasos
rendszerekkel kapcsolatos kutatasoknak. Ezekben a hal6zatokban a legfontosabb mi-
néségi jellemzoket, tobbek kozott a csomagvesztési valoszintiséget valamint a csoma-
gok késleltetési idejét, azoknak a buffereknek a viselkedése hatarozza meg, melyek a
halozati eszkozokben a csomagok — tovabbitas el6tti — atmeneti tarolasara szolgal-
nak. Ennek megfelel6en, teljesitmény- és megbizhatosagi modellezés céljara alkal-
mas lehet egy csomagkapcsolt haldzatot bufferek hal6zatanak, sorbaallasi halézatnak
tekinteni.

Sajnos matematikailag pontos algoritmusok csak bizonyos szigorti megkotések-
nek eleget tevé sorbanallasi halozatokra allnak rendelkezésre: a forgalom csak Pois-
son folyamat lehet, a csomopontokban pedig a csomagkiszolgalasi idék és a kiszolga-
lasi diszciplina sem lehet tetsz6leges. Ezek a megkotések tul szigorunak bizonyultak
a valos tavkozlési alkalmazasokhoz ([25]), hiszen a csomagok kovetési ideje a valosag-
ban gyakran 6sszefiiggd, és a kiszolgalasi id6k sem exponencialis eloszlastiak. Sét,
egy modern halézatban a forgalmat nem lehet egy homogén csomagfolyamként fel-
fogni, a csomagokat a mindségi elvarasaik mentén osztalyokba soroljak, és a halozati
eszkozok ttemez6i a kiillonboz6 osztalyba tartozd csomagokat kiillonbozé szolgalta-
tasban részesitik. A valos halozatok ezen jellegzetességei lényegesen befolyasoljak a
mindségi jellemzdket, igy ezeket mind az analitikus, mind a szimulacié alapu teljesit-
ményelemzés soran feltétleniil figyelembe kell venni.

Szamos 0j modellezési megkozelitést javasoltak a halozati forgalom pontosabb le-
irasara [27]. Az egyik kutatasi irdny a Poisson folyamat és az exponencialis eloszlas
olyan kiterjesztéseit célozta meg, melyek tovabbra is Markovi keretek kozott marad-
nak. Ennek eredményeképpen vezették be a fazis tipusu (phase-type, PH) eloszlaso-
kat és a Markovi érkezési folyamatokat (Markovian arrival process, MAP), valamint
ez utobbiak tobbosztalyos valtozatat, a jelolt Markovi érkezési folyamatokat (marked
Markovian arrival process, MMAP) [24]. Ezeknek a Markovi, de ennek ellenére rend-
kiviil rugalmas forgalmi modelleknek a megjelenése nagy fejlédést hozott az alabbi
harom teriileten:

« Ugynevezett illesztd algoritmusok kifejlesztésében, melyek a leheté legponto-
sabb Markovi modellt allitjak el valdos halozati viselkedés jellemzésére,

« olyan sorok hatékony teljesitményanalizisében, melyek Markovi forgalmi mo-

dellel rendelkeznek,

« olyan sorbanallasi halézatok vizsgalataban, melyek forgalmat Markovi model-

lek irjak le.
A tézisek eredményeinek f6 motivacioja a valos tavkozlési- és szamitogép haloza-
tok hatékony teljesitményvizsgalata, azonban fontos megjegyezni, hogy az utébbi év-
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1. abra. A csomépontok feldolgozasanak lépése a forgalom alapti dekompozicié szerint

tizedekben a sorbanallaselmélet szamos 4j teriileten is teret nyert, melyek a bemuta-
tott eredmények tovabbi potencialis alkalmazasi teriiletei lehetnek. Ilyen 0j teriiletek
az egészségiligyi rendszerek analizise, gyartasi és logisztikai folyamatok modellezése,
meghibasodasi analizis, vagy akar a crowd-sourcing rendszerek és a kozosségi halok
vizsgalata.

1.1 Kutatasi célkitiizések

A forgalom alapu dekompozicio az egyik leggyakrabban alkalmazott megkozelités
nyilt sorbanallasi hal6zatok vizsgalatara. Lényege, hogy a halozat csomodpontjait
egyenként vessziik sorra, és egymastol elkiilonitve dolgozzuk fel [21]. Minden egyes
csomoépont esetén négy lépést kell végrehajtani: az els6 1épés a kiilonboz6 iranyokbol
érkez6 bemend forgalom aggregalasa egy érkezési folyamatta, a méasodik lépésben
torténik a csomoponttal kapcsolatos teljesitményjellemzék kiszamitasa, a harmadik
lépés a tavozasi folyamat jellemzése, mig az utolso 1épés a tavozo forgalom szétbon-
tasa a forgalomiranyitasnak megfeleléen (1. abra). Egy csomépont akkor vehet6 sor-
ra, ha minden csomopont feldolgozasa, ahonnan bemend forgalma szarmazhat, mar
befejez6dott. Kutatasi tevékenységem a forgalom alapti dekompozicié 1épéseinek to-
vabbfejlesztéséhez kapcsolodik, magaban foglalva

« ahalozati forgalom Markovi modellekkel val6 minél pontosabb reprezentalasat,
« a halozat csomopontjainak minél hatékonyabb teljesitményelemzését,
«+ a csomopontok tavozasi folyamatanak pontos analizisét.

A forgalmi modellezés terén a f6 kutatasi célkitlizés a fazis tipusa eloszlasok és
Markovi érkezési folyamatok hataranak, modellezési képességének tanulmanyozasa,
valamint olyan illesztési eljarasok kidolgozasa, melyek segitségével ezek a Markovi
modellek valos forgalmi adatokbol eléallithatok.

A csomoponti analizis tamogatasahoz a kapcsolodo (tobb osztalyos) sorbanalla-
si modellek teljesitményjellemz6inek minél hatékonyabb el6allitasara és a tavozasi
folyamat minél pontosabb jellemzésére van sziikség. Az altalam kidolgozott algorit-
musok megfelel6 numerikus viselkedésére mindig nagy hangsulyt fektetek, hogy jol
skalazhatok (nagy méretli rendszerekre is alkalmazhatok), robusztusak és numeriku-
san stabilak legyenek.

A végs6 cél a nagy méretd, tobbosztalyos forgalommal rendelkezé nyilt sorban-
allasi hal6zatok minél pontosabb analizise, melyekben a csomoépontok kellen altala-
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nosak, nem feltétleniil exponencialis eloszlasu kiszolgalasi idékkel és kiilonféle tobb-
osztalyos csomagiitemezével. Meggy6z6désiink, hogy egy ilyen analizis eszkoz létre-
hozéasa szamos gyakorlati, mérnoki probléma megoldasahoz jarulna hozza, nem fel-
tétleniil kizarolag a tavkozlési és szamitogép-halozatok teriiletén.

1.2 A kutatas médszertana

A disszertacioban alkalmazott Markovi metodolégia a multban szamos alkalommal
bizonyitotta alkalmassagat mind a forgalmi modellezés, mint a sorbanallasos rend-
szerek teljesitményanalizise terén.

Szamos modern, forgalmi modellezésre szolgal6 sztochasztikus folyamat hatteré-
ben egy Markov lanc all. A PH eloszlasu valdoszintségi valtozok megfeleltetheték egy
tranziens Markov lanc nyel6be jutasi idejének, MAP-ok és MMAP-ok esetében pedig
egy (pl. érkezési) esemény akkor kovetkezik be, ha ez a hattér Markov lanc bizonyos
allapotatmenetek mentén valt allapotot. Ezek a Markovi forgalmi modellek szamos
elényos tulajdonsaggal rendelkeznek. A PH eloszlasok stiriek, ami azt jelenti, hogy
tetszbleges pontossaggal képesek kozeliteni eloszlasok egy meglehetSsen széles korét.
Zartsagi tulajdonsagaik szintén vonzoéva teszik éket: PH eloszlasu véletlen valtozok
Osszege, minimuma, és maximuma ugyszintén PH eloszlasa. A MAP-ok és MMAP-
ok pedig olyan pontfolyamatok, melyek korrelalt érkezési id6kozok, és — tobb osztaly
esetén — az osztalyok kozotti kereszt-korrelacié modellezésére is alkalmasak. A MAP-
ok és MMAP-ok is strtiek, valamint zartak a forgalom aggregaci6 és a (Bernoulli)
forgalom szétvalasztas miveletekre, ami idealissa teszi 6ket egy sorbanallasi hal6zat
forgalmanak reprezentalasara. A felsorolt tulajdonsagokon feliil mind a PH eloszla-
sokat, mind a MAP-okat és MMAP-okat viszonylag konnyt beépiteni mind analitikus,
mind szimulacié alapu teljesitményelemzési eszkozokbe. A disszertacié nagy mér-
tékben tamaszkodik ezekre a Markovi forgalmi modellekre, a tézisek pedig szamos
kapcsolodo 1j eredményt is bemutatnak.

Az 1980-as években, a nagyméret(i, szabalyos strukturaju Markov lancok haté-
kony megoldasara bevezetett matrix-analitikus algoritmusok tették lehetévé szamos,
tazis-tipusu eloszlasokra és Markovi érkezési folyamatokra alapozott sor numeriku-
san stabil egyensilyi megoldasat. A sorok teljesitményjellemzdinek kiszamitasara
harom metodologia egyikét, azaz vagy a sorhossz folyamat alapt, vagy a munkahat-
ralék folyamat alapu, vagy az életkor folyamat alapi megkdzelitést szokas kovetni. A
harom lehet6ség koziil a sorhossz folyamat alapu analizis a legismertebb, melyben egy
Markov lanc koveti a sorban all6 igények szamanak alakulasat véletlen, vagy bizo-
nyos beagyazott idépontokban. A klasszikus sorbanallasos rendszerekkel foglalkozo
szakirodalom (pl. [23]) erre a metodologiara épit. Az utdbbi évtizedekben azonban
felismerték, hogy sok, 6sszetett viselkedésti sor konnyebben elemezhet$ a munkahat-
ralék folyamat alapjan (amely a kiszolgalé hatralévé munkajanak alakulasat koveti,
[30]), vagy az életkor folyamat alapjan (amely a rendszerben legrégebb ota tartoz-
kodoé igény életkorat koveti, [29]). Mind a munkahatralék, mind az életkor folya-
mat folytonos folyamat, melyek ugrasokat is tartalmaznak. A sorbanallaselméletben
az utobbi évek egyik legnagyobb eredménye, hogy a matrix-analitikus algoritmuso-
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kat ezeknek a folytonos folyamatoknak a megoldasara is kiterjesztették (lasd [26] és
[19]). A disszertacié sorokkal kapcsolatos részei és a vonatkoz6 tézisek nagy mérték-
ben épitenek a sorhossz, a munkahatralék és az életkor folyamatok matrix-analitikus
megoldasara.

1.3 A tézisek attekintése

A disszertacié harom egymasra épiilé részbdl all, a tézisek ezek mentén harom cso-
portra oszthatok.

Az elsé téziscsoport témai a Markovi forgalom modellezés legfontosabb eszkdozei,
a fazis tipusu eloszlasok és a Markovi érkezési folyamatok. Az 1.1-es tézis megadja a
harom allapotd PH eloszlasok kanonikus formajat, mely — tobbek kozott — lehet6vé
teszi hatékonyabb PH illesztési eljarasok kifejlesztését is. Az 1.2-es tézis egy momen-
tumilleszté eljarast mutat be, amely az erre a célra bevezetett rugalmas reprezentacio-
nak koészonhetéen automatikusan képes megnovelni az allapotok szamat mindaddig,
amig a cé]l momentumok illesztése sikeres nem lesz. Az 1.3 tézis a MAP-ok és MMAP-
ok néhany alapvet6 tulajdonsagara vilagit ra, és eljarast ad az egytittes momentumok
illesztésére is, egy- és tobbosztalyos esetben egyarant. Ezt a tézist harom heuriszti-
kus eljaras egésziti ki, melyek feladata a momentumillesztés eredményének Markovi
reprezentacioba transzformalasa. A téziscsoport eredményei lehet6vé teszik a halo-
zati forgalom Markovi modellezését, melyet analitikus és szimulacios vizsgalatokban
is fel lehet hasznalni.

A masodik téziscsoport egy- és tobbosztalyos, Markovi érkezési és kiszolgalasi
folyamattal rendelkez6 sorok analizisével kapcsolatos eredményeket foglal magaban.
A 2.4-es tézis egy Uj eljarast fogalmaz meg a preemptiv és nem-preemptiv prioritasos
sorok teljes kort teljesitményanalizisére. Az eljaras a munkahatralék folyamat elem-
zésén alapul, és a rendszerben 1évé igények szadmara valamint a rendszerben toltott
id6ére adja meg a stacionarius eloszlast, illetve a momentumokat. A 2.1-es, 2.2-es és 2.3-
as tézis témaja az egyosztalyos MAP/MAP/1, a tobbosztalyos sorrendi kiszolgalassal
rendelkez6 MMAP[K]/PH[K]/1-FCFS, valamint a tébbosztalyos prioritasos kiszolga-
lassal rendelkez6 MMAP[K]/PH[K]/1-Prio sor tavozasi folyamatanak analizise. Bar
mindharom tézis tavozasi folyamatokkal kapcsolatos, a harom sor esetében masok a
kihivasok és alapvetéen kiilonboznek a megoldasok is.

A harmadik téziscsoport, amely csupan egyetlen tézisbél all, a sorbanallasi halo-
zatok analizisérdl szol. A 3.1-es tézisben javasolt analizis modszer az elsé két tézis-
csoport eredményeinek integralasaval kozelitést ad olyan sorbanallasi hal6zatok tel-
jesitményjellemzd6ire, melyek forgalma az els6 téziscsoportban vizsgalt Markovi érke-
zési folyamattal adott, csomépontjait pedig a masodik téziscsoportban targyalt sorok
alkotjak.
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2 FORGALMI MODELLEZES MARKOVI ESZKOZOKKEL
Motivacio

A val6s halozati forgalmat minél pontosabban reprezentalé Markovi forgalmi modell
eléallitasahoz hatékony illesztési eljarasokra van sziikség. Az illesztési eljarasok va-
16s mérési adatokbol, vagy bizonyos statisztikai jellemzok alapjan allitanak elé PH
eloszlasokat vagy MAP, ill. MMAP érkezési folyamatokat.

A szakirodalomban nagy szamu PH eloszlas illeszt6 eljaras lelhetd fel, melyek
kozil a momentumillesztd algoritmusok kiillonésen hasznosak, hiszen az illesztend6
momentumok valds mérésekbdl, illetve analitikus modellekb6l egyarant egyszertien
kinyerhet6k. Sajnos az ismert momentumilleszté eljarasok talnyomo tobbsége nem
elég rugalmas, gyakran el6fordul, hogy negativ stirtiségfiiggvénnyel rendelkezé ér-
vénytelen PH eloszlast eredményeznek. Csupan két olyan eljarasrol tudunk ([22] és
[16]), melyek mentesek ettél a problématol.

Az Osszefliggd érkezési id6ket modellezni képes Markovi érkezési folyamatokra
azonban kozel sem all rendelkezésre olyan sok és olyan kiforrott illesztési eljaras,
mint PH eloszlasokra. Sok, az illeszt6 eljarasok szempontjabol alapvetd fontossagt
kérdés még mindig nyitott, tobbek kozott az is, hogy hogyan lehet a legalkalmasabb
modon mérni két osszefiiggd érkezési folyamat tavolsagat. Vannak illeszt6 eljarasok,
melyek a likelihood maximalizalasan alapulnak, mig masok a peremeloszlasok és az
autokorrelacios figgvények tavolsagat igyekeznek minimalizalni.

Ebben a témaban végzett kutatasi tevékenységiink célja a PH eloszlasok és a MAP-
ok, illetve MMAP-ok korlatainak jobb megértése, illetve ezek ismeretében az eddigi-
eknél hatékonyabb illeszt6 eljarasok kifejlesztése.

1.1-es tézis

Bebizonyitottam, hogy megfelel6 hasonlosagi transzformacio segitségével minden harom
allapotu PH eloszlas az alabbi kanonikus formak egyikébe transzformalhato:

2V = [71 72 73] ’ 2= [')’1 72 73} ’ 1% = [71 0 73] ’

—X1 0 0 —X1 0 X13 —X1 0 X13
V=] —x 0|69=|x —x 0[|6¥%=|xn —x 0],
0 X3 —X3 0 X3 —X3 0 X3 —X3

ahol G a tranziens Markov lanc generator matrixa, a 7y vektor pedig a kezdballapot
eloszlasa.

A kapcsolodo publikaciok: [1] és [2].
A kanonikus forma egy olyan reprezentacio, amely egy PH eloszlast — minimalis
paraméterszam segitségével — egyértelmi moédon meghataroz.
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Az aciklikus PH eloszlasok kanonikus forméaja régota ismert ([18]), az altalanos
(nem aciklikus strukturakat is tartalmaz6) PH osztalyra azonban joval nehezebb ka-
nonikus format adni.

Két allapot esetén az altalanos PH(2) osztalyra is van ismert kanonikus alak. Két
allapot esetén azonban konnyebbséget jelent, hogy a generatormatrix mindkét sajat-
értéke sziikségszertien valos (hiszen a dominans sajatérték mindig valds). A harom
allapotu altalanos PH eloszlasok generatormatrixa viszont tartalmazhat komplex sa-
jatértékeket, ami a fent megadott, komplikaltabb kanonikus format eredményezi.

Jol ismert eredmény (amely a disszertacio 2.1.1-es fejezetében kozolt, spektralis
alakban felirt stirtiségfiiggvénybdl is latszik), hogy a PH(3) eloszlasok 5 paraméter-
rel rendelkeznek. A fent megadott harom kanonikus forma ugyszintén 5 paramétert
tartalmaz (mivel 1 + 2 + 73 = 1), igy ezek minimalis paraméterszamu reprezenta-
ciok.

A tézishez kacsolodik a disszertacio 1. algoritmusa, mely egy tetszbleges PH(3)
eloszlast kanonikus formara alakit, akkor is, ha a kiindul6 reprezentacié nem Markovi.
Ha az algoritmus nem ad vissza Markovi reprezentaciot, akkor egészen biztos, hogy
a kiindul6 reprezentacié nem PH(3) eloszlas volt. Ha az algoritmus PH(3) eloszlast
kap, akkor minden esetben a fenti haArom kanonikus forma egyikét fogja kimenetként
visszaadni. Péld4ul, az alabbi (g, S) nem Markovi reprezentaciot,

-1 0 0
g=10,1 0,2 0,7], S=10 -3 02},
0 -0,2 -3

mely negativ dtmeneti intenzitést tartalmaz, az algoritmus a (7, G) paraméterekkel
megadott harmadik kanonikus formaba transzformalja,

—3,0221 0 0,027123
Y= [0, 9683 0 O, 0317] , G=129572 —2,9572 0 /
0 1,0207 —1,0207

ami mar egy érvényes Markovi reprezentacio.

A kanonikus formak segitségével a PH illeszt6 eljarasok hatékonyabba tehetdk.
Ha az illeszt6 eljaras nem hasznél kanonikus format, hanem a teljes (7, G) (tudvale-
véleg redundans) reprezentacion optimalizal, akkor konnyen korbe-koérbe jarhat alig
kilonbo6z6 eloszlasok nagyon kiillonb6z6 reprezentacioi kozott. A kanonikus formak
nem redundansak és egyértelmiiek, tehat , egyenesebb” az ut az optimum felé. A kii-
lonbség szamszerusitésére egy példat allitottunk Gssze, melyhez egy egyszerd, line
search alapu eloszlas illeszté algoritmust implementaltunk, mely a relativ entropi-
at ([17]) hasznalja tavolsagfiiggvényként. A numerikus vizsgalatokban a kévetkezd
négy eloszlast illesztettiink: W1 (Weibull), U1 (egyenletes), ME (méatrix-exponencialis)
és BC (egy valds haldozati mérésekbdl szarmazo empirikus eloszlas). Mivel a PH(3)
eloszlasok hirom kanonikus formaval rendelkeznek, az illesztést mindharom struk-
taraval megismételtiik. Az illeszt6 eljaras az optimalizalast 100 véletlen kezd6 pont-
bol inditva végezte el, és a legjobb eredményt valasztotta ki. Az illesztés nagyjabol
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W1 U1 ME BC

Teljes PH(3): 150,98 110,4 117,49 146,6
f1) forma: 52,04 43,34 40,56 119,62
f2) forma: 64,27 55,22 52,53 111,14
f3) forma: 108,49 71,33 71,84 122,93

1. tablazat. A PH eloszlas illesztéshez sziikséges iteraciok atlagos szama

ugyanazt az eredményt adta a teljes PH(3) reprezentacioval és a kanonikus repre-
zentaciokkal is. Az 1. tablazat azonban egyértelmien ramutat a kanonikus formak
alkalmazasanak elényére: az eredmény eléréséhez kevesebb iteracio sziikséges, és a
végeredmény kevésbé fiigg a véletlen kiindulasi ponttol.

1.2-es tézis

Bevezettem az altalanositott hiper-Erlangnak elnevezett specialis PH struktirat, és java-
soltam hozza egy rugalmas momentumilleszté eljarast, ami a reprezentacio méretét az
illesztendé momentumoknak megfeleléen automatikusan allitja be.

A tézis eredményeit a [3]-as publikaci6 tartalmazza.

A momentumilleszt6 eljarasok tilnyomo része annyi momentumot illeszt, ahany
szabad paraméterrel az ehhez hasznalt PH eloszlas rendelkezik. Példaul, 5 momentu-
mot tipikusan PH(3) eloszlassal illesztenek, hiszen annak éppen 5 szabad paramétere
van, ahogy erre az 1.1 tézis targyalasakor ramutattunk. Sajnos a PH(3) eloszlasok altal
megvalosithatd momentumok halmaza nagyon szik, az illesztés sok esetben érvény-
telen (negativ stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd) PH eloszlast eredményez.

Ezekben a helyzetekben a megoldast az ugynevezett rugalmas PH struktarak al-
kalmazasa jelenti, melyek az illesztendé momentumok szamanal tobb szabad paramé-
terrel rendelkeznek. A paraméterek egy része a momentumok illeszkedését biztosit-
ja, az érvényes PH eloszlas el6allitasahoz pedig a fennmarad6 paraméterek adjak a
mozgasteret. A szakirodalomban csupan két ehhez hasonlé, rugalmas illesztd elja-
ras lelhet6 fel. Az egyik azonos fokszamu Erlang eloszlasokbol épitkezé hiper-Erlang
struktaraval, a masik pedig egy exponencialis és egy Erlang keverékével illeszt mo-
mentumokat. A rugalmassagot mindkét esetben az Erlang komponens(ek) fokszama
biztositja. Mindkét eljarasnak megvan a hatranya: elébbi tulsagosan nagy méretti PH
eloszlast, és furcsa formaju stirtiségfiiggvényt eredményezhet, az utébbi pedig csak 3
momentum illesztésére alkalmas.

Az altalanositott hiper-Erlang eloszlasokat (generalized hyper-Erlang distribu-
tions, GHErD) azért vezettik be, hogy segitségével a korabbiaknal jobb tulajdonsa-
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2. abra. A momentumillesztés eredményeinek 6sszehasonlitasa

gokkal rendelkezé momentumilleszt$ eljarast adhassunk ra. A GHErD strtségfigg-
vényt

K )\ r
x ! .
foz Aje

i=

definialja, ahol a A; és a 0; paraméterek komplexek is lehetnek. Ezek az eloszlasok
viszonylag egyszerti momentum formulaval rendelkeznek, melynek koészonhetéen
az illesztési feladat egy polinomialis egyenletrendszer megoldasara vezethet6 vissza.
Ilyen egyenletrendszerek dsszes megoldasanak el6allitasara pedig léteznek numerikus
algoritmusok. Annak ellendrzésére, hogy az egyenletrendszer egy adott megoldasa
érvényes PH eloszlast ad-e, az eredményt monociklikus reprezentacioba transzfor-
maljuk a disszertacio 2.1.4-es fejezetében leirt eljaras segitségével. A struktara rugal-
massagat az r;,i = 1,..., K paraméterek adjak. Rogzitett r; paraméterek mellett a
polinomialis egyenletrendszernek tobb jo megoldasa is lehet, és az is lehetséges, hogy
nincs egy megoldas sem. Ez utdbbi esetben az r; paramétereket meg kell novelni.
Belathato, hogy elegendben nagy r; paraméterek mellett minden (pozitiv eloszlashoz
tartoz6) momentum sorozat sikeresen illesztheté GHErD eloszlassal.

A kovetkez6 numerikus példaban az LBL-TCP-3 mérési adatsor momentumait il-
lesztjitk a bemutatott eljaras segitségével. Amennyiben az algoritmus tobb, az adat-
sor momentumait pontosan illeszté PH eloszlast is talal, azok kozul azt valasztja ki,
amely a mérési adatsor empirikus stirtiségfiiggvényére vonatkozo relativ entropiat mi-
nimalizalja. 3 momentum illesztése esetén a hiper-exponencialis eloszlas bizonyult a
legjobbnak (r; = 1,7, = 1), mely mellett a relativ entrépia 0,3024. 5 momentum
illesztésével a relativ entropia jelentésen kisebb lesz (0, 0953), és a legjobb eredményt
ar; =1,rp =1,r3 = 2 paraméterek adjak. A 2. dbra jobb oldalan lathato, hogy az 5
momentumos illesztés sokkal jobban kozeliti a log-log skalan abrazolt farok viselke-
dést, mint a 3 momentumos. Az illesztett momentumok szamanak 7-re novelésével az
eredmények tovabb javulnak (0, 0727, a paraméterek: 1 = 1,7p = 1,73 = 3,714 = 3),
és a baloldali 4bran tetten érhetd, hogy mar a strtiségfiiggvény torzse is jobban ha-
sonlit az empirikus stirGségfiggvény torzsére.

Ez a momentumillesztd eljaras a kovetkezd tézisben bemutatott MMAP illeszt6
eljarasoknak egy nagyon fontos 6sszetevoje.
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1.3-as tézis

Ramutattam, hogy minden N-ed rendii MAP egyértelmiien megadhaté N? paraméter-
rel. Bevezettem egy momentum illeszt6 eljarast, mely 2N — 1 momentum és (N — 1)?
egylépéses egyiittes momentum alapjan létrehoz egy N-edrendii MAP-ot. Az eredménye-
ket MMAP-ra is kiterjesztettem: megmutattam, hogy a C osztalyos, N -ed rendii MMAP-
okat C - N? paraméter egyértelmiien meghatarozza, és megadtam a momentum illeszté
eljaras tobbosztalyos valtozatat is.

Az egyosztalyos eredmények [4]-ben, a tobbosztalyosok [5]-ben jelentek meg, de
a tézishez szorosan kapcsolodnak a [6], a [7], a [8] és a [9] publikaciok is.

Miel6tt a tézisben megfogalmazott eredmények ismertek lettek volna, a MAP-
ok altal generalt érkezési id6kozok osszefiiggdségének jellemzésére szinte kizardlag
az autokorrelacios fiiggvényt hasznaltak. Ramutattunk, hogy ez nem elegendd, mi-
vel végtelen sok, esetenként egymastol nagyon kiillonb6z6 forgalmi viselkedést leird
MAP létezhet azonos autokorrelacios fiiggvénnyel. Az autokorrelacios fiiggvény he-
lyett az egylépéses egyiittes momentumok (két egymast kovetd érkezési id6koz egytit-
tes momentumai) viszont mar egyértelmuen leirjak a MAP-ok viselkedését.

A momentumilleszt6 eljarast egy példan keresztil mutatjuk be. Az my-val jelolt
momentumokat €s az 77; j-vel jelolt egylépéses egyiittes momentumokat az LBL mé-
rési adatsorbol nyertiik ki (ez az adatsor két 6ranyi TCP forgalom csomagérkezési
idékozeit rogziti), és mq = 1-re normalizaltuk:

[m1 My ms My m5] = [1 2942 16,84 150,73 1876,8|,

1 my  mp 1 1 2, 942
mp M21 122 2, 942 4, 5 17, 416

Az els6 1épés az érkezési id6kozok eloszlasanak illesztése (egyelbre korrelacio nélkiil),
amihez a [32]-ban megjelent momentumilleszt6 eljarassal készitiink egy 3 allapota
PH eloszlast my, k = 1,...,5 alapjan. A PH eloszlas tranziens generatora lesz a
Dy matrix, és a kezdeti allapot valoszintiség vektor, a, pedig a MAP érkezési idékre
beagyazott faziseloszlasa:

a = 10,33333 0,33333 0,33333|,

—1,7356  0,34074  —0,95214
Do = |—0,18575 —0,63031 —0,042169
—0,48092 —0,036353 —0,6245

A kovetkez6 1épés a Dy matrix eléallitasa. Az egyiittes momentumok illesztése 4
linearis egyenletet ad a D1 matrix elemeire:

i = i1j'a(=Do)~"'Da(=Do) 1, ij = {1,2}.
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Tovabba, a hattér Markov lanc generatoraban a sordsszegeknek nullat kell adnia, tehat
D1 = (Dg + D1)1 = 0 tovabbi 3 linearis egyenletet jelent:

D11 = —Dpl.
Végiil, 2 Gjabb linearis egyenlet irhato fel az érkezésekre beagyazott faziseloszlasra:
a(=Dg) "Dy = a.

Osszességében 9 linearis egyenlet all rendelkezésre a D1 matrix 9 elemének megha-
tarozéasara, melynek megoldasa

1,4612 —0,24037 1,1263
D1 = {0,1905 0,53436 0,13337
0,47616  0,1323  0,5333

A kapott Dy és D1 matrixokkal a momentumok és egytittes momentumok illeszté-
se tokéletes, viszont ez a matrix par sajnos nem Markovi reprezentacio, mivel nega-
tiv allapotatmeneti ratakat tartalmaz. Megfelel6 hasonlésagi transzformacioval azon-
ban sok esetben lehetséges a matrixokat Markovi reprezentaciéba transzformalni. A
disszertacio 3.2.4 fejezete egy egyszer( heurisztikus algoritmust mutat be, mely elemi
transzformacios lépések sorozataval igyekszik a Markovi reprezentaciot megtalalni.
Ez az algoritmus ez esetben sikerrel jart, és az alabbi matrix part eredményezte:

—-2,0161 0,091134 0,029499 1,8439  0,04524 0,0063419
Go=1{0,014955 —0,63564 0,0079826 |, G1=0,063835 0,54292 0,0059518 |,
0,08378 0,062089 —0,33873 0,047433 0,003395 0,14203

mely pontosan ugyanazt az érkezési folyamatot irja le, mint Dy és D7 (igy a momen-
tumok illesztése tokéletes), de ezt Markovi reprezentacioval éri el.

Ez a transzformacios eljaras azonban esetenként nem jar sikerrel. Ha a momen-
tumillesztd eljaras olyan matrixokat allit eld, melyek érvénytelen sztochasztikus fo-
lyamatot definialnak (negativ az egyittes stirtiségfiiggvény), akkor azon semmilyen
hasonloésagi transzformacié nem tud segiteni. Ezekben az esetekben a cél az érvény-
telen (de a momentumokat pontosan illeszt6) MAP-hoz lehet6 , legkozelebb” allo ér-
vényes MAP elballitasa. A disszertacio 3.3-dik fejezete két ilyen algoritmust is java-
sol, melyek mindegyike a [6]-ban bevezetett, Ggynevezett kétlépéses illeszts eljarasok
csaladjaba tartozik. Az els6 1épés az érkezési id6kozok eloszlasanak illesztése (amire
alkalmasak az 1.2-es tézis eredményei), a masodik 1épés pedig a korrelacio illesztése.
A disszertacio 3.3.3 fejezetében ismertetett eljaras az egylépéses egyiittes momentu-
mok L; tavolsagat, a 3.3.4 fejezet megoldasa pedig az egyiittes stirtiségfiiggvények L,
tavolsagat minimalizalja a masodik 1épésben.

A tézis eredményeinek segitségével MAP alapu forgalmi modelleket lehet eléalli-
tani egyiittes momentumokbdl. Ezek az egyilittes momentumok szarmazhatnak mé-
résekbdl szarmazo adatsorokbol, vagy, ahogy azt késébb a 3.1-es tézis megmutatja,
sorok tavozasi folyamatanak analiziséb6l.

10
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3 OSSZEFUGGO FORGALOMMAL RENDELKEZO SOROK ANALIZISE
Motivacio

A sorbanallasi halozatok forgalmi dekompozicié alapi megoldasa soran a csomoépon-
tok analizisének két szerepe van:

« arendszerben tartozkodo igények szamaval és a rendszerben toltott idével kap-
csolatos teljesitményjellemz6k meghatarozasa,

 a csomopont tavozasi folyamatanak (mely a soron kévetkezé csomoépontok be-
mend folyamata lesz) jellemzése.

A MAP bemend folyamattal és PH eloszlasu kiszolgalasi idével rendelkez6 egyosz-
talyos sorok teljesitményanalizise mara sztenderdnek tekinthetd, régota ismert, kifor-
rott eszko6zok allnak hozza rendelkezésre [24]. A tobbosztalyos sorokrél ugyanez nem
mondhaté el. Még az olyan egyszeri sort, mint a tobbosztalyos, sorrendi kiszolga-
lassal rendelkez6 MMAP[K]/PH[K]/1-FCES sort sem lehet a hagyomanyos megkoze-
litéssel megoldani, mivel a sor hosszat reprezental6 Markov lanc szerkezetére jelenleg
nincs ismert hatékony stacioner megoldas. Erre a konkrét sorra az életkor folyamatra
alapozott megkozelités bizonyult célravezetének [20]. Hasonloéan, az MMAP[K]/G/1
prioritasos sor jellemzdit is sokkal konnyebb kiszamitani, ha a sorhossz folyamat he-
lyett a munkahéatralék folyamatra épitjikk a megoldast (lasd [30] és [31]). A prioritasos
sorok analizise azonban még ezzel egyiitt is rendkiviil szamitasigényes. Mivel prio-
ritasos UtemezG6vel rendelkez6 csomopontokat is tartalmazo sorbanallasi halozatokat
szeretnénk vizsgalni, 1j, az eddigieknél lényegesen hatékonyabb szamitasi eljarasok
kidolgozasara van sziikség.

Az egyosztalyos MAP/MAP/1 sorok tavozasi folyamatanak MAP-pal torténd ko-
zelitésére szamos eljaras talalhato a szakirodalomban. Az 1.3-as tézisben megfogalma-
zott MAP karakterizacios eredmények azonban felvetették egy tjabb kozelit6 eljaras
lehet6ségét, mely a tavozo forgalom MAP modelljét a tavozasi folyamat egylépéses
egylttes momentumai alapjan, momentumillesztéssel allitja el6. Ehhez ki kell szami-
tani a tavozasi folyamat egyiittes momentumait, mivel erre az irodalomban még nincs
vonatkoz6 eredmény.

Az egyosztalyos esettel ellentétben a tobbosztalyos sorok tavozasi folyamatanak
kozelitésére nem all rendelkezésre ismert eredmény. Azonban az 1.3-as tézis momen-
tumilleszt6 eljarasaira alapozott megkozelités tobb forgalmi osztalyra (MMAP-ra) is
megvalosithatd, motivaciot szolgaltatva a tobbosztalyos sorok tavozasi folyamatanak
vizsgalatara.

2.1-es tézis

Megadtam a MAP/MAP/1 sor tavozasi folyamatanak egylépéses egyiittes momentumait.

A vonatkoz6 eredmények [13]-ban jelentek meg.

11
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Az alabbiakban tomoren 6sszefoglaljuk a momentumok és egyiittes momentumok
szamitasanak mikéntjét.

A f6 észrevétel, hogy egy tavozasi id6koz kétféle lehet: vagy egy kiszolgalasi id6-
vel egyenld, vagy pedig egy hatralévé érkezési id6 és egy kiszolgalasi id6 osszegével.
Az egylépéses egyiittes momentumok kiszamitasahoz két egymast kovetd tavozasi
idékoz egytittes viselkedését kell megvizsgalni, melyhez harom esetet kell szamitas-
ba venni:

« 0: atavozo igény Ures sort hagyott maga utan,
« 1: a tavozo igény pontosan egy igényt hagyott maga utan a rendszerben,

« 2+: a tavozo igény legalabb két igényt hagyott maga utan. Ebben az esetben a
kovetkezé két tavozasi idokoz két kiszolgalasi id6 lesz, mivel a rendszer kozben
nem uriilhet ki.

Ezeknek az eseteknek a stacioner valoszintségeit (melyeket az x, x1 és x,, vektorok
jelolik) a sorhossz folyamatot modellezd kvazi sziiletési-halalozasi folyamat (quasi
birth-death process, QBD) stacioner eloszlasabdl lehet szarmaztatni. Ezt kovetéen
egy Markov lancot definidlunk, amely a sorhossz viselkedését irja le a masodik szintig
bezarolag. A Markov lanc atmeneteit ezutan két csoportra bontjuk, az egyik csoport
azokbol az atmenetekbdl all, melyek nem jarnak igény tavozassal (ezeket a ratakat a
Hjp matrix tartalmazza), mig a masik csoport azokbol, melyek igény tavozassal jarnak
(Hy matrix). A matrixok alakja a kovetkezé:

Lo F 0 0 00
Hy=|0 L F |, Hi=|B 0 0f,
0 0 L+F 0 BO

ahol a B, L, F matrixok a QBD szintvisszalépéshez, szinten maradashoz, és szintel6-
relépéshez tartozo blokkjai. A Markov lanc harom allapotcsoportja a fent leirt O, 1

és 2+ eseteknek felelnek meg. A Markov lancot a [EO X{ X +] eloszlasbol inditva

a kovetkez6 két tavozasi id6koz (Hg és H1) egylittes momentumai az alabbi médon
szamithatok ki:

. H . . _ ._1 _ .
HMWDZWVQO&_QJ'PHﬂZfM—%)W-
A tézis eredményei adjak az egyiittes momentum alapt sorbanallasi hal6zat anali-

zis eljaras alapjait. A 3.1 tézisben javasolt algoritmus az imént leirt médon kiszamitott
egylttes momentumokbdl illeszt MAP-ot a tavozasi folyamat kozelitése érdekében.

2.2-es tézis

Megadtam a kétosztalyos MAP/MAP/1 preemptiv prioritasos sor tavozasi folyamatanak
egyiittes momentumait.

A tézis eredményeit az [5]-0s és a [10]-es publikaciok tartalmazzak.

12
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A megoldas menete hasonlit a 2.1-es tézisnél latottakhoz. A 2.1-es és a 2.2-es tézis
szétvalasztasanak oka, hogy a 2.1-es tézis egy Ujszerti megkozelités elsé megtestesii-
lése, mig a 2.2-es tézis ugyanannak a megkozelitésnek egy lényegesen Gsszetettebb
rendszerre val6 alkalmazéasa, amely a prioritasos sorok stacioner analizisében is 0j
eredményeket igényelt.

A kétosztalyos prioritasos esetben harom helyett hat esetet kell megkiilonboztetni
a (tobb osztalyos) egytittes momentumok kiszamitasahoz:

 0,0: atavozo igény iires rendszert hagyott hatra,

« 1,0: atavozo egy magas, és nulla alacsony prioritasu igényt hagyott a rendszer-
ben,

« 1,1+: a tavozd egy magas, és legalabb egy alacsony prioritasu igényt hagyott
héatra,

« 24,0+: a tavozas legalabb 2 magas prioritasu igényt hagyott hatra,

« 0,1: a tavozas utan nulla magas, és egy alacsony prioritast igény maradt a
rendszerben,

+ 0,24 a tavozas utan nulla magas, és legalabb két alacsony prioritasu igény
maradt a sorban.

Az igazan nagy kihivast a hat eset stacioner eloszlasanak kiszamitasa jelenti. Mig egy
osztaly esetén a sorhosszt egy QBD-vel lehetett modellezni (a 2.1-es tézisben), a két-
osztalyos esetben két sor van. A két sor egyiittes viselkedését leir6 Markov lanc is
OBD (ahogy azt [14]-ben megmutattak), de a fazisok szama végtelen. A [14]-ben pub-
likalt stacioner analizis eljaras szép megoldas, de sajnos tobb numerikusan szempont-
bol elénytelen 1épést is tartalmaz: végtelen elemszamu matrix sorozatok kiszamitasat
és végtelen 0sszegzéseket igényel, melyeket végessé téve az eredmény pontossaga
csorbul.

A Markov lanc specialis szerkezetének kihasznalasaval a tézisben bemutatott el-
jaras tobb ponton is alapveté mértékben javit az irodalomban leirtakhoz képest. Bebi-
zonyitottuk, hogy a prioritasos rendszer analizisében kulcsfontossagu szerepet jatszo
két matrix (melyet a disszertacio 7.4-es fejezete Z-vel és Gpy,-al jelol), kommutal. Ez
a felismerés megnyitotta az utat egy korabbiaknal 1ényegesen gyorsabb és pontosabb
stacioner analizis eljaras kifejlesztése el6tt.

A fenti hat eset stacioner valoszintiségének kiszamitasa utan a tavozasi folya-
mat egylittes momentumainak szarmaztatasa a 2.1-es tézisnél latottakhoz hasonléan
torténik. Az egyiittes momentumok alapjan el6allithat6 a tavozasi folyamat MMAP
modellje, mely lehetévé teszi a prioritasos sorokat tartalmazo sorbanallasi hal6zatok
megoldasat.

13
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Kiszolgalasi id6

Erkezések
kozotti

3. abra. Az életkor folyamat id6beni alakulasa

2.3-as tézis

Eljarast adtam a tobbosztalyos MMAP[K]/PH[K]/1-FCFS sor tavozasi folyamatanak tel-
jes korii analizisére. Az eljaras 1ij megkozelitést kovet: a sorhossz folyamat helyett az
életkor folyamaton alapul.

Az eredményeket [11] tartalmazza.

A sorrendi kiszolgalassal rendelkez6 FCFS sor analizise els6 pillantasra konnyebb-
nek tinik, mint a prioritasos soré, de val6éjaban szamos teljesitményjellemz6 kisza-
mitasa (pl. a rendszerben 1év6 igények szama) lényegesen nehezebb annal. Ennek
az az oka, hogy a rendszer allapotanak jellemzéséhez nem elegendé a sor hosszanak
és a fazisnak a nyomon kovetése, azt is tudni kell, hogy a sorban milyen tipusu igé-
nyek allnak, és milyen sorrendben. Ennélfogva, a sorhossz folyamatra alapozott ana-
lizis helyett, melyet a 2.1-es és 2.2-es tézisek kovettek az egysoros MAP/MAP/1 és a
prioritasos esetben, 4j megkdozelitésre van sziikség.

A tobbosztalyos FCES sor esetén az életkor folyamat segitségével szamitjuk ki a ta-
vozasi folyamat jellemzdéit: az egymastol n tavolsagra 1évé tavozasi id6kozok egyiittes
eloszlasanak Laplace-Stieltjes transzformaltjat, és momentumait. Az életkor folya-
mat, {A(t),t > 0}, a kiszolgaloban 1év6 igény rendszerben toltstt idejét koveti (3.
abra). A kiszolgalasi id6szakokban 1-es meredekséggel né (hiszen a kiszolgaloban 1é-
v6 igény egyre oregebb lesz), és a tavozasi idépontokban van egy ugrasa az x tengely
iranyaba, az ugras mértéke pedig egy érkezési id6kozzel egyenld (hiszen a kovetkezd
igény, mely a kiszolgaloba keriilt, ennyivel fiatalabb, mint az el6z6).

A tézis arra az észrevételre alapul, hogy a tavozasi id6kozok vizsgalatakor elkii-
16nithetd esetek eloszlasa (a xy, xq és x,, a MAP/MAP/1 sor esetében, ill. a 6 eset
valoszintisége a prioritasos esetben) az életkor folyamatbdl is levezethetd, a sorhossz
eloszlas ismerete nélkiil. Az eredmények altalanosak: nincs megkétés az igénytipu-
sok szamara, és az egylttes momentumokat tetszdleges tavolsagra 1évé tavozasi id6-
kozokre is sikerult kiszamolni, nem csak a szomszédosakra.

Demonstracios célra vegyiink egy példat, melyben az igényeket generalo6 MMAP
matrixai

Do — -2 1 D= 0 1,D2: 0 0’
0 -5 0,1 0 1,9 3

14
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és a kiszolgalasi idéket az alabbi paraméterekkel rendelkez6 PH eloszlas definialja:

0= [0,8 0,2}, S1= [_02 1_’?], 0y = [1 0], Sy = [_35 _5;5].

Ezekkel a paraméterekkel a rendszer kihasznaltsaga 0, 7776.

A 2. tablazatban lathato az érkezési id6kozok (kereszt-) korrelacidja. Mivel 2-es
tipusu igény csak a masodik fazisban érkezhet, ezért a 2-es tipusu érkezési id6kozok
fuggetlen, azonos eloszlasuak. A tablazat igy csak az 1-es igénytipus érkezési idékoze-
inek (p,(}'l)), illetve az 1-es és 2-es érkezési id6kozok korrelacidit (ﬁ,(ql’z)) tartalmazza,
a tavozasi id6kozok tavolsaganak (n) fiiggvényében.

~(11 ~(1,2
n g g

—1,7864 x 1072 | —2,9264 x 102
1,1135 x 1073 |  6,9050 x 10~3
—2,5826 x 1074 | —1,3331 x 1073
5,0054 x 107> | 2,6848 x 1074
—1,0073 x 1075 | —5,3621 x 107>
2,0121 x 1076 | 1,07271 x 1075

AN TR W DN =

2. tablazat. A sor bemenetét generald6 MMAP kereszt-korrelacioi

A tavozasi folyamat (kereszt-) korrelacidi a 4. abran lathatok, linearis és logarit-
mikus skalan egyarant (ez utobbi az abszolut értékeket abrazolja). Jo1 megfigyelhetd,
mennyire megvaltoztatta a sorbanallas a forgalom viselkedését: a tavozasi folyamat

c 7

relacié csak az egymastol n = 1000 tavolsagban 1évé id6kozokre csokkent 1072 alé.

0.25 \ \ \ 1.000000 F
3 pn(l.l) _ :
02 png'zi ----- n 0.100000 k. T E
9 : ppBY) 9
g 0B pp®? === € 0.010000 F 4
£ o1fh 1 & I
] . . = F
] £ 0.001000 F J
B 005 [ el 4 3 i
2 e T T e e £ 0.000100 F p (1D o
20 R i P:(u) _____ N
005 et 4 0.000010 £ p, (1)
.. D (2,2) ool
~ ! ! ! ! ! ! ! ! ! L™, NN N
0.1 0.000001
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1 10 100 1000
Tavolsag (n) Tavolsag (n)

4. dbra. A tavozasi folyamat (kereszt-) korrelacioi
A tézis eredményei lehet6vé tették az FCFS titemezdvel rendelkez6 tobbosztalyos

sorok beillesztését az 3.1-es tézis altal bevezetett egyiittes momentum alapt sorbanal-
lasi halozat analizis algoritmusba.
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5. abra. A prioritasos sor munkahatra- 6. abra. A prioritasos sor transzformalt munka-
1ék folyamata hatralék folyamata

2.4-es tézis

Egy 1j eljarast fejlesztettem ki a MMAP[K]/PH[K]/1 prioritasos sor teljesitményanalizi-
sére, mind a preemptiv, mind a nem preemptiv kiszolgalas esetére. Hatékony eljarasokat
adtam a rendszerben tartozkodo igények szamaval, mind a rendszerben toltott id6vel
kapcsolatos mennyiségek kiszamitasara.

Az eljarast [12]-ben publikaltam.

A prioritasos sorok analitikus megoldasat a mult szazad kozepe 6ta kutatjak. Az
utobbi két évtizedben MAP és MMAP érkezési folyamatokkal rendelkezd prioritasos
sorokra is sziilettek eredmények. A MAP/G/1 preemptiv prioritasos sor munkahétra-
1ék folyamatra alapozott megoldasa [30]-ben jelent meg, a [31] pedig a nem-preemptiv
esetet targyalja. Ezek a modellek tetsz6leges kiszolgalasi id6 eloszlast megengednek,
ami a sor analizisét nagyon Osszetetté, az eljaras numerikusan hatékony implementa-
lasat pedig nehézzé teszi.

A nehézségek megoldasara a tézisben altalanos helyett PH eloszlasu kiszolgalasi
id6ket feltételeziink. Ez az eljaras is a munkahatralék folyamaton alapul, de a PH
eloszlasu kiszolgalasi id6k mellett egy sokkal egyszer(ibb, intuitivebb, és numerikusan
sokkal elényosebben viselked6 analizis eljaras bevezetése valt lehetévé.

Az eljaras els6 1épése a munkahatralék stacioner eloszlasanak meghatarozasa egy
alacsony prioritasu érkezés pillanatdban. A munkahatralék, V(t), azt az id6t jelenti,
amennyire a kiszolgalonak sziiksége lenne az dsszes rendszerben 1évé igény kiszol-
géalasdhoz abban az esetben, ha az érkezések megsziinnének. Az érkezési id6pontok
kozott V() 1-es meredekséggel csokken, az érkezési iddpontokban pedig megugrik
az Uj érkez6 altal behozott tobblet munka mennyiségének megfeleléen (5. abra). Ese-
tinkben a PH eloszlasu kiszolgalasi id6k lehet6vé teszik, hogy a munkahatralék fo-
lyamatot egy Markovi folyadékmodellé transzformaljuk (6. abra), melynek stacioner
analizisére vannak létez6 hatékony modszerek.

A tézisben javasolt modszer ujdonsaga, hogy a rendszer legfontosabb teljesit-
ményjellemzdit sikeriilt ennek, illetve ehhez szorosan kotheté6 Markov folyadékmo-
dellek aktiv periddusaval kapcsolatba hozni. A Markov folyadékmodellek aktiv pe-
ribdusanak vizsgalatara az utobbi években bevezetett Uj eljarasok segitségével pedig
lehetévé valt a prioritasos sorok hatékony analizise is.

A hatékonysag érzékeltetésére harom algoritmust hasonlitunk 6ssze a javasolt
modszerrel, melyek mind koruk legjobbjai voltak. Az egyik ilyen algoritmus a [14]
folytonos idére atiiltetett valtozata, a masik ennek tovabbfejlesztése ([5]), a harma-
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7. abra. Az analizishez sziikséges szamitasi id6 6sszehasonlitasa

dik pedig a [10]-ben publikalt eljaras. A 7. abran lathat6 az alacsony prioritasa igé-
nyek szamanak elsé6 10 momentumahoz sziikséges szamitasi id6 az érkezési folyamat
méretének fliiggvényében, preemptiv litemezéssel. A javasolt modszer legalabb egy
nagysagrenddel gyorsabb a tobbinél, Iényegesen nagyobb rendszerek megoldasara is
alkalmas. Még a legnagyobb fazisszamu esetben sem volt tapasztalhaté numerikus
probléma. Tovabba, [5]-el és [10]-el ellentétben a javasolt mddszerrel a rendszerben
toltott idével kapcsolatos teljesitményjellemzdk is szamolhatok, valamint a nem pre-
emptiv itemezés is vizsgalhato.

Fontos megjegyezni, hogy a 2.4-es tézisben hasznalt megkozelitést nem lehet
felhasznalni a tavozasi folyamat vizsgalatara, mert csak egyes forgalmi osztalyokra
ad teljesitményjellemzéket. A tavozasi folyamat vizsgalatahoz a forgalmi osztalyok
egylttes viselkedését kell tekinteni, e célra a 2.2-es tézis egy teljesen mas eljarast al-
kalmaz.

4 SORBANALLASIHALOZATOK ANALIZISE
Motivacio

Olyan sorbanallasi hal6zatok megoldasara, melyekben az igények érkezése nem Po-
isson folyamat, és a kiszolgalasi id6k nem exponencialisak, a mult évszazad masodik
felében tettek elészor kisérletet. Az elsé probalkozasok az érkezési és kiszolgalasi
id6ko6zok masodik momentumanak figyelembe vételére iranyultak. Erre a megkdoze-
litésre alapul a széles korben elterjedt kozelit6 algoritmus, a QNA [33, 34] is. Ezek az
eljarasok azonban — implicit médon - feltételezik, hogy az egymast kovetd érkezési
és kiszolgalasi id6kozok fliggetlenek egymastol. A tobbosztalyos sorbanallasi halo-
zatokat is régota vizsgaljak ([15]), de a forgalmi osztalyok kozotti fiiggéségeket nem
voltak képesek figyelembe venni.

A sokoldalian hasznalhaté Markovi érkezési modellek (MAP-ok, MMAP-ok) meg-
jelenése 1j lendiiletet adott az 6sszefiiggd forgalommal rendelkezé sorbanallasi halo-
zatok analizisének [21, 28]. Ezeknek az Gj megoldasoknak azonban van egy hatranyos
tulajdonsaga: a hal6zat belsé forgalmat leir6 MAP modellek mérete csomdpontrol
csomopontra nd, és hamar eléri a gyakorlati kiszamithatosag korlatait.
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Az altalunk javasolt megkozelités is MAP-ot, illetve MMAP-ot hasznal a bels6 for-
galom leirasara, de a korabbiaktol teljesen eltéré modon: kiszamitjuk a bels6 forgalom
egylépéses egyiittes momentumait, és az 1.3-as tézis eredményeire tamaszkodva ezek-
re illesztiink MAP-ot, illetve MMAP-ot. Ennek a megkdozelitésnek az a £6 elénye, hogy
a forgalmat modellez6 MAP-ok mérete nem né minden alkalommal, amikor athalad
egy csomoponton, mivel a figyelembe vett egyiittes momentumok szama allandé. To-
vabba, a figyelembe vett egyiittes momentumok szdmanak megfelel6 megvalasztasa
lehetdséget biztosit a modellméret és a pontossag kozotti kompromisszum kivant be-
allitasara.

3.1-es tezis

Bevezettem egy 1j eljarast tobbosztalyos, dsszefiiggd forgalommal rendelkezé sorbanal-
lasi halozatok egyiittes momentum alapu kozelité analizisére.

A kapcsolodo eredményeket [13] és [5] tartalmazza.

A dekompozici6 alapu sorbanallasi halozat analizis legkritikusabb kérdése a ha-
l6zati forgalom megfelel6 modellezése. Az 1.3-as tézis alapjan a halézati forgalmat
egylttes momentumok segitségével jellemezziik, ami egy igen kompakt, kevés pa-
raméterrel rendelkezd reprezentacio. A haldzat analizise soran minden csomoépont
feldolgozasa négy 1épésbdl all:

1. A csomopont érkezési folyamatanak eléallitasa a kiilonboz6 iranyokbdl érkezé
forgalmak aggregalasaval. Mind a kiils6, mind a belsé forgalmat MAP, illetve
MMAP irja le, ezek a forgalmi modellek pedig zartak az aggregacié miiveletére,
tehat az aggregacio eredménye is MAP, illetve MMAP lesz.

2. A csomopont sorbanallassal kapcsolatos teljesitményjellemzéinek (varakozasi
id6, sorhossz, stb.) kiszamitasa. A disszertaci6 5. fejezete ismerteti az egyosz-
talyos MAP/MAP/1, a 6. fejezete a tobbosztalyos MMAP[K]/PH[K]/1 FCFS, a 7.
fejezete (és a 2.4-es tézis) pedig a prioritasos sor teljesitményanalizisét.

3. Atavozasifolyamat momentumainak és egyiittes momentumainak kiszamitasa.
Erre a célra a 2.1-es, a 2.2-es, és a 2.3-as tézis eredményei szolgalnak.

4. A MAP reprezentacio elballitasa a momentumok és egyiittes momentumok
alapjan, az 1.3-as tézis eredményeinek és a kapcsolodo (a disszertacio 3.2-es
és 3.3-as fejezeteiben talalhat6) algoritmusok segitségével.

A javasolt eljaras pontossagat a disszertaci6 8.2-es és 8.3-as fejezetében talalha-
to 0sszehasonlit6é tanulmany vizsgalja. A legegyszertibb, egyosztalyos két allomasos
tandem halozat esetére az 6sszehasonlitasban szerepl6 algoritmusok néhany érdekes
tulajdonsagat a 3. tablazat foglalja 6ssze. A tablazat masodik oszlopa a halézati forgal-
mat modellez6 MAP mérete, mely a Poisson és az egyiittes momentum alapu algorit-
musnal nem fiigg az érkezési és kiszolgalasi folyamat fazisszamatol. Az an. ETAQA
csonkolas eredményezi a legnagyobb forgalmi modellt, a minimalis csonkolasi szint
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Tavozasi folyamatot kozelit6 algoritmus Fazisszam Hiba
Poisson folyamat alapu 1 0,3569/0,1396
Lelassitott kiszolgalasi folyamat alapt 2 0,1477/0,0961

Aktiv periodus alapu 12 0,119/0,219

ETAQA csonkolas 2-es szinten 18 0,1364/0,068
ETAQA csonkolas 50-es szinten 306 0,0034/0,007
Egyiittes momentum alapt, 4 momentummal 2 0,1116/0,0695
Egyiittes momentum alapu, 9 momentummal 3 0,076/0,0511

3. tablazat. Kiilonboz6 tavozasi folyamatot kozelitd algoritmusok 6sszehasonlitasa az egyosz-
talyos, két csomopontos példaban

mellett 18 allapotra, a jobb pontossag elérése érdekében 50-re novelt csonkolasi szint
mellett mar 306 allapotra van sziikség. Az utols6 oszlop a masodik csomdpontban a
rendszerben 1év6 igények atlagos szamara és annak relativ szoérasnégyzetére szamolt
abszolut hiba szimulacios eredményekhez viszonyitott relativ értéke. A legpontosabb-
nak az 50-es csonkolasi szinttel el6allitott ETAQA tavozasi folyamat modell bizonyult,
zésére ez a modell nem alkalmas. Az egyiittes momentum alapi megkézelités elfo-
gadhato pontossagot hozott, mikozben a két csomopont kozotti forgalmat modellezé
MAP Markovi, és rendkiviil kompakt reprezentacioval rendelkezik, a momentumok
szamatol fiiggéen csupan 2, illetve 3 fazisra volt sziikség.

A 8. ésa9. abran egy kétosztalyos, két csomopontos halézat eredményei lathatok,
a grafikonok a masodik csomoépontban tartézkodé igények szamat abrazoljak FCFS
és prioritasos kiszolgalas mellett. Ebben a példaban az 1.3-as tézis momentumillesztd
eljarasa nem adott vissza Markovi reprezentaciot, ezért kozelité momentumillesztést
([7]) kellett alkalmazni.

A kiértékelt példak alapjan elmondhato, hogy tobb fogalmi osztaly esetén az elja-
ras pontossaga valamivel romlik. Azt azonban fontos megjegyezni, hogy a bemuta-
tott egylittes momentum alapu megkdzelités mind a mai napig az egyetlen lehetdség
kelléen altalanos tobbosztalyos sorbanallasi halozatok kozelit6 analizisére; az egyosz-
talyos hal6zatokhoz bevezetett algoritmusokat vagy egyaltalan nem lehet tobboszta-
lyos esetre kiterjeszteni, vagy csak ugy, hogy nem lesznek képesek a kiilonféle tobb-
osztalyos kiszolgalasi elvek figyelembe vételére.

5 AZEREDMENYEK HASZNOSITASA

A bemutatott tézisek, illetve azok bizonyos valtozatai, el6zményei, szinte mind fel-
hasznalasra keriiltek konkrét ipari alkalmazasokban. Fébb ipari partnereink a Nokia
és a T-Systems voltak, akik halozattervezd és -optimalizal6 algoritmusaikba épitették
be ezeket az analitikus elemeket.
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9. abra. A masodik csomépontban tartézkodo igények szama a kétosztalyos, kétcsomopontos

példaban, prioritasos kiszolgalassal
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