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Az értekezés targya egyrészt kilonféle nemeuklideszi geometriai strukturakon
(Szoboljev-tipusu) funkciondl-egyenl6tlenségek és bizonytalansagi elvek
élességének vizsgalata, masrészt — részben ezek alkalmazasaként — a fent
emlitett nemeuklideszi geometriai strukturakon tekintett elliptikus parcialis
differencialegyenletek megoldasai szamanak tanulmanyozasa. A szerz6 igy a
matematika kiilonb6z6 agait: a funkcionalanalizist, a kritikus pont elméletet, a
differencialgeometriat és a parcialis differencidlegyenletek elméletét kapcsolja
ossze ugy, hogy mindegyik teriileten igen mély és aktualis eredményeket ér el,
felhasznalva a széban forgo terliletek legujabb kutatasi eredményeit.

Az angol nyelvi értekezés Bevezetéshdl, a jelolések jegyzékébdl, ot fejezetbdl
és b6 irodalomjegyzékbdl all.

Az 1. fejezetben a szerz6 leirja a kés6bbiekben felhasznalt fogalmakat,
tételeket, valamint a témaban elért korabbi legfontosabb eredményeket.

A 2. fejezetben kiilonféle interpolacios egyenl6tlenségek élességével
kapcsolatos eredményeket mutat be. EI6sz6r a pozitivan gorbllt tereken
fennalld interpolacids egyenl6tlenségekkel foglalkozik. Tobbek kozott
megmutatja, hogy ha a CD(K,n) tipusu (M,d,m) metrikus mértéktéren teljesiil a
Gagliardo — Nirenberg-egyenl6tlenség, és valamely M-beli pontban n-s(irliségi
feltétel teljesil, akkor Iétezik olyan C pozitiv szam, hogy minden x kozéppontu,
0 sugaru M-beli gomb mértéke nagyobb vagy egyenlé mint C p™ . A szerz§
igazolja, hogy a Gagliardo — Nirenberg-egyenl6tlenségben szerepl6 Szoboljev-
tipusu allandé minél kézelebb van az euklideszi eset éles allanddjahoz, annal
kozelebb lesz topoldgiailag a sz6ban forgd nemnegativ Ricci-gorbliletl sokasag
az euklideszi térhez. Ezzel egyuttal megvalaszol egy C. Xia altal felvetett
kérdést.



Ezutan negativan gorbiilt tereken érvényes interpolacids egyenlétlenségekkel
foglelkozik. A Cs. Farkas és A. Szakal tarsszerz6kkel irt dolgozatban
megmutatjak, hogy a Gagliardo — Nirenberg-egyenl6tlenségek fennallnak
(ugyanazon éles konstansokkal mint az euklideszi térben) minden olyan n-
dimenziés Hadamard-sokasagon, amelyen teljestil az Un. Cartan — Hadamard-
sejtés. Ha a széban forgd egyenltlenségekben extremalis fliggvények vannak,
akkor a sokasdg izometrikus az n-dimenzids euklideszi térrel.

A 3. fejezetben a szerz6 a matematikai fizikdban fontos bizonytalansagi elvekkel
foglalkozik. Pozitivan gorbiilt terek esetében megmutatja, hogy az éles
Heisenberg — Pauli — Weyl bizonytalansagi elv pontosan akkor all fonn, ha az
(M,g) Riemann-sokasdg izometrikus az ugyanolyan dimenziéju euklideszi térrel.
Negativan gorbilt terek esetében az éles Heisenberg — Pauli — Weyl
bizonytalansagi elv érvényes minden n-dimenziés (M,g) Hadamard-sokasagon.
Azonban pozitiv extremalis pontosan akkor |étezik, ha (M,g) izometrikus az n-
dimenziods euklideszi térrel. Ez utdbbi eredményekhez nem sziikséges a Cartan
— Hadamard-sejtés érvényessége. A fentiekrdél szo6lo 3.6 tétel kijavit egy
lényeges hibat |. Kombe és M.Ozaydin egy dolgozataban. A 3.7, 3.8 tételek
szerint nagyobb gorbuletli Hadamard-sokasagok esetén erételjesebb Hardy —
Poincaré bizonytalansagi elv érvényes.

Az értekezés 4. fejezetében Finsler-sokasagokon tekintett elliptikus problémak
szerepelnek. Ehhez ismerni kell a sokasag felett értelmezett Szoboljev-terek
alapveté tulajdonsagait, pl. a terek reflexivitasat, beagyazhatdsagat. Ebben
fontos szerepe van a Finsler-sokasaghoz rendelt reverzibilitasi allandénak: a Cs.
Farkas és Cs. Varga tarsszerz6kkel irt cikkben igazoljak, hogy ha a reverzibilitasi
allandé véges, akkor a sokasaghoz rendelt Szoboljev-tér reflexiv Banach-tér. A
szerz6k ugyanakkor szerkesztettek egy olyan nemkompakt Finsler-sokasagot,
amelynek reverzibilitasi dllanddja végtelen, és a felette értelmezett Szoboljev-
tér nem vektortér. Ez az ellenpélda ramutat a Riemann- és Finsler-sokasagok
kozotti [ényeges kiilonbségre, és lezarja a nemkompakt sokasagokon
értelmezett Szoboljev-terek elméletét.

A 4. fejezet masodik részében Finsler — Hadamard sokasagokon targyal a szerz6
elliptikus problémakat. Nevezetesen, paraméterfiiggd Finsler — Laplace
operatort és egy nemlinearis tagot tartalmazé elliptikus feladatot tekint Funk-
tipusu Finsler-sokasagon. Variaciés moédszerek alkalmazasaval megmutat;ja,
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hogy kis paraméterérték esetén csak a nulla megoldas létezik, mig nagy
paraméterérték esetén két kiilonboz6, nem nulla megolddas van. Ezutan a 3.9
tételben levé éles Hardy — Poincaré egyenl6tlenség felhasznaldsaval egy
szingularitast tartalmazé Poisson-egyenletet vizsgal, és igazolja, hogy a Poisson-
egyenlet megoldasanak alakja jellemzi a Finsler-sokasag gorbuletét.

Az értekezés 5. fejezetében Riemann-sokasagokon vizsgal a szerz§ elliptikus
problémakat. Kompakt Riemann-sokasagok esetében varidcids médszerek
alkalmazasdaval egy szublinedris tagot tartalmazé sajatérték feladatra éles
bifurkaciods allitast bizonyit a megoldasok szamara vonatkozélag, tovabba
megmutatja, hogy a megoldasok szama stabil kis perurbacidk esetén.

A fejezet masodik részében nemkompakt Riemann-sokasagokon vizsgal a
szerzd elliptikus problémakat. Felhasznalva a 3.10 tételben szerepl§ éles,
tobbpolusu Hardy — Poincaré-egyenl6tlenséget, végtelen sok, egymastal
szimmetrikusan kilénb6z6 megoldas létezését igazolja az egységgdomb felsd
féltekéjén értelmezett Laplace — Beltrami-operatorra vonatkozo probléma
esetén. Ehhez bizonyos csoportelméleti meggondolasokra van szikség. Végiil
igazolja, hogy egy Hadamard-sokasagon értelmezett, oszcillacids tagot
tartalmazé Schrodinger — Maxwell rendszernek végtelen sok (izometriakra
invaridns) megoldasa létezik.

A disszertacid értékelésével kapcsolatban el6szor a témavalasztasrol szeretnék
irni. A masodik fejezet témaja, az interpolacids egyenlétlenségek egyik
kiindulépontja T. Aubin Un. AB-programja, amelyet 1976-ban fogalmazott meg,
és abban azt a kérdést vetette fol, hogy egy n-dimenzids Riemann-sokasagon
felirt (AB) interpoldacios egyenl6tlenségben levé A, B nemnegativ szamoknak mi
az optimalis értéke. Ezzel kapcsolatban folyamatosan figyelemre méltd
eredményeket értek el, legutdbb 2014-ben L. Ambrosio, N. Gigli, G. Savaré,
illetve 2004-ben és 2005-ben M.P. do Cosmo, C. Xia és L. Ni. A vizsgalatok sordn
kiderilt, hogy a széban forgd egyenl6tlenség [ényegesen fligg a Riemann-
sokasag gorblletétdl, ezt a szerzé késébbi kutatasai tovabbfejlesztették.

A 3. fejezet témadjaval, a bizonytalansagi elvekkel kapcsolatban az utdbbi
id6ben tobbek kozott S. Filippas, A. Tertikas, G. Barbitis 2002-ben és 2004-ben,
W. Erb, |. Kombe és M. Ozaydin 2009-ben és 2013-ban, tovabba N. Ghoussoub
és A. Moradifam 2011-ben végzett kutatasokat.



Az értekezés 4. és 5. fejezetében targyalt nemlinearis elliptikus parcidlis
differencialegyenleteket gorbiilt tereken szintén szamos matematikus vizsgalt.
A probléma el6zményei az E. Hebey Altal 1999-ben targyalt Yamabe-feladat és
a G. Perelman 3ltal igazolt Poincaré-sejtés. Ebben a témaban értek el kivald
eredményeket L. Ambrosio, N. Gigli, G. Savaré 2014-ben, J. Lott és G. villani
2009-ben, tovabba K.T. Sturm 2006-ban.

A fentiek alapjan megallapithato, hogy az értekezés témaja aktualis és igen
fontos mind a matematikan, mind a fizikdn belili alkalmazasok szempontjabdl.
A szerz6 a szoban forg6 terileten alapvet6 haladast ért el, kimutatva a
pozitivan és negativan gorbilt tereken tapasztalhatd lényeges eltéréseket,
eredményeit rangos folyodiratokban és egy monografiaban kozolte. Az értekezés
az utdbbi nyolc évben kozolt 19 cikkben és egy monografiaban leirt
eredményeket tartalmazza. Ezek kozill 12 tarsszerz8s, 8 6nalld dolgozat. Az
értekezésben szereplé eredmények a funkcionalanalizis, a kritikus pont elmélet,
a differencidlgeometria és a parcidlis differencidlegyenletek teriiletén egyarant
jelentBsek, és igazoljak a szerz6 jartassagat és alapos tajékozottsagat a fenti
tudomanyagakban, mivel képes a korabbi eredmények és eszk6zok alkotd
alkalmazasara. Kérdéseim:

1. A 2. és 3. fejezet mely eredményei lehetnek még alkalmazhatdk a 4. és 5.
fejezetben targyalt elliptikus parcidlis differencidlegyenletek
tanulmanyozasaban?

2.Van-e lehet6ség a fentiek alapjan kvazilinedris (p-Laplace tipusu) egyenletek
megoldasai szamanak vizsgdalatara?

A disszertacié nemcsak tartalmi, hanem formai szempontbdl is kimagaslo:
szerkesztése, megfogalmazasa tomor, de vilagos, pontos, jol attekinthetd.
Kilon kiemelném, hogy mind az értekezés Bevezetésében, mind a Tézisekben a
szerzG el6szor vilagosan, roviden 6sszefoglalja az el6zményeket és sajat
eredményeinek |[ényegét, majd utana a Tézisekben részletesen megfogalmazza
a tételeket. Ez nagyban segiti az értekezés elolvasasat és megértését.

Ezért egyértelmden javaslom az értekezés nyilvanos vitdra bocsatasat és az
MTA doktora fokozat odaitélését.
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