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1. Bevezetd

A csoportelmélet a matematika egyik legidésebb dga, amelyet mara
mar nemcsak a matematikaban, hanem a fizikdban és a kémiaban is
alkalmaznak. A tizenkilencedik szdzad elején Abel és Galois munka-
iban a csoport matematikai objektumokon haté permutacidk 6sszes-
sége volt. Késobb geometriai objektumok transzformécié csoportjait
kezdték el vizsgalni. Végiil Lie folytonos csoportokrdl sz6lo elmélete
helyezett tovabbi hangsilyt a csoportok elméletére. 1911-ben je-
lent meg Burnside a véges csoportokrdl szélé nagyhatasi konyve.
Ebben mar a véges csoportok reprezentacié elméletérdl is szé esett.
Ennek megalapozasat Burnside Frobenius-szal egyiitt kezdte meg,
majd Brauer fejezte be.

A véges egyszerli csoportok klasszifikdcids tétele a huszadik szé-
zadi matematika egyik legmélyebb eredménye. Ennek bizonyitasat
1983-ban jelentették be, de csak 2004-ben fejezték be. A tételnek
nemcsak, hogy rengeteg érdekes kévetkezménye van, hanem kiilonos
moédon szamos olyan allitds 1étezik, amelynek csak azt hasznald bi-
zonyitasa ismert. Ezzel kapcsolatban megjegyezziik, hogy Brauert
megkérdezték egyszer, amikor mar lathato volt, hogy a klasszifikacids
tétel bizonyitast nyer, hogy vajon ez-e a vége a véges csoportok
elméletének. Azt véalaszolta, hogy ez csak a kezdet. Valdban, az
utobbi évtizedben szamos mély reprezentacié elméleti sejtést vezet-
tek vissza egyszerli csoportokrél szolé kérdésekre. Mind a mai napig
mind a csoportelmélet, mind a reprezentacié elmélet a matematika
legaktivabban kutatott teriiletei kozé tartozik.

A véges csoportok elméletében gyakran fordul eld, hogy egy cso-
port hat egy vektortéren (vagy egy Abel normalosztén). Ebben az
esetben reprezentacié elméleti eszkozokkel gyakran szdmos kérdés
megvalaszolhaté. Ebben a dolgozatban olyan csoportelméleti kérdé-
seket vizsgalunk, ahol a probléma nehézsége linedris csoportokrol
szol és a klasszifikacios tétel kovetkezményeinek hasznélata aligha
mell6zhet6. Ebbdl kifolydlag a dolgozat témaja a véges csoportok
elméletének és a véges csoportok reprezenticio elméletének hatarterti-
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letén helyezkedik el.

A dolgozatra indirekten, de lényeges médon Brauer gyakorolt ha-
tast. Brauer problémai koziil ebben a munkdban haromrdl esik
sz0. A motivacionk és az eredményeink viszont alapvetoen csoport-
elméleti jellegliek.

A témakodrben taldn a legalapvetObb invaridns a véges csoport
konjugdltsdgi osztalyainak a szdma, mivel az a csoport komplex
irreducibilis karaktereinek a szdmaval is megegyezik. Brauer egy
problémajaval kapcsolatosan erre az invariansra adunk alsé korlatot
egyediil a csoport rendjének ismeretében. A probléménak van egy
moduldris véltozata is, amelynek kapcsdn megmutatjuk (Pyber egy
kérdésére reagélva), hogy egy véges csoport konjugdltsigi oszté-
lyainak szama alulrél becsiilhet egyediil a csoport rendjének prim
osztéjanak segitségével. McKay egy sejtésének szellemében ezt az
eredményt altalanositjuk a véges csoport bizonyos karakterei szama-
nak alsé becslésére. Ezek utédn attériink a véges csoport konjugaltsagi
osztalyainak szdméra vonatkozd felsé becslések kérdéskorére. Itt
Brauer egy mdsik problémaja jatszik fontos szerepet, Brauer k(B)
problémaja. Az 6todik fejezetben felsé korlatot adunk egy permu-
tacié-csoport konjugdltsigi osztalyainak szamara. A hatodik fejezet
tamaszkodik a k(B) probléma ismert eseteire. Itt egy permutdcio-
elméleti invaridnst vizsgdlunk (minimdlis bazis szdm) reprezentécid
elméleti szemszogbOl. Seress egy tételét dltalanositjuk. Folytatva ezt
a gondolatmenetet a hetedik fejezetben Palfy, Wolf, valamint Pyber
tételei nyoman becsiiljiik véges csoportok bizonyos kompozicié fak-
torai rendjeinek szorzatat. A nyolcadik fejezetben ezeket a gondo-
latokat alkalmazzuk primitiv permutacio-csoportok faktorai méreté-
nek becslésére. A kérdéskornek Galois elméleti motivacidja is van.
A kilencedik fejezet Brauer k(B) problémdjat érinti és itt fixpont
terek atlag dimenziéjat becsiiljiik. Megoldjuk Neumann egy 1966-
bol szarmazd problémajat. Az utolso fejezetben ezt az eredményt,
valamint a hetedik fejezet utolsé tételét alkalmazzuk Wiegold egy
hires sejtésével kapcsolatosan, ahol az eddigi legerésebb eredményt
kapjuk.
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2. Brauer harmadik problémaja

Jelolje k(G) a G véges csoport konjugdltsigi osztdlyainak szamat.
Ez az invaridns a G csoport komplex irreducibilis karaktereinek a
szama is egyben.

1903-ban Landau [27] megvélaszolta Frobenius egy kérdését. Be-
bizonyitotta, hogy adott k pozitiv egész esetén legfeljebb csak véges
sok olyan véges csoport van, amelynek k konjugaltsigi osztalya van.
A gondolatmenetbdl az kovetkezik, hogy minden G nemtrivialis véges
csoport esetén k(G) > log,logy |G|. Brauer [3] nevezetes prob-
lémainak listdjan a harmadik ugy szdl, hogy adjunk ennél lényegesen
jobb alsé korldtot k(G)-re csupén a G csoport rendje ismeretében.

Majdnem egy évszézad részeredményei utdn Pyber [39] bebizonyi-
totta, hogy létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy minden 3-nél na-
gyobb n rendii véges csoportnak legalabb e - (log, n/(log, log, n)8)
konjugdltsagi osztdlya van. 2011-ben Keller [21] finomitott Pyber
bizonyitasan és az elobbi korldtban a 8-at 7-re javitotta.

Ezt a gondolatmenetet folytatva az elsé tézis a kovetkezo.

1. Tétel (Baumeister, Maré6ti, Tong-Viet; [2]). Minden € > 0 esetén
létezik & > 0, hogy minden n > 4 rendii véges csoport konjugdltsdgi
osztdlyainak szdma legaldbb & - (logy n/(logy logy n)* 7).

Megjegyezziik, hogy minden péaratlan p prim esetén Kovacs és
Leedham-Green [23] olyan pP rendi P csoportot konstruélt, amelyre
k(P) = (p® —p?+p-+1)/2. Tehat végtelen sok olyan G véges csoport
létezik, amelyre k(G) < (log, |G])°.

3. Egy masik alsé korlat k(G)-re

Legyen G egy véges csoport és legyen p egy prim, ami osztja G rend-
jét. Pyber észrevette, hogy Brauer egy eredményébdl kovetkezik,
hogy ha p? nem osztja G rendjét, akkor k(G) > 2v/p— 1. En-
nek kapcsan Pyber néhany kérdést vetett fel arrdl, hogy hogyan
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lehetne k(G)-t p fliggvényében alulrdl becsiilni. Ez és Brauer huszon-
egyedik problémdja (ldsd a kovetkezd fejezetet) motivéalta Héthelyit
és Kiilshammert (lasd [17], [18]), hogy G feloldhaté csoport esetén
kiilénb6z6 explicit korlatokat adjanak G konjugaltsdgi osztalyainak
szémadra. Bebizonyitottdk [17] példdul azt, hogy ha G egy feloldhatd
csoport és p a G rendjének egy prim osztdja, akkor k(G) > 24/p — 1.

Ezutan ezt az egyenlStlenséget tetszoleges G csoport esetén kezd-
ték el vizsgalni. Malle [30] bebizonyitotta, hogy amennyiben G egy
minimélis ellenpélda a k(G) > 2,/p — 1 egyenl&tlenségre és p oszt-
ja G rendjét, akkor G egy olyan HV szemidirekt szorzat, ahol V'
egy olyan irreducibilis, hit H-modulus egy olyan H véges csoportra,
amelyre (|H|,|V]) =1 és p osztja V rendjét. Malle azt is megmu-
tatta, hogy H nem lehet majdnem kvaziegyszerii csoport. Ezeket az
eredményeket Keller [20] felhasznélta és bebizonyitotta, hogy létezik
olyan univerzalis ¢y konstans, hogy amennyiben p > ¢y és p oszt-
ja egy tetszOleges G véges csoport rendjét, akkor G konjugdltsigi
osztdlyainak szdma legaldbb 2,/p — 1. Kés6bb Héthelyi, Horvath,
Keller és Mar6ti [16] megmutattak, hogy legfeljebb véges sok G nem
feloldhatd, p-feloldhaté véges csoporttdl eltekintve k(G) > 2¢/p — 1
teljesiil, és egyenléség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha v/p — 1 egész és
G = Cp x C 5=, ahol Cg(C}) = C). Mivel Keller bizonyitasabdl co
értékére nem lehetett kovetkeztetni, kvantitativ informéacié az el6z6
eredménnyel kapcsolatosan sem létezett.

2. Tétel (Mardti; [34]). Ha G egy véges csoport és p a G rendjének
eqy prim osztdja, akkor G konjugdltsdgi osztdlyainak szama legaldbb
2+/p — 1. Egyenléség akkor és csak akkor teljesil, ha «/p — 1 egész,
G =CpxC =1 és Cq(Cp) = Cp.

Lehet-e a 2. Tételben szerepl6 korldtot javitani abban az esetben,
ha p egy 1-nél magasabb hatvanya osztja G rendjét? Kovécs és
Leedham-Green [23] az el6z8 fejezet végén szerepld példdja hatart
szab az ilyen spekuldcidéknak. Viszont Héthelyi és Kiilshammer [18]
azt bizonyitotta, hogy ha p? osztja egy G feloldhaté csoport rendjét,
akkor G konjugéltsagi osztélyainak a szdma legaldbb (49p + 1)/60.
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4. Brauer és McKay sejtései kapcsan

Brauer fenti, harmadik probléméjanak modularis valtozata Brauer
huszonegyedik problémdja (lasd [3]) és ez a kovetkezOképpen szdl.
Legyen G egy véges csoport, p egy prim és B a G csoport egy p-
blokkja. Jelolje k(B) a G csoport a B blokkhoz tartozé komplex
irreducibilis karaktereinek a szdmat. Adjunk k(B)-re olyan f(|D|)
alsé korldtot, ahol D a B blokk egy defekt csoportja és f(|D|) — oo,
amint |D| — co. Ez a sejtés igaz [25], amennyiben G egy p-feloldhaté
csoport, viszont semmilyen explicit f korlat nem ismert. Megje-
gyezzilk, hogy Héthelyi és Kiilshammer [17] azt sejtik, hogy tet-
szOleges véges csoport tetszbleges olyan B p-blokkja esetén, amelyre
k(B) # 1, a k(B) > 21/p — 1 becslés teljesiil.

Kiilshammer és Robinson [26] megmutattdk, hogy Brauer elgbbi,
huszonegyedik problémaéja kovetkezik McKay sejtésének moduldris
verzi6jabdl. Itt csak McKay eredeti sejtését ismertetjiik. Legyen G
egy véges csoport és p egy prim. Jeldlje Irr, (G) a G csoport p-
hez relativ prim foki komplex irreducibilis karaktereinek halmazat.
McKay sejtése gy szol, hogy |Irr, (G)| = |Irr, (Ng(P))|, ahol P a
G csoport egy Sylow p-részcsoportja és Ng(P) a P normalizdtora
G-ben. Ez a sejtés p = 2 esetén igaz [32].

A 2. Tétel és annak bizonyitasa felhasznalasaval explicit alsé kor-
lat adhaté a |Irr, (G)| invaridnsra tetszéleges G véges csoport esetén.
Ez a harmadik tézis.

3. Tétel (Malle, Maréti; [31]). Legyen G egy véges csoport és p egy
prim, amely osztja G rendjét. Ekkor |Irry (G)| > 2y/p — 1. Egyen-
16ség akkor és csak akkor teljesil ha v/p — 1 egész és G bdrmely Sylow
p-részcsoportjinak normalizatora C, x C 5=, ahol Cg(Cy) = Cp.

5. A k(B) sejtés kapcsan

Eddig véges csoport konjugaltsagi osztalyainak szdmara vonatkozo
alsé korldtokat vizsgéltunk. Azonban az irodalomban a k(G) inva-
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ridnsra szamos fels6 korlat is 1étezik G véges csoport esetén. Ezek az
eredmények a reprezenticio elmélet egyik legmélyebb problémajaval
kapcsolatosak. Brauer [4] k(B) probléméja 1959 éta megoldatlan.
E szerint ha B egy tetszéleges véges csoport egy p-blokkja, akkor
k(B) < |D|, ahol D a B egy defekt csoportja.

Brauer k(B) sejtése p-feloldhaté csoportok esetén igaz és ez az
ugynevezett k(GV') tétel [42], amely a kovetkezOképpen szdl. Le-
gyen V egy véges és hii G-modulus, valamely olyan G véges csoport
esetén, amelyre (|G|,|V|) = 1. Ekkor a GV szemidirekt szorzat
konjugdltsagi osztalyainak k(GV') széma legfeljebb V rendje.

A k(GV) tétel bizonyitasaban (és azon til) elengedhetetlenek vol-
tak a permutacio-csoportok konjugaltsagi osztdlyai szaméra vonat-
koz6 felsé becslések. Kovacs és Robinson [24] bebizonyitottak, hogy
ha G egy n-ed fokt permutacié-csoport, akkor k(G) < 5"~1 tovabba
visszavezették az esetleges k(G) < 277! korldtot arra az esetre,
amikor G egy majdnem egyszeri csoport. Ezt az utébbi egyen-
16tlenséget Liebeck és Pyber [28] bizonyitotta be tetszdleges n-ed
fokd G permutdcié-csoportra. Kovdcs és Robinson [24] azt is belétta,
hogy k(G) < 3("=1/2 amennyiben G feloldhaté permutacié-cso-
port és n > 3. Kés6bb Riese és Schmid [41] 3/, 5’ és 7" csoportok
esetére is beldtta az elébbi korldtot ha n > 3. Végiil Mardti [33]
bebizonyitotta, hogy tetszdleges G véges permuticié-csoport esetén
k(G) < 3(n=1)/2 ahol n > 3 a G fokszdma.

A negyedik tézis a kovetkezd.

4. Tétel (Garonzi, Maréti; [9]). Minden n-ed foki permutdacio-
csoportnak, ahol n > 4, legfeljebb 5("=1/3 konjugdltsdgi osztdlya
Van.

Pyber megmutatta, hogy tetszéleges 0 < ¢ < 5/ konstans esetén
végtelen sok olyan G tranzitiv permutacié-csoport 1étezik, amelyre
k(G) > ¢"~!. Ha egy n-ed fokti G permutécié-csoportra feltételeket
tesziink, akkor sokszor exponencialisnal jobb felsé becsléseket lehet
adni a k(G) invaridnsra. Példdul [9], ha létezik G-t tartalmazd, de
A,-t61 és S,,-t6] kiilonboz6 primitiv permutédcié-csoport, akkor k(G)
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legfeljebb az n particidinak a szama.

6. A minimalis bazis szam

A k(GV) tétel bizonyitdsdnak nem vart kovetkezménye [15] van a
minimalis bézis szdmra vonatkozdan.

Legyen H egy € véges halmazon haté permutécié-csoport. Az
Q) egy olyan részhalmazat, amely pontonkénti stabilizatora H-ban
trividlis, a H egy bdzisanak nevezzik. A H permutacié-csoport
béazisainak minimélis méretét minimalis bazis szamnak nevezziik és
b(H)-val jeloljik.

Pyber [40] egy sejtése b(H ) értékét konstans szorzé erejéig megjo-
solja abban az esetben, amikor H egy primitiv permutacié-csoport.
Az elsd ilyen irdnyt eredmény Seresstdl [44] szarmazik, aki beldtta,
hogy minden feloldhaté primitiv permutacié-csoport miniméalis bézis
szama legfeljebb 4. Mivel minden feloldhaté primitiv permutacié-
csoport affin tipusi, Seress eredménye ekvivalens azzal, hogy ha G
egy véges feloldhatd csoport, amely hiien és irreducibilisen hat egy V'
vektortéren, akkor G (mint V-n haté permutacié-csoport) minimalis
b(G) bézis szdma legfeljebb 3.

Az irodalomban szdmos eredmény taldlhaté linedris csoportok mi-
nimalis bazis szdmér6l. Példaul Gluck és Magaard [10] bebizonyi-
tottdk, hogy ha G egy olyan részcsoportja a GL(V') teljes linedris
csoportnak, amelyre (|G|, |V|) = 1, akkor b(G) < 94. Ha G-rél még
azt is feltessziik, hogy szuperfeloldhaté vagy paratlan rendi, akkor
b(G) < 2 is teljestil. E utébbi két allitdast Wolf [49] illetve Dolfi [7]
bizonyitotta. Késobb egy kozos dltalanositasa sziiletett ezen ered-
ményeknek, amelyet egymastdl fiiggetleniil igazolt Dolfi [8], Vdovin
[46], valamint Halasi és Podoski. Ha G < GL(V) egy olyan felold-
haté véges csoport, amelyre (|G|, |V|) = 1, akkor b(G) < 2. Végiil
Halasi és Podoski [15] lényegesen javitott az iménti eredményen
megmutatva, hogy G-rél nem kell feltenni azt, hogy feloldhaté; ha
G < GL(V) és (|G],|V]) = 1, akkor G minimélis bézis szdma legfel-
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jebb 2.

Az 6todik tézis dltalanositja Seress [44] fenti eredményét és kiter-
jeszti Halasi és Podoski [15] tételét.

5. Tétel (Halasi, Mardti; [14]). Legyen V egy q elemd, p karak-
terisztikdji test felett definialt véges vektortér. Legyen G < GL(V)
egy olyan p-feloldhato csoport, amely teljesen reducibilisen hat V -n.
Ekkor b(G) < 3. Tovdbbd ha q > 5, akkor b(G) < 2.

Megjegyezziik, hogy az 5. Tételben szereplé korlatok minden ¢
esetén élesek. A tételt alkalmaztuk [6] véges csoport komplex irre-
ducibilis karaktereinek legnagyobb fokanak becslésére.

7. Palfy és Wolf tételei kapcsan

Az el6z6 fejezetben ismertetett Seress eredmény egy masik motivaci-
oja Pélfy és Wolf egy tétele volt. 1982-ben egymastdl fliggetleniil
Palfy [38] és Wolf [48] megmutattak, hogy minden n-ed foku felold-
haté primitiv permutacié-csoport legfeljebb 24~1/3p1+¢1 elemszama,
ahol ¢; = logy(48 - 24'/3). Ez a korlat végtelen sok n esetén éles.
E tétel azzal ekvivalens, hogy minden olyan feloldhaté részcsoportja
GL(V)-nek, amely teljesen reducibilisen hat a V' véges vektortéren,
legfeljebb 24~ 1/3|V|* rendii.

Az 5. Tétel bizonyitdsiaval parhuzamosan a kovetkez6 altalano-
sabb tétel adédik, ami mér tamaszkodik a véges egyszerii csoportok
klasszifikdcids tételére.

6. Tétel (Halasi, Maréti; [14]). Legyen V' egy véges vektortér eqy p
karakterisztikdju test felett. Ha G < GL(V') egy p-feloldhatd csoport,
amely teljesen reducibilisen hat V-n, akkor |G| < 24=/3|V|%, ahol
c1 a fenti konstans.

Egy X véges csoport és p prim esetén jelolje X egy féldncanak A-
bel, nem Abel, p-feloldhatd, centralis, illetve nem centralis fofaktorai
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rendjeinek szorzatdt rendre a(X), b(X), a,(X), ¢(X), illetve ncf(X).
Ha valamelyik tipusu faktor nem létezik, akkor legyen a széban forgd
fiiggvény értéke 1. A Jordan-Holder tétel értelmében ezek az inva-
ridnsok fiiggetlenek a félanc vélasztdsatol.

Pyber [40] egy eredménye szerint ha G egy n-ed fokd primitiv
permutécié-csoport, akkor a(G) < 24-Y/3plter A 6. Tétel kap-
csén felmeriil, hogy ez a korlat esetleg az a,(G) invarianst is feliilr6l
becsiili, ahol p egy bizonyos prim.

A 7. tézis a kovetkezd.

7. Tétel (Guralnick, Maréti, Pyber; [13]). Legyen G < S,, egy
primitiv permutdcio-csoport €s legyen p azn eqy prim osztoja. Ekkor
a,(G)| Out(G)| < 24=V/3n+e | ahol ¢; a fenti konstans.

A 7. Tételben taldlhaté Out(G) csoport a 11. Tétel bizonyitasa
soran tlnt fel. Itt csak arra mutatunk ra, hogy ha A egy G cso-
port normalizatora S,-ben, akkor b(A/G) < (logy n)?'*#2'°82" ha G
primitiv (és b(A/G) < n'°®2™ ha G tranzitiv). Az utébbi korldtot
hasznaljuk a kovetkezo fejezetben.

Wolf [48] bebizonyitotta, hogy ha G egy nilpotens csoport, amely
hiien és teljesen reducibilisen hat egy V véges vektortéren, akkor
|G| < |V|?/2, ahol ca = logg 32.

A 8. Tézis ezt az eredményt altalanositja.

8. Tétel (Guralnick, Maréti, Pyber; [13]). Ha G < S,, egy primitiv
permutdcid-csoport, akkor ¢(G) < n /2, ahol ca a fenti konstans.

Végezetil az ncf(G) invaridnst vizsgdljuk, de ebben az esetben G
nem permutéicié-csoport, hanem egy tetszdleges véges csoport. A
9. Tétel kimondédsdhoz sziikségiink van a G csoport F'(G) Fitting
részcsoportjara. Ez trividlisan hat G minden f6faktoran. Tovabba
jelolje a G csoport egy ¢ elemének konjugdltsdgi osztéalydt clg(g).

9. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy véges csoport.

10



dc_1451_17

FEkkor

)

nef(G) < ( H |C1G(g>|)p/((p*1)\G|)

geG

aholp a G/F(Q) csoport rendjének a legkisebb prim osztdja (ha ilyen
van).

8. Permutacié-csoportok faktorairdl

Aschbacher és Guralnick [1] bebizonyitottdk, hogy ha A egy véges
permutécié-csoport, amelynek foka n, akkor az A’ kommutator cso-
port indexe A-ban legfeljebb 3"/3. Tovabba, ha A primitiv, akkor
|A : A’| < n. Ezzel kapcsolatban és Galois elméleti indittatdsbol
meriilt fel az a kérdés, hogy mi mondhaté |A : G|-rél abban az e-
setben mikor G és A olyan részcsoportjai S,-nek, ahol G normalis
A-ban. Galois elméleti szempontbdl természetes feltenni, hogy G
tranzitiv. Ellenkez6 esetben e fejezet eredményei sokkal gyengébbek.

A 10. Tételben szimplektikus csoportok, teljes ortogonalis cso-
portok, az utdbbiak 2 indexii részcsoportjai, valamint szemilinedris
csoportok jelennek meg.

10. Tétel (Guralnick, Mardti, Pyber; [13]). Legyenck G és A
olyan n-ed foki permutdcio-csoportok, amelyekre G <1 A és G pri-
mitiv. Ekkor |A/G| < n, kivéve ha G egy affin primitiv permutdcid-
csoport és az (n, A/G) pdr (3*,05(2), (5% Sp.(2)), (3%,05(2)),
(3,807 (2)), (3%,08(2)), (35,50 (2)), (5% Spg(2)), (31°,05 (2)),
(316,805 (2)), (36,05 (2)) vagy (3'¢,SO¢ (2)). Tovdbbd ha A/G
nem szekcidja T'Ly(q)-nek, amennyiben n = q prim hatvdny, akkor
minden n > 2190 esetén |A/G| < n'/?logy n teljesiil.

A 10. Tételben az n —1 korlat akkor éles, amikor n prim és G egy
ciklikus csoport. Vegyiik észre, hogy minden p prim esetén végtelen
sok olyan r prim létezik, hogy az np = qp = 77~ !p rendii G <
AT'L4 (¢) primitiv permutdcié-csoportra az Ng, (G)/G faktorcsoport

11
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mérete (n—1)(p—1)/p. A 10. Tételben a n'/? log n korlat egy logg 8
és 1 kozotti konstans szorzotol eltekintve aszimptotikusan éles.

A 11. Tézis egy G primitiv permutédcié-csoport Out(G) kiilsd
automorfizmus csoportjanak rendjét vizsgalja.

11. Tétel (Guralnick, Maréti, Pyber; [13]). Legyen G egy pri-
mitiv permutdcio-csoport S,-ben. Ekkor |Out(G)| < n, kivéve ha
| Out(G)| = |Ns,, (G)/G| > n (ldsd a 10. Tételt a hét kivétellel) vagy
n=qg* q=2%e>16éG = (02)26 : SLa(q).-

Megjegyezziik, hogy ha G a 11. Tétel kivételeinek végtelen soroza-
tanak egy eleme, akkor | Out(G)| < (nlogyn)/2.

Megmutattuk, hogy ha G <1 A < S,;, tranzitiv permuticié csopor-
tok és n > 2, akkor a(A/G) < 4"/ VI°&2m Ebbél és a 7. Tétel utan
irottakbdl, adédik a kovetkezo.

12. Tétel (Guralnick, Maré6ti, Pyber; [13]). Ha G < A < S,
tranzitiv permutdcid csoportok, akkor |A : G| < 4™/ V1eg2n . plogan
minden n > 2 esetén.

A 4-t8] eltekintve a 12. Tételben a korldt éles [40]. Azt is meg-
jegyezzik, hogy egy ¢ V1°82™ tipusd korlat mér nem fog teljesiilni
abban az esetben, ha a G < A feltételt kicseréljiik azzal, hogy G
szubnormalis A-ban. Valéban, ha A egy Sylow 2-részcsoportja S,,-
nek, ahol n egy 2-hatvany és G egy reguldris elemi Abel részcsoportja
A-nak, akkor |A : G| = 2™/2n. A 13. Tézis azt mutatja, hogy létezik
exponencialis korlat egy permutdcié-csoport tranzitiv szubnormalis
részcsoportjanak indexére.

13. Tétel (Guralnick, Maréti, Pyber; [13]). Ha G << A < S,
tranzitiv permutdcid csoportok, akkor |A: G| < 3"7L.

Erdekes lenne tudni, hogy vajon kicserélhetS-e a 13. Tételben a
3" l.es becslés 2"-re.

12
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9. Fixpont terek dimenzioi

Legyen G egy véges csoport, F' egy test és V egy véges dimenzids
FG-modulus. A G csoport egy S nemiires részhalmazara legyen

avgdim(S, V) |S\ sez;dlm Cy (s

az S elemei V-n val6 fixpont terei dimenzidinak szdmtani kozepe.
Itt Cy(s) jeldli az s elem V-beli fixpontjaink halmazat. 1966-ban
Neumann [36] a DPhil disszertdciéjdban azt a sejtést fogalmazta
meg, hogy ha V egy nemtrividlis irreducibilis F'G-modulus, akkor
avgdim(G,V) < (1/2)dim V. Ez a sejtés Neumann és Vaughan-Lee
[37] 1977-es cikkében is szerepel, majd 1982-ben bekeriilt a Kourovka
Notebook-ba [22] mint a 8.5-6s probléma. A problémét Neumann és
Vaughan-Lee [37] feloldhaté G csoport esetén megoldotta, valamint
abban az esetben is, mikor |G| invertdlhaté F-ben. Kés6bb Segal és
Shalev [43] megmutatta, hogy tetszéleges G véges csoport esetén
avgdim(G,V) < (3/4)dimV teljesiil. Ezt Isaacs, Keller, Meier-
frankenfeld és Moreté [19] a avgdim(G,V) < ((p + 1)/2p)dimV
korlatra javitotta, ahol p a G rendjének legkisebb prim osztdja.

A 14. Tézis a kovetkezo.

14. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy véges csoport, F
egy test és 'V egy véges dimenzios FG-modulus. Legyen N a G egy
olyan normdlis részcsoportja, amelynek nincsen trividlis kompozicio
faktora V-n. Ekkor avgdim(Ng,V) < (1/p)dimV minden g € G
esetén, ahol p a legkisebb prim osztdja a G rendjének.

Azon tul, hogy a 14. Tétel megoldja Neumann és Vaughan-
Lee probléma&jat, azt tobb szempontbdl is altalanositja és javitja.
Eldszor is, V-nek nem kell irreducibilis G-modulusnak lennie; ele-
gend6, hogy a G-modulusnak ne legyen trivialis kompozicié fakto-
ra. Madsodszorra, a (1/2)dim V' korldtot nemcsak a avedim(G, V)
invaridnsra bizony{tjuk, hanem avgdim(S, V)-re is, ahol S egy tet-
szOleges mellékosztalya a G csoport egy bizonyos tulajdonsagu nor-

13
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malosztdjanak. Végil a 14. Tétel egy élesebb korlatot tartalmaz,
nevezetesen (1/p) dim V-t, ahol p a G rendjének legkisebb prim osz-
téja.

A 15. Tétel megmondja, hogy a 14. Tétel korlatja milyen esetben
éles.

15. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy véges csoport,
F egy test, és 'V egy olyan véges dimenzios FG-modulus, amelynek
nincsen trividalis kompozicio faktora. Legyen p a G rendjének legki-
sebb prim osztdja. Ekkor avgdim(G,V) = (1/p)dimV akkor és csak
akkor teljesil, ha G/Cq(V) exponense p.

Neumann [36] a DPhil disszertdciéjdban megmutatta, hogy ha
V' egy nemtrivialis irreducibilis FG-modulus valamely F' test és G
feloldhato véges csoport esetén, akkor 1étezik a G-ben olyan elem,
amelynek a V-beli fixpont tere kicsi. Pontosabban azt bizonyitotta,
hogy létezik olyan g € G, amelyre dim Cy (g) < (7/18) dim V. Tovéab-
bd Neumann azt sejtette, hogy létezik ¢ € G, amelyre dim Cy (g)
legfeljebb (1/3)dim V. Segal és Shalev [43] bebizonyitotta, hogy
tetsz6leges G véges csoport esetén létezik olyan g € G, amelyre
dim Cy (g) < (1/2)dim V teljesiil. Kés6bb, gyengébb feltételek mel-
lett (V olyan teljesen reducibilis F'G-modulus, amelyre Cy (G) = 0)
Isaacs, Keller, Meierfrankenfeld és Moret6 [19] megmutattdk, hogy
létezik olyan g € G, amelyre dim Cy (g) < (1/p) dim(V), ahol p a G
rendjének legkisebb prim osztéja. Még gyengébb feltételek mellett
javitjuk az elébbi allitast.

16. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy véges csoport, F
egy test, és V eqy véges dimenzios FG-modulus. Legyen N egy olyan
normdlis részcsoportja G-nek, hogy V-nek, mint FN-modulusnak,
nincsen trividlis kompozicio faktora. Legyen = a G egy eleme és
legyen p a G rendjének legkisebb prim osztdja. Ekkor létezik olyan
g € Nz, hogy dim Cy (g) < (1/p) dim V' és létezik olyan g € N, hogy
dimCy(g) < (1/p)dim V.

Megjegyezziik, hogy a 16. Tétel kovetkezik a 14. Tételbol csupan
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abbdl, hogy dim Cy (1) = dim V. Megjegyezziik azt is, hogy ha a
16. Tételben V egy irreducibilis és hii modulus, akkor N egy tet-
sz6leges, nemtrividlis normalosztdja lehet G-nek, mivel N egyetlen
nem nulla vektorat sem fixdlja V-nek. Neumann fentebb emlitett
sejtését Guralnick és Malle [11] igazolta; ha V egy nemtriviélis ir-
reducibilis FG-modulus valamely G véges csoport és F' test esetén,
akkor 1étezik g € G, amelyre dim Cy (g) < (1/3)dim V' teljesiil.

10. BFC csoportok

Egy csoportot BFC csoportnak neveziink, ha minden konjugéltsagi
osztalya véges elemszamu és ezek korlatos méretiiek. Egy G cso-
portot n-BFC csoportnak neveziink, ha G BFC csoport és G kon-
jugéltsagi osztdlyai méreteinek maximuma n. Neumann [35] egyik
felfedezése az volt, hogy minden G BFC csoport G’ kommutdtor
részcsoportja véges. Szamos matematikus prébalta a BFC csopor-
tok kommutéator részcsoportjainak rendjét feliilr6l becsiilni.

Nem sokkal Neumann imént emlitett felfedezése utan Wiegold [47]
adott egy korldtot G’ rendjére abban az esetben, amikor G egy n-
BFC csoport, és altaldban azt sejtette, hogy |G'| < n(1/2)1+log;n),
Késébb Macdonald [29] megmutatta, hogy |G| < n6n(82m)° majd
Vaughan-Lee [45] bebizonyitotta Wiegold sejtését abban az esetben,
amikor a csoport nilpotens. Feloldhaté G csoportok esetén az eddi-
gi legélesebb korldtot Neumann és Vaughan-Lee [37] igazolta és ez
|G’| < n(1/2)(5+g2n) - Ugyanebben a cikkben az is szerepel, hogy
ha G egy tetsz6leges n-BFC csoport, akkor |G| < n(1/2)(B+5logyn),
A véges csoportok klasszifikdcids tételének segitségével Cartwright
5] az iménti korldtot a |G| < n(1/2)(41+10g2n) hecslésre javitotta.
Ezt Segal és Shalev [43] tovabb élesitette azzal, hogy belatték, hogy
|G| < n(1/2)(A3+l0g2n) ahol G egy n-BFC csoport.

A 9. Tétel segitségével be lehet latni, hogy amennyiben G egy
n-BFC csoport, akkor ncf(G) < n?. Ez a [37] cikk A. Sejtését iga-
zolja. Ha ezt az allitdst alkalmazzuk a [43] cikk 511. oldaldn, akkor
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az eddigi legélesebb altalanos becslését kapjuk az n-BFC csoportok
kommutator részcsoportjainak rendjére vonatkozoan.

17. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy n-BFC csoport
valamilyen n > 1 esetén. Ekkor |G| < n(1/2)/(T+logzn),

Segal és Shalev [43] megmutattdk, hogy ha G egy olyan n-BFC
csoport, amelynek nincsen nem trivialis Abel normalosztéja, akkor
|G| < nt. A 18. Tétel ezt az eredményt javitja.

18. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy n-BFC csoport
valamely n > 1 esetén. Ha a G csoport F(G) Fitting részcsoportja
véges, akkor |G| < n*k(F(Q)). Specidlisan, ha G-nek nincsen nem
trividlis Abel normdlosztdja, akkor |G| < n?.

Az utolsé tézis olyan n-BFC csoportokrdl szél, amelyek adott
szému elemmel generalhaték. Segal és Shalev [43] bebizonyitottdk,
hogy egy ilyen csoport kommutator részcsoportjanak rendje n egy
polinomjaval becsiilheto feliilrél. Egészen pontosan, megmutattik,
hogy |G’| < %4 amennyiben G egy olyan n-BFC csoport, amely
d elemmel generalhato.

A 9. Tételt a [43] cikk 515. oldaldn alkalmazva, azt kapjuk,
hogy |G/| < n3*2. Ezzel a [43] cikk 1.5-6s Kovetkezményét a
kovetkezdképpen élesithetjiik.

19. Tétel (Guralnick, Maréti; [12]). Legyen G egy d elemmel ge-
nerdlhato csoport. Ekkor

d
Hlz,y] : z,y € G}| > \G’|1/(3 +2)
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