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Az értekezés témaja. A véges csoportok elmélete a 20. szdzadi matematika egyik
sikertorténete, ami az 1980-as évek elején a véges egyszerl csoportok osztilyozdsdban
csucsosodott ki. A modern kutatdsok a véges csoportok kombinatorikus €s aszimptoti-
kus viselkedésének vizsgdlatait dllitjdk kozéppontba. Ide vonatkozéan mér szdmos jol
dokumentélt sejtést é€s nyitott problémat fogalmaztak meg, amik koziil taldn a leghireseb-
bek R. Brauer 1963-as dolgozatdban felsoroltak. A kérdések megértése viszonylag elemi
ismereteket igényel, de szinte minden, a trivialitdson tilmend eredmény mély eszk6zok
csoportok elméletét és a véges csoportok reprezentdcidelméletét gazdagitjdk, szamos régi
probléma és sejtés megolddsdval, vagy az eredmények jelentSs javitdsdaval. A modszerek
koziil kiemelkedik a kombinatorikus leszamlalasok otletes alkalmazdsa.

Az értekezés felépitése. A 99 oldalas disszerticié 6 szdmozott fejezetbdl all, egy be-
vezetésbdl és 6t olyanbdl, amelyek egy-egy cikk eredményeit foglaljak Ossze. Az elsd,
viszonylag hosszu bevezetd fejezetben egységes kornyezetben, tdgabb kontextusba helyez-
ve mutatja be a disszertdcié eredményeit, azok elGéletét €s a kapcsoldddsi pontokat neves
sejtésekhez és nyitott problémdkhoz. A bevezetésben sikeriilt a feldolgozott 5 cikket egy
logikai szélra fizni, mindezt j6l olvashaté mddon, a szélesebb matematikus k6zosség sza-
madra is fogyaszthat6 formaban. Megjegyezziik, hogy az értekezés tézisfiizete 1ényegében
ennek a fejezetnek a magyar forditasa, kicsit eltéré alfejezet tordeléssel. Ebbdl kovetkezik,
hogy a tézisfiizet is azon ritka esetek koz¢€ tartozik, amik valoban az eredmények szélesebb
kornek valé bemutatdsat adjak.

A tovabbi 5 fejezet altal bemutatott 5 cikk koziil egy 6ndllé munka, 4 pedig tarsszerzSkkel
sziiletett: Halasi Zoltan és Martino Garonzi fiatal matematikusokkal, illetve R. Guralnick-
kal és Pyber Laszloval, a modern csoportelmélet sztarjaival. Hairom cikk az Advances in
Mathematics D1 szintd folyéiratban jelent meg. Az eredményeket és a hasznalt médszere-
ket megnézve minden esetben kijelenthetd, hogy Mar6ti Attila a tarsszerzSkkel egyenrangu
szerepet toltott be a cikkek megsziiletésében.

A 2. fejezet egy véges G csoport konjugéltsdgi osztdlyainak k(G) szdmara ad alsé becslé-
seket. A kérdésfeltevés nagyon régi, a Brauer-féle listdban a 3. probléma fogalmazza meg
ugy, hogy k(G)-t becsiiljiik alulrél G rendjének fiiggvényében. Ezt fogalmazza 4t Pyber
Laszl6 egy észrevétele, miszerint bizonyos esetekben k(G) > 2+/p — 1, hol p a G rend-
jének primosztdja. Az 1.3 tételben Mar6ti bebizonyitja, hogy minden G véges csoportra
€s G minden p primosztéjara k(G) > 2+/p — 1 teljesiil, valamint az egyenlGség esetét
teljesen karakterizalja. A feladat viszonylag egyszertien redukalhaté linedris csoportokra
az aldbbi értelemben: Legyen F p karakterisztikdju véges test, ahol p nem osztja G rend-
jét. Legyen V irreducibilis, hii FG-modulus és jeldlje n(G, V) a G-pélydk szamat V-ben.
Ekkor teljesiil k(G) + n(G,V) — 1 > 24/p — 1. A bizonyitds a moduldris reprezentaciokra
€s a véges linedris csoporthatdsokra vonatkoz6 finom becslések szovetébdl all 6ssze. A
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disszertdcioban nem szerepel, de érdemes megemliteni, hogy az 1.3 tételt felhaszndlva
Malle és Mar6ti becslést adtak a p-hez relativ prim fokd komplex irreducibilis karakterek
Irr,/(G) szdmdra.

A 3. fejezetben a konjugdltsagi osztilyok k(G) szamdara adando felsS becsléseket vizsgalja
a jelolt. Ez a kérdés szorosan Osszefligg Brauer k(B)-problémadjaval, illetve specidlis
esetben a k(GV)-problémaval. Ez utébbit Nagao és Gliick vezették be, és a kovetkezt
mondjaki: Legyen V véges hii FG-modulus valamely F' véges testre €s véges G csoportra.
Ekkor k(GV) < |V|, ha |G| és |F| relativ primek. A nem relativ prim k(GV)-probléma
kezelésében jatszanak fontos szerepet a k(G)-re adott n-t8l fiiggs fels becslések, ahol
G n foku permutédcidcsoport. A fejezet f6 eredménye az 1.5 tétel, ami szerint n > 4
esetén k(G) > 5"~V/3 Az eredmény kozel éles, amint azt Pyber Laszl6 konstrukci6i
mutatjidk: Barmely 0 < ¢ < 5!/ konstanshoz végtelen sok olyan n foki tranzitiv G
permutéciécsoport van, amire k(G) > ¢"~!. A bizonyitdsban lényeges szerepet kap az
n egész particidinak p(n) szdma, ami egyben az S,, szimmetrikus csoport konjugaltsagi
osztélyainak is szdma. A 3.4 tétel kimondja, hogy ha G n fokt primitiv permutaciécsoport
és nem S, vagy A,, akkor k(G) < p(n). Ennek bizonyitdsa az én szivemhez kiilonosen
kozel all, mert elegdnsan alkalmazza a GAP komputeralgebra rendszert €s a benne tdrolt
kis fokd primitiv csoport konyvtarakat.

A 4. fejezet véges linedris csoportok bazisméretével foglalkozik. A H < Sym(Q)
véges permutdciocsoport bdzisa alatt az € olyan részhalmazat értjiik, aminek pontonkénti
stabilizdtora trividlis. A H bdzisainak minimdlis méretét H bazisméretének nevezziik és
b(H)-val jeloljiik. Linedris csoport esetén beszélhetiink erds bazisrdl is. Az 1.6 tétel p-
feloldhaté G < GL(V) csoport bazisméretére mutatja meg, hogy legfeljebb 2 lehet ¢ > 4
esetén. A bizonyitds legnehezebb része a tenzorszorzat hatds esetének vizsgalata.

Az 5. fejezet témdja primitiv permutdcidcsoportok normalizdtorai. Ez a leghosszabb,
és kétségkiviil a leggazdagabb része a disszertdcionak. A kiindul6 pont a kovetkezd:
Legyen A n fokd tranzitiv permuticidcsoport é€s G ennek tranzitiv normélosztéja. Az A/G
faktorcsoportot bizonyos Galois-csoportnak tekinthetjiik, aminek a rendjére szeretnénk
felsd korlatokat adni. A fejezet egyik {6 eredménye az 1.8 tétel, ami szerint primitiv G
esetén |A/G| < n, kivéve n = 3% 5% 38,58 illetve 3'® eseteket. A korlat éles, ha n prim
€s G ciklikus. Tovabba az 1.9 tétel szerint primitiv G esetén |Out(G)| < n, kivéve hét
sporadikus esetet (az el6bb felsorol n-ekkel), valamint egy explicit leirt végtelen osztélyt.
Ebben a fejezetben a jelolt vizsgdlja még az elébbi tételek aszimptotikus valtozatat (1.10
tétel), becsléseket ad kiilonb6z6 kombinatorikus csoportinvaridnsokra (1.11-14 tételek) és
korlétot ad tranzitiv szubnormadlis G részcsoport indexére az A < S, részcsoportban (1.15
tétel). Ezek a becslések mind élesek, ha A primitiv és G tranzitiv norméloszt6é A-ban.

Az utolsd, 6. fejezetben a jelolt véges linedris csoportok elemeinek a fixpont tereit
vizsgélja. A {6 eredmény az 1.16 tétel: Legyen G véges csoport, F test, és V véges
dimenziés FG-modulus, amiben G-nek nincs trividlis kompoziciéfaktora. Ekkor a G
elemeinek fixpont tereinek atlagos dimenzidja legfeljebb (1/p) dim V, ahol p a G rendjének
legkisebb primtényezdje. Ez megvélaszolja Neumann egy 1966-0s sejtését, és dltaldnositja
Isaacs, Keller, Meierfrankenfeld és Moret6 egy friss eredményét. Az egyenl§ség esetét is
jellemzi, valamint szdmos alkalmazast ad.

Kritikai észrevételek. A disszertici6 angolja szinte tokéletes, a matematikai nyelvezet



élvezetes, az 1-2 elirdst vagy mondatismétlést nem is érdemes listdzni. Egy furcsasdgot
tennék szova: A 3.6 tételt megel6z6 mondatot igy lehet érteni, hogy a 3.6 tételt felhasznalja
az 1.3 tétel bizonyitdsdban, ami azért zavard, mert a 2. fejezetben bebizonyitja a 2.1 tételt,
amibdl kovetkezik az 1.3 tétel. Kritikaként rohaté még fel, hogy a tézisfiizetben a tételek
szdmozdsa teljesen eltér a disszertaci6 szamozasatol. Tovabba hasznosnak tartottam volna,
ha az egyes fejezetek elején kiilon leirja, hogy melyik cikket dolgozza fel, de szerintem a

tételeket is érdemes lett volna még egyszer kimondani.

Osszegzés. A benyiijtott értekezésben foglalt eredményeket kiemelkedéen értékesnek és
érdekesnek tartom. A pdlydzé nagyon mély ismeretekkel rendelkezik a véges csoportok, a
reprezentdciéelmélet €s a kombinatorika teriiletén, ezek mddszereit nagy szakértelemmel
és kreativitdssal haszndlja. Rendelkezik az MTA doktoraitdl elvarhaté 6ndllo kutatdsi
elképzelésekkel és eredményekkel. Ondlléan és szerzétarsaival egyiittmiikodve szamos
évtizedes sejtés és nyitott probléma megoldasat adja meg. Egyértelmiien megallapit-
hat6, hogy Mardéti Attila jelentSs tudoméanyos eredményekkel gazdagitotta szakteriiletét,
meghatdrozé moédon jarult hozza annak fejlédéséhez, a kombinatorikus csoportelmélet
nemzetkozileg elismert vezetd kutatoi kozé tartozik. A nyilvanos vita kittizését indokolt-
nak tartom, a fokozat odaitélését javaslom.

Kérdések. A 4.1 tétel 1ényegében a PGL(2, q) és PGL(3, q) csoportok bazisairdl szdl,
€s a bizonyitas mdsodik felében hasznalja C. Hering tranzitiv linearis csoportokra vonat-
koz6 tételét, ami viszont fiigg a véges egyszerd csoportok osztdlyozdsatdl. Mdésrészrdl
PGL(2, q) és PGL(3, q) részcsoportjair6l sokat tudunk, gondolvan az 1905-6s Dickson-
tételre, vagy H.H. Mitchell 1909-es cikkére. A kérdésem, hogy a jelolt lat-e esélyt arra,
hogy a 4.1 tételt a klasszifikdciét nem haszndlva bizonyitsuk?
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