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A dolgozat a véges csoportok kombinatorikai vonatkozasai és a véges csoportok
reprezentacioelmélete kozotti hatarteriileten helyezkedik el.

Itt kivanom megjegyezni, hogy mind az 6t, a disszertacidban szerepld cikk tartalmilag erdsen
kotédik R. Brauer altal felvetett problémakhoz. Brauer hires harmadik problémaja azt kérdezi,
hogy adjunk lényegesen jobb alsé korlatot k(G)-re, mint loglog |G| ahol G véges csoport és
k(G) a G konjugalt osztalyainak szama.

Megjegyzendd, hogy a loglog |G| becslést mar Burnside is tudta és Pyber adott eldszor ennél
jobb becslést, majd Keller javitott a becslésen, majd Maro6ti adott jobb értékeket.

Maréti egy tarsszerzokkel irt cikkében (mely nem szerepel a disszertacioban) a maig ismert
legjobb also korlatot kapta, nevezetesen:

Tetel

Minden & > 0 szdmhoz létezik egy & > 0 szam, ugy, hogy minden véges csoport,
amelynek rendje n és n = 4 legalabb & - (log" (loglog n)3+5) konjugdlt osztdllyal
rendelkezik.

Bauer hires 21. problémajaban egy explicit f (| D]) also korlat 1étezését kérdezi, ahol £ monoton
novo fliggvény az egész szamokon és G tetszéleges véges csoport, p egy primosztoja |G |-nek
és B egy p-blokk, akkor k(B) legalabb f|D| ((k(B) a B-ben irreducibilis karakterek szama, D
a B blokk defekt csoportja). Ezt a sejtést p-feloldhato csoportokra B. Kiilshammer oldotta meg.
Ebben a dolgozatban a szerzé egy explicit (jollehet gyengébb) also becslést ad k(G)-re (nem
k(B)-re), de a becslés a p primet veszi tekintetbe.

Legyen G egy véges csoport és p egy prim szam ugy, hogy p pontos osztdja |G |-nek. Pyber
észrevette, hogy Brauer egy 1959-es eredményébdl kovetkezik, hogy bizonyos esetekben also
korlat adhatéo meg p fliggvényében k(G)-re. Pyber tobb kérdést is megfogalmazott k(G) egy
lehetséges also korlatjara vonatkozdan |G| primosztoi fliggvényében. A legerdsebb ilyen iranya

k(G) =2/p—1.

Tobb fontos eredmény sziiletett ezzel kapcsolatban. Példaul:

sejtés, hogy

, — 2 49p+1
Legyen G feloldhato csoport, akkor k(G) = 2./p — 1. Hap*| |G| akkor k(G) = T



Malle, Keller, Kiilshammer tobb cikkben foglalkoztak ezzel a problémaval. Ebben a
disszertacioban erre a kérdésre végsd valaszt kapunk.

1.3. Tétel

Legyen G véges csoport, p egy tetszéleges primosztoja |G |-nek. EKkor G-nek legaldbb
2,/p — 1 konjugalt osztalya van. Egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha \Jp — 1
egész szdm és G = CpX C =g és C6(Cp) = G,

Visszatérve a p-blokkokhoz, Kiilshammer és Héthelyi azt kérdezték, hogy

k(B)>2/p—1,
ahol B egy pozitiv defektii blokk.

Ez a probléma és Brauer 21. problémaja szorosan kapcsolodik a hires MacKay sejtéshez:

Legyen p egy primosztéja |G|-nek. Jelolje Irr, (G) (G) azon irreducibilis komplex
karaktereinek halmazat, amelynek foka relativ prim p-hez. Ekkor igaz-e, hogy |1rrpr(G)| =
|Irrpr(NG (P))l ahol N;(P) G egy P p-Sylow részcsoportjanak normalizatora.

Az 1.3. Tétel és bizonyitasa a kdvetkezo also korlatot adja |Irrpr(G)|-re tetszéleges G véges

csoportra és tetszleges p primosztojara |G |-nek.

1.4. Tetel (Malle, Maroti)
Legyen G véges csoport és p egy primosztoja |G |-nek. EKkor |1rrpr(G)| >2p—1

A masik fontos és sokat vizsgalt probléma, hogy k(G)-re felso korlatot adjunk. Ez 0sszefligg a
reprezentacioelmélet egyik legmélyebb problémajaval, nevezetesen a k(B) problémaval.
R. Brauer 1959-ben a kovetkezot kérdezte:

Ha B egy tetszbleges blokkja egy tetszéleges G véges csoportnak, akkor k|B| < |D|, ahol D egy
defekt csoportja B-nek.

Ismert, hogy

k(B) < G) D2 +1

1962-ben Nagao megmutatta, hogy p-feloldhato csoportokra a k(B) probléma ekvivalens az
ugynevezett k(GV) probléméval. Nevezetesen:

2



Legyen V egy véges hiiséges FG modulus, ahol F egy véges test. Legyen GV a G és a V
szemidirekt szorzata. Jelolje k(GV) a GV konjugalt osztdalyainak szamat. Ekkor igaz-e, hogy
k(GV) < |V|, ahol |G| és |V| relativ primek.

Ezt a problémat végiil sok matematikus egyiittes eréfeszitéssel 2004-ben megoldotta. A
bizonyitas 500 oldal. A problémakdrhoz kapcsolodik az a kérdés, hogy adjunk korlatot k(G)-
re akkor, amikor G egy permutaciocsoport, amelynek foka n.

Kovécs és Robinson bebizonyitottak, hogy

k(G) <51
Feloldhat6 csoportokra

k) <3V

Maréti bebizonyitotta, hogy
(n-1)

k(G) <3 2
tetszéleges permutacidcsoportra, ha foka > 3.

Ami a k(GV) problémat illeti, az altalanos otlet az, hogy V tartalmaz egy v vektort, ugy, hogy
C;(v) specialis tulajdonsaggal rendelkezik, akkor k(GV) < |V| automatikusan teljesiil. Az
ilyen feltételeket centralizator kritériumoknak nevezziik. Halassi és Podoski megmutatta, hogy
ha G egy véges csoport, ami hiien hat egy V véges vektortéren, ugy, hogy (|G|, |V]) = 1, akkor
1éteznek v és w vektorok V-ben, tgy, hogy Cs(v) N Ce(w) = 1.

Ezt az eredményt értékelhetjiik ugy, mint egy bazis méretére vonatkozo eredményt. Az egyik
f6 eredmény a bazis szamot illetéen permutacidcsoport esetén Seress eredménye, amely szerint

b(H) < 4,
ha H egy feloldhato primitiv permutaciocsoport és b(H) H minimalis bazisszama.

A kovetkezo tétel altalanositja Seress eredményét €s kiterjeszti Halasi és Podoski tételét p-
feloldhat6 csoportokra.

1.6. Tétel (Halasi, Maroti)

Legyen V egy véges vektortér egy q elemii p karakterisztikaju test folott. Ha G < GL(V)
eqy p-feloldhaté csoport, ami teljesen reducibilisen hat V-n, akkor b(G) < 2 haq = 4.
Tovabba, ha q < 4, akkor b(G) < 3.

Legyen G egy véges csoport, F egy test, és I/ egy véges dimenzids FG modulus. Ha a k(GV)-
re kozvetlentil egy fels6 korlatot akarunk adni, akkor sziikséges tudnunk G orbitjainak szamat
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a V elemein, ami az orbit szamlalasi tétel miatt a szamtani kozepe a G elemeinek fixpont terei
méreteinek. Ez motivalja a kovetkezd invarians bevezetését.

Legyen S egy tetszdleges nem iires részhalmaza a G véges csoportnak. Definidljuk a

1
avgdim(S,V) = S0 Z dim y(S)

SES

azaz az S V-n vett hatasanak fixpont tereinek dimenzidinak szamtani kdzepét.

1966-ban P. Neumann azt sejtette, hogy ha VV egy irreducibilis nem trivialis FG modulus, akkor

1
avgdim(G,V) < > dimV

Szamos tétel sziiletett ebben a témakorben.

A kovetkezd tétel nem csak megoldja Neumann sejtését, de daltaldnositja is azt tobb
vonatkozasban.

1.16. Tétel

Legyen G egy véges csoport, F egy test, V egy véges dimenzios FG modulus. Legyen N

egy normalis részcsoportja G-nek, amelynek nincs trivialis kompozicio faktora V-n.
Ekkor

avgdim(N,, V) < % - dimV,

minden g € G-re, ahol p a legkisebb primosztéja |G|-nek.

BFC csoportok

Egy csoportrdl azt mondjuk, hogy BFC csoport, ha konjugélt osztalyai véges rendiiek és ezek
a rendek feliilrél korlatosak.

Egy csoportrél azt mondjuk, hogy n-BFC csoport, ha BFC csoport és ha konjugalt osztalyainak
méreteinek legkisebb felsd korlatja n.

B. H. Neumann bebizonyitotta, hogy egy BFC csoport kommutator részcsoportja véges rend.

A disszertacioban fels6 korlatokat kapunk |G'|-re n fliggvényében, ahol G egy n-BFC csoport.



Ket jeloles

Legyen c(G) illetve ncf(G) a G véges csoport centralis illetve nem centralis féfaktorainak
rendjének szorzata.
1.22. Tétel (Kovetkezmeény)

nef(G) < nlch (g)|(p—€)|6|

gea

ahol p a legkisebb primosztoja |G/F ©) |-nek.

1.23. Tétel (Guralnick, Maroti)

Legyen G egy n-BFC csoport, n > 1. Ekkor

P
ncf(G) < np~1 < n?

ahol p a legkisebb primosztoja |G/F ©) |-nek.

1.24. Tétel (Guralnick, Maroti)

Legyen G egy n-BFC csoport, n > 1. Ekkor

1
|GI| < n§(7+logn)

1.25. Kovetkezmény (Guralnick, Maroti)

Legyen egy G csoport, amelynek m kommutatora van, ahol m > 2 egész szam. Ekkor

1
|GI| < m§(7+logm)

Segal és Shalev megmutattak, hogy |G'| < n* ha G n-BFC csoport, amelynek nincs nem
trivialis abel normalosztdja. Ezt 4ltalanositja az 1.26. Tétel.

1.26. Tétel (Guralnick, Maroti)



Legyen G egy n-BFC csoport, n > 1. Ha F(G) véges, akkor
|G| < n?k(FG)
Specialisan, ha G-nek nincs nem trivialis 4bel normalosztdja, akkor |G'| < nZ.
A kovetkezd eredmény olyan n-BFC csoportokra vonatkozik, amelyek egy adott szamu
generatorral rendelkeznek. Segal és Shalev bebizonyitotta, hogy |G| < n®¢*%, ahol d elem
generalja G-t és G egy n-BFC csoport. Ezt a Segal-Shalev eredményt altalanositja a kovetkezé

eredmény.

1.27. Kévetkezmény (Guralnick, Maroti)

Legyen G egy n-BFC csoport, amelyet d elem general. Ekkor

IGII < Tl3d+2

1.28. Kovetkezmény (Guralnick, Marati)

Legyen G d elemmel generalt csoport. Ekkor

Hlx, yl;x,y € G} = |G'|



Osszefoglalas, értékelés, ajanlas

Mind az 6t cikk igen neves folyodiratban jelent meg.

Az 6t témakor a csoportelmélet klasszikus, régi, hagyomanyos agaihoz tartozik, amelyekkel
igen neves csoportelmélészek foglalkoztak. Mind az 6t, a disszertacioban szereplé eredmény
jelentds elérehaladas az adott témakdrokben és nagy mértékben megjavitottak az addig ismert
eredményeket.

1. témakor:

A csoport konjugaltsagi osztalyainak szamdra vonatkozo alsé korlatok a csoport rendjének egy
primosztoja, illetve a csoport rendjének fiiggvényében.

Ezt mar R. Brauer az 50-esévekben megfogalmazta. De a probléma gyokere Landau, Burnside,
Frobenius munkaira vezethetdk vissza a 19. szdzad végére.

2. témakor:

R. Brauer 3. problémdjahoz kapcsoldodik, ami a k(B) sejtés. A k(B) sejtés egy fontos rész-esete
a k(GV) tétel. Ennek a bizonyitasdban fontos volt a permuticidocsoportok konjugaltsdg
osztalyainak szdmara vonatkozo6 felsd becslések a csoport fokszdmanak fliggvényében. Az
ilyen tipusu exponencialisak n-ben, ahol n a fokszam. Ilyen tipusti becslést adott Kovacs,
Robinson, majd Liebeck és Pyber, Riese és Schmid. A jelolt azt az Italanos becslést adta, hogy
amennyiben G egy n-ed foku permutacidcsoport, ahol n > 3, akkor G konjugalt osztalyainak a

n+1

szama legfeljebb 3 2 .

A dolgozat ezzel kapcsolatos f6 eredménye ez elébbi korlat tovabbi javitasa, amely Martino
Garonzival val6 kozos eredmény.

Egy ide kapcsolodd masik eredmény ugy szol, hogy amennyiben H egy tetszbleges
részcsoportja egy A, €s S,,-tol kiilonb6z6 n-ed fokl primitiv permutacidécsoportnak, akkor H-
nak legfeljebb annyi konjugaltsagi osztalya van, ahany particidja van az n szamnak.

3. témakor: bazis probléma.

A bazis fogalma mar Bochert egy 19. szdzad végi eredményében is szerepel. Késébb hasonld
szerepben tlinik fel a bazis primitiv permuticidcsoportok rendjének becslésében. A jelen
dolgozat bazisokra vonatkozé eredménye Seress Akos, illetve Halasi és Podoski munkaihoz
kapcsolodik szorosabban. A f6 eredmény, ami Halasi Zoltannal k6zds munka, az el6bbi
tételeket altalanositja illetve élesiti.

Legyen V egy véges vektortér a p karakterisztikaji g elemii test folott. Legyen G egy p-
feloldhat6 csoport, amely hiien és teljesen reducibilisen hat V-n. Ha g > 4, akkor G minimalis
bazisszama V-n legfeljebb kettd, tovabba ha q < 4, akkor ez a szam legfeljebb harom.

Seress Akos egyik motivacidja Palfy és Wolf egy 1982-es eredménye, nevezetesen, hogy

minden n-ed foku feloldhat6 primitiv permutaciocsoport rendje legfeljebb 24% -n¢, ahol ¢ =
3,243 ...

A bazisokrol sz0610, a dolgozatban szerepld eredmény egy kovetkezménye ennek a tételnek egy
altalanositasa.



4. témakor:

A 4. témakor pozitiv permutacié csoportok szimmetrikus csoportbeli normalizatorardl szol.
Guralnick és Pyber Laszloval k6zos munka egyik f6 eredménye ugy szol, hogy amennyiben G
egy n-ed foku primitiv permutacié csoport és A egy olyan masik csoport, amelyben G normalis,
akkor |A/ Gl <n kivéve, ha G affin tipust primitiv permutacidcsoport és az (n, A/ G) par
megadott 11 féle.

A témakor masodik f6 eredménye kissé altalanosabb az el6zonél. Ha G n-ed foka primitiv
permutaciocsoport, akkor G kiilsé automorfizmusanak rendje kisebb, mint n, kivéve, ha G affin
tipusu és nyolc konkrét eset valamelyike teljestil.

A bizonyitékok egy mellékterméke az elobb emlitett Palfy-Wolf tétel egy altalanositéasa.

5. témakor:

Az 0tos témakor Guralnick és a palyazo cikke, amely fixpont terek dimenzid atlagarol szol.
1966-ban Neumann azt sejtette, hogy amennyiben V egy nem trividlis irreducibilis FG
modulus, ahol F egy véges test és G egy véges csoport, akkor a G-csoport VV-n vett hatasaban a
G-beli elemek fixpont tereinek atlag dimenzidja legfeljebb V dimenzidjanak fele. Ezzel a
sejtéssel sokan foglalkoztak (példaul Neumann, Vaughn-Lee, Segal, Shalev, Isaacs, Keller,
Moreto, Meierfrankenfeld).

E tételnek tovabbi erdsitése is 1étezik. Példaul az, hogy az atlagdimenzid legfeljebb %dim %4
ahol p a G csoport rendjének legkisebb primosztoja.
E tételnek a BFC csoportok esetén van alkalmazasa. A BFC és n-BFC csoportok definicidit
korabban mar lattuk. Wiegold adott els6ként korlatot G’ méretére abban az esetben, amikor G
n-BFC csoport. Tovabba azt sejtette, hogy

IGrl < n%(1+logn)
Ezzel a sejtéssel foglalkozott Macdonald, Vaughn-Lee, Neumann, Segal, Shalev, Cartwright.

Guralnick és maroti az eddig ismert legerésebb korlatot adta n-BFC csoport kommutator
részcsoportjanak méretére.

Ertékelés

Mint mér kordbban emlitettem és az ismertetésbdl is kitlinik, a jelolt olyan témakkal foglalkozik
klasszikus fejezetéhez tartoznak. Megjegyzendd, hogy ezekben a témakdrdkben a kutatas igen
nagy intenzitassal folyik a mai napig. Igen figyelemre mélto, hogy a jelolt ilyen témakdrokben
nagyon jelentds ¢és 0j eredmények egész sorat produkalta. Az eredmények nem csak ujak,
hanem jelentGsen eldsegitették a tudomanyag fejlédését. A bizonyitasok fontos 1Gj Stleteket

crer

bocsatasat €s a doktori cim odaitélését melegen javaslom.

Dr. Héthelyi Laszlo



