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1. Bevezetés

A sztochasztikus parcialis differencidlegyenleteknek szamos alkal-
mazési teriilete van olyan modellezési feladatok leirasakor, amikor a
rendszerben megtalalhaté belsé vagy szerkezeti, példaul a rendszer
komplexitasaval kapcsolatos, bizonytalansagot matematikai eszkézok
segitségével igyeksziink lefrni [21, 56, 59]. A teriilet jelenleg is meglehe-
tosen aktivnak szamit, és ezen aktivitast tovabb fokozta, hogy Martin
Hairer 2014-ben Fields-éremben részesiilt a tertileten elért eredményeiért.
A kontextustol fiiggben egy sztochasztikus parcidlis differencidlegyenlet
megoldasanak egy funkcionalja bizonyos fizikai jelentéssel birhat, példaul
a rendszerben tarolt energiat irhatjuk le vele. A dolgozat f6bb eredmé-
nyei azzal a kérdéssel kapcsolatosak, hogy mennyire pontos kiillénb6z6
linedris és szemilinedris sztochasztikus parcidlis differencidlegyenletek
(SZPDEXk) megoldésa egy funkcionédljanak numerikus kozelitése additiv
Wiener-, illetve Lévy-zaj esetén.

Sokoldali felhasznalhatésaga és viszonylag egyszerii implementalha-
tosdga miatt a Galjorkin-féle végeselem-modszer a parcidlis differenci-
alegyenletek egyik leggyakrabban hasznalt térbeli kozelitési mdodszerei
kozé tartozik. A dolgozatban targyalt egyenleteket tehdt a térvaltozoban
ezen modszerrel diszkretizaljuk, habar ezen mddszer analizise 1ényegesen
nehezebb, mint példaul egy spektralis kozelités analizise. Megjegyez-
ziikk tovabbéa, hogy a dolgozatban bemutatott mdédszerek alkalmasak
mas, példaul wavelet kozelités analizisére is. A SZPDEk elmélete ma
meglehetésen szerteagazd. A végeselem-analizishez talan legjobban ill6
elmélet, az operatorfélcsoportokon vagy még altalanosabban az evolu-
cids egyenleteken alapulé megkozeltés, amely Wiener-zaj esetén a [21],
illetve az ennek megfelels elmélet Lévy-zaj esetén az [56] monografidk-
ban keriilt kidolgozasra. Ezen elméletnek megfeleléen fogjuk targyalni
a dolgozatban vizsgalt egyenleteket, amelyek sztochasztikus paraboli-
kus, hiperbolikus, illetve Volterra-tipusu integro-differencialegyenletek,
valamint ezek numerikus kozelitését.

Az egyenletek idGbeli kozelitését az adott egyenlet szerkezetének fi-
gyelembevételével végezziik. Parabolikus egyenletek esetén ez az implicit
Euler-médszert jelenti, mig Volterra-tipusi integro-differencialegyenletek
esetén az implicit Euler-moédszeren alapuld, konvolicié-kvadrataraval
kiegészitve. A sztochasztikus hullamegyenletet az exponencialis fiigg-
vénynek a raciondlis tortfiiggvények egy osztdlya dltali kozelitésén ala-
pulé moédszerrel diszkretizaljuk. Ezen modszerek egyike a jol ismert
Crank—Nicolson-modszer.
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Az SZPDEk numerikus mddszerei erés konvergencidjanak, azaz a hi-
ba négyzete varhaté értéke (négyzetgyoke) konvergencidjanak vizsgalata
a 1990-es évekig nyulik vissza, és azéta rengeteg ezzel kapcsolatos ta-
nulmany sziiletett. Egy teljes lista Osszeallitasa gyakorlatilag lehetetlen
lenne, ezért a [33] tanulmédnyra hivatkozunk ezzel kapcsolatban, ahol
az ilyen tipust eredmények attekintése taldlhatd, méghozza meglehe-
t6s alapossaggal elkészitve. Az ezen tipusi eredmények bizonyitasakor
hasznalt legfontosabb sztochasztikus eszkéz az Ité-izometria, legalabbis
amikor az egyenletben megjelené nemlinearis tagok globalisan Lipschitz-
folytonosak valamilyen értelemben. A numerikus hiba analizise ezekben
az esetekben konnyen visszavezetheté megfelelé determinisztikus hiba-
becslésekre.

A helyzet alapvetéen valtozik meg, amikor az Ugynevezett gyen-
ge hibat tekintjiik. Ez utobbi nem maés, mint az egyenlet megoldasa
egy T > 0 idSpontban felvett értéke egy g funkcionédljanak (ahol g az
allapottéren értelmezett valds értékii fiiggvény) és ezen funkciondl a
numerikus megolddson felvett értékének varhaté értékben vett kiilonb-
ségének abszolut értéke. Egy egyszeril helyettesités segitségével konnyen
lathaté, hogy ez a hiba Lipschitz-folytonos ¢ funkcionalok esetén, a
numerikus kozelités valoszintiségeloszlasanak gyenge konvergenciajahoz
kapcsoldodik. Lipschitz-folytonos g funkciondl esetén azonnal kovetkezik,
hogy az erés hiba rendje egy felsé korlatja a gyenge hiba rendjének. Ez
a becslés azonban &ltaldban nem éles. Altaldnos jelenségnek tekinthetd,
hogy amikor a zaj térbeli kovariancidja nem elég sima, akkor a gyenge
hiba rendje az erds hiba rendjének kétszerese. Ennek kiilonb6éz6 SZPDEk
esetén val6 belatdsdhoz a sztochasztikus analizis kifinomultabb eszko-
zeihez kell folyamodnunk. A dolgozatban két kiillonb6z6 megkozelitési
modszert targyalunk részletesen.

Az els6 megkozelités, amelyet a dolgozat elsé fejezetében Wiener-zaj
esetén, illetve a harmadik fejezetében Lévy-zaj esetén alkalmazunk,
az egyenlet megoldasdhoz kapcsolédé Kolmogorov-egyenletet és az It6-
formuldt haszndlja fel a gyenge hiba kifejtésére. Ez a megkozelités el6szor
D. Talay [63] tanulményaban jelenik meg sztochasztikus kozonséges dif-
ferencidlegyenletek numerikus megoldasianak gyenge konvergenciajanak
vizsgalatakor. SZPDEk esetén T. Shardlow [62] alkalmazta elGszor ezt
a modszert a sztochasztikus hévezetési egyenletre spektralis Galjorkin-
approximéaciot hasznélva, kommutativ Wiener-zaj esetén, azaz amikor
az egyenletben megjelené zaj kovarianciaoperatora és az egyenletben
megjelend differencidloperator sajatfiiggvényei megegyeznek. Késobb ezt
az eredményt A. Debussche és J. Printems [23] 4ltaldnositotta Galjorkin-
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féle végeselem-modszer esetén nemkommutativ zajt tételezve fel. Ezzel
egyid6ben, az S. Larrsonnal és M. Geisserttel irt [28] kozos cikkiinkben
is megtettiik ugyanezt, habar egy kicsit kevésbé altaldanos funkcionalok
esetén. Ezzel kapcsolatban megemlitheté még az S. Larrsonnal és F.
Lindgrennel irt [38] kozos cikkiink, ahol magasabb térbeli konvergencia-
rendet is el tudunk érni megfelel$ végeselemcsaladot hasznalva. Késébb
a mddszert tobben is tovdbbfejlesztették [3, 22, 64, 66], tobbségiikben
egy tovabbi sztochasztikus analizisbeli eszkoz, a Malliavin-kalkulus se-
gitségével. Az Gsszes fent emlitett dolgozat a sztochasztikus hévezetési
egyenletet vizsgélja, kivéve [38, 39], ahol a linedris sztochasztikus Cahn—
Hilliard-egyenletre is adtunk hibabecslést, amely eredmény a dolgozat
els6 fejezetében keriil bemutatéasra.

Hiperbolikus egyenletek, példaul a sztochasztikus Schrodinger-egyen-
let vagy a sztochasztikus hullimegyenlet esetén kevesebb eredmény
ismert. Az els6 ebbe a korbe tartozé eredmény A. de Bouard és A.
Debussche [24] nevéhez fliz6dik, akik az egydimenziés sztochasztikus
Schrédinger-egyenlet egy idébeli szemidiszkretizacidjanak gyenge kon-
vergenciajat vizsgaltdk Wiener-zaj esetén. Az egy térbeli dimenzids
sztochasztikus szemilinearis hullaimegyenlet véges differencias kozelitésé-
nek gyenge konvergencidjit E. Hausenblas [31] cikkében targyalta egy
meglehetdsen sziik funkciondlosztalyt tekintve. Ezt kovetden S. Larrson-
nal és F. Lindgrennel irt [38, 39] kozos cikkeinkben, a lineéris esetben,
tetszbleges térbeli dimenzid esetén, eldszor térbeli végeselemes szemi-
diszkretizaciot, majd egy teljes térbeli és id6beli diszkretizaciot tekintve
adtunk éles hibabecslést a gyenge konvergencia rendjére. Ezek az ered-
mények a dolgozat elsé fejezetében keriilnek targyalasra. Ezt az analizist
X. Wang [65] egy trigonometrikus id6beli diszkretizaciét alkalmazva
terjesztette ki a szemilinaris sztochasztikus hulldmegyenletre.

Sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differencialegyenletek numeri-
kus kozelitése Wiener-zaj esetén elészor A. Karczewska és P. Rozmej
[34] dolgozataban kertilt targyaldsra mindenféle hibabecslés nélkiil. Egy
ilyen tipust egyenletosztaly esetén az els6 hibabecslések az erés konver-
genciat tekintve a J. Printems-al {rt [46] kozos cikkiinkben, a gyenge
konvergencidt tekintve pedig a [47] cikkiinkben jelentek meg. Ezek az
eredmények a dolgozat elsé fejezetében keriilnek targyalasra, ahol az erés
hibabecslést kiterjesztjiik egy tagabb egyenletosztilyra a B. Baeumerral
és M. Geisserttel irt [4] kozos cikkiink néhany eredménye segitségével.
Ezen egyenletek egyik f6 sajatossaga, hogy az egyenlet memériatagjanak
koszonhetéen a megoldds nem Markov-folyamat. Ezért nem irhaté fel a
megoldashoz kapcsolodd Kolmogorov-egyenlet, amennyiben az egyenlet
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természetes allapotterét vessziik alapul. Ezt a nehézséget, legalabbis
a linearis esetben, egy olyan 1j Markov-folyamat bevezetésével lehet
orvosolni, amely folyamat valészinliségeloszlasa megegyezik a megoldas
valoszintiségeloszlasaval egy eloirt T > 0 idopontban. Ezutan a hiba
analizise elvégezheto ezen 1j folyamathoz tartozé Kolmogorov-egyenlet
segitségével. Ezt a médszert eldszor A. Debussche and J. Printems [23]
alkalmazta a sztochasztikus hovezetési egyenlet vizsgalatakor azzal a
céllal, hogy a Kolmogorov-egyenletben szerepld, a nemkorlatos differenci-
aloperatort tartalmazé tagot eltiintesse. Sztochasztikus Volterra-tipusi
integro-differencidlegyenletek esetén ez a modszer még ennél is nagyobb
segitséget nyujt azaltal, hogy egy nem Markov-folyamat esetén is alkal-
mazni tudunk Markov-folyamatokkal kapcsolatos modszereket.

A Kolmogorov-egyenletet hasznéljuk fel a harmadik fejezetben is,
ahol linedris SZPDEket targyalunk Lévy-zajjal. A Wiener-zaj eseté-
ben kidolgozott megkozelités alkalmazasa csak jelentos valtoztatasokkal
lehetséges. Az egyik probléma abbdl fakad, hogy — ellentétben a Wiener-
zajjal — a Lévy-zaj esetében nem talalhaté az irodalomban megfelelGen
altalanos Kolmogorov-egyenlet végtelen dimenzidban. A dolgozatban egy
ilyen egyenletet is levezetiink, amely ugyan nem a lehet6 legaltalanosabb,
de megfeléen altaldnos ahhoz, hogy a hibaanalizist elvégezhessiik. A ma-
sik f6 nehézséget az jelenti, hogy a végtelen dimenziés Lévy-folyamatok
szerinti sztochasztikus integralnak két kiilonb6zé konstrukcidja is 1éte-
zik az irodalomban, és mi mindkét elméletbdl hasznalunk eszkozoket.
Az egyik konstrukciéban operator értékii folyamatokat lehet integralni
Hilbert-tér értékli Lévy-folyamatok szerint (ez a konstrukcié az [56,
Chapter 8] és az [53, 54] monografidkban taldlhaté meg), mig a méasik-
ban (14sd [51, 58]) Hilbert-tér értékii integrandusokat lehet integralni
Poisson-véletlen-mértékek szerint. Ez a probléma azért jelentés, mert a
SZPDE-ket az elsé elmélet szerint targyaljuk, mig a gyenge hiba kifejtésé-
ben egy olyan It6-formulat hasznalunk, amely a masodik elmélet keretén
beliil taldlhaté meg [51, Theorem 3.6]. Ezért a dolgozatban feltarjuk a
két felépités kozotti kapcesolatot, és ezdltal mindkét elméletbél hasznalni
tudjuk a megfelel6 eszk6zoket. Lévy-zajos sztochasztikus kozonséges dif-
ferencidlegyenletek numerikus kozelitéseinek gyenge hibabecslését tobb
szerzd munkdiban is megtalalhatjuk, 14sd példaul [32, 52, 57, 60] az
ezekben talalhat6 tovabbi referencidkkal egyiitt. A Lévy-zajos SZPDEk
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egy eddig alig targyalt teriiletnek szamit. Az els§ eredmény ebben az
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irdnyban az F. Lindner és R. Schilling altal publikdlt [49] cikk, amelyet
a dolgozat harmadik fejezetében kiterjesztiink tobb irdnyban is — ezen
eredmények a két emlitett szerzével irt [45] cikkiinkon alapulnak. Végiil
megemlitjiik a nemrég megjelent [17] dolgozatot, ahol a sztochasztikus
hovezetési egyenletre vonatkozé eredményiinket a térbeli diszkretizacid
esetén egy mas modszerrel, a Poisson—Malliavin-kalkulus segitségével
egy nagyon kicsit tdgabb funkcionalosztalyra is bebizonyitottak. Habar
ez a dolgozat nem &altalanosit sokat az altalunk bizonyitott eredményen,
a hasznalt modszer igéretesnek tlinik ahhoz, hogy komplikaltabb, nemli-
nearis, Lévy-zajos SZPDEk gyenge approximaciéit is vizsgalni lehessen
a jovoben.

A szemilinearis SZPDEk numerikus koézelitésének gyenge konvergen-
cidjanak analizise Wiener-zaj esetében a masodik fejezetben keriil targya-
lasra, a fentiekben ismertetett médszerektél teljesen kiilonb6z6, masodik
megkozelitést kovetve. Itt a szemilinearis sztochasztikus hovezetési egyen-
letet és a sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differencidlegyenletek
egy osztalyat targyaljuk. Ezt a megkozelitést az A. Anderssonnal és
S. Larssonnal irt [1] ko6z0s dolgozatunkban publikaltuk. Alapjat egy
Newton—Leibniz-formulara alkalmazott dualitasi érvelés képezi, valdszi-
niliségi valtozdk tereibdl allo jol megvalasztott Gelfand-harmast hasznal-
va. A harmasban a klasszikus Szoboljev—Malliavin-terek helyett ezek
egy megfelel6en finomitott valtozatat hasznaljuk, amit A. Andersson, S.
Larsson és R. Kruse vezettek be a [2] dolgozatban. Ezen terek hasznélata
lehet6vé teszi, hogy teljesen kihasznaljuk a sztochasztikus problémahoz
tartozé linearis determinisztikus egyenlet megoldasi operatoranak re-
gularizalé hatasat. Ez a sztochasztikus hévezetési egyenlet esetében az
analitikus félcsoportok egy jellemz6 tulajdonsdga, mig Volterra-tipusu
integro-differencidlegyenletek esetén (megfelelé memériafiiggvényosz-
talyt tekintve) ugyancsak igaz, habdr csak bizonyos mértékig. A techni-
ka meglehet6sen nagy apparatust mozgat meg. Ennek oka, hogy szto-
chasztikus szemilinedris Volterra-tipusi integro-differencidlegyenletek
esetén a linedris esetben alkalmazott médszer (azaz, hogy egy mésik
Markov-folyamatot vezetiink be, amely folyamat valdoszinliségeloszlasa
megegyezik a megoldds (ami nem Markov folyamat) valdsziniiségelosz-
lasaval egy el6irt T' > 0 id6pontban, majd ezen folyamathoz tartozo
Kolmogorov-egyenlet segitségével végezziik el a hiba becslését) nem
valik be. Ezért egy Kolmogorov-egyenleten alapulé hibabecslés nem tii-
nik kivitelezhetének, legalabbis ha az egyenlet természetes allapotterét
hasznéljuk. Hasznalni lehetne egy olyan allapotteret is, amely figyelem-
be veszi a folyamat multjat is, igy visszajutva a Markov-folyamatok
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vilagaba. Ekkor azonban a megoldasi operdtor kritikus simité hatasa
eltlinik. A dolgozatban szereplé megkozelitésnek két f6bb elényét emel-
nénk ki. Az elso, hogy egy kozos absztrakt keretben tudjuk targyalni a
szemilinearis sztochasztikus hévezetési egyenletet és a sztochasztikus
Volterra-tipusi integro-differencidlegyenletek egy osztalyat. A masodik
pedig, hogy a megoldés trajektoridinak funkcionédljainak egy osztalyat
is targyalni tudjuk. Ez a funkcionalosztaly specialis ugyan, de ahhoz
elegendGen tag, hogy a megoldéds kovarianciafiiggvényének, illetve ma-
gasabb rendii statisztikdinak gyenge hibaanalizisét elvégezziik. Ilyen
tipust eredmények eddig nem voltak ismertek, és mostandig is csak
egy tovabbi, részben altalanosabb, részben meglehetdsen korlatozott
eredmény ismert. C. E. Bréhier, M. Hairer és A. Stewart idén meg-
jelent [18] cikkiikben egy elég dltaldnos, a trajektéridkon értelmezett
figgvényosztalyt tekintenek szemilinedris SZPDEk egy osztalyan beliil
Wiener-zajjal. Ez a hibaanalizis azonban csak kommutativ zaj esetén
és csak térbeli spektrédlis Galjorkin-approximaciét tekintve érvényes.
Nem nyilvanval6, hogy mddszereik alkalmazhatoak-e idoébeli diszkreti-
zaci6 esetén, illetve egy kifinomultabb térbeli (példaul Galjorkin-féle
végeselem-diszkretizdcid) esetén.

Végiil megemlitiink egy harmadik lehetséges mddszert is, ezt azonban
a dolgozatban nem hasznaljuk: ez az Ggynevezett enyhe It6-formuldn
alapul [20], és példaul a [19, 25] tanulmanyokban keriilt alkalmazésra.

A fentiekben leirtakbdl jol lathato, hogy a SZPDEk gyenge hiba-
analizise egyaltalan nem egy lezart kutatasi teriilet. Olyan egyenletek
esetén, amelyekben a nemlinedris tagok nem rendelkeznek valamilyen
fajta globalis Lipschitz—tulajdonsaggal, gyakorlatilag nem ismertek gyen-
ge konvergenciaval kapcsolatos éles becslések. Ilyen egyenlet példaul a
sztochasztikus Allen—Cahn-, a Cahn—Hilliard—Cook- vagy a stochasz-
tikus Navier—Stokes-egyenlet. Ehhez azt is hozza kell tenni, hogy ezen
egyenletek esetén az erOs értelemben vett hibaanalizis is messze nem
teljes és jelenleg is egy meglehetdsen aktiv kutatési teriiletnek szamit.
A Lévy-zajos SZPDEkK gyenge approximécidinak analizise is gyerekci-
p6ben jar még, és ez ugyancsak elmondhaté a SZPDEk megoldasainak
trajektéridin értelmezett funkciondlok gyenge hibaanalizisérél is.

Habar a disszertacié a numerikus approximéciok gyenge konvergenci-
ajaval kapcsolatos eredményekre fokuszal, azokban az esetekben, amikor
a vizsgalt egyenletosztalyra vonatkozoéan az erds konvergencia rendje is
sajat eredmény, ugy ezek bizonyitasat is elvégezziik.

Az aldbbiakban fejezetek szerinti felbontasban, részletesebben tar-
gyaljuk a dolgozat legfontosabb eredményeit, amelyek lényegében az [1,
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4, 38, 39, 43, 44, 45, 46, 47] cikkek eredményeire tdmaszkodnak. Megje-
gyezziik, hogy a felsorolt tételek mindegyike a szerzé sajat eredménye. A
tézisfuzet Osszedllitasandl nem a dolgozat egészének a bemutatasa volt
a célunk, hanem egy olyan, énmagaban is olvashat6 anyag elkészitése,
amely egyben atfogd képet ad az értekezésrdl is. Terjedelmi okokbdl
a szerzO mas kutatasi teriiletei nem keriiltek targyaldsra a munkaban.
A tortrendi parcialis differencidlegyenletekhez kapcsol6dé eredmények
megtaldlhaték az [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 35], a SZPDEk numeri-
kus kozelitésének erds konvergenciaval kapcsolatos, a dolgozatban nem
bemutatott eredmények pedig a [27, 36, 37, 40, 41, 42] cikkekben.

2. Linearis sztochasztikus parcialis differen-
cidlegyenletek additiv Wiener-zajjal

Ebben a fejezetben additiv Wiener-zajos linearis sztochasztikus dif-
ferencidlegyeletek gyenge kozelitését targyaljuk. Kiemelten foglalkozunk
a sztochasztikus hulldmegyenlettel (2.3. alfejezet), illetve a sztochaszti-
kus Volterra-tipusu integro-differencidlegyenletek egy osztdlydval (2.4.
alfejezet). A hibabecsléseket a 2.2. alfejezetben kimondott dltaldnos rep-
rezentaciés tétel segitségével lehet bebizonyitani. Osszehasonlitasképpen
a megfelel6 erds hibabecsléseket is targyaljuk.

2.1. Néhany alapfogalom és jelolés

El6szor bevezetiink néhany jelolést és fogalmat. Legyen H és U
(végtelen-dimenzids) valds szepardbilis Hilbert-tér a (-, -) g illetve (-, )y
skaldrszorzattal, valamint az ezekb&l szdrmazé || - || g és | - |[o norméval
ellatva. Ha a szovegkornyezetbdl vildgos, akkor elhagyjuk az indexet
a skaldrszorzatrdl, illetve a normérél. Jelolje L(U,H) aT : U — H
korldtos linedris operatorok terét a szokésos || - || z(v, ) normdval, ahol
ugyancsak elhagyjuk az indexet, ha ez nem zavarja az érthetOséget.
Ha T € L(U,H), és léteznek olyan {a;} C H és {b;} C U sorozatok,
amelyekre Y77 [la;][[[b;]| < oo teljesiil, és T el6éll a

oo

Tx = Z(x,bj>aj, x €U,

j=1

alakban, akkor a T operatort véges nyomu operatornak nevezziik. A
véges nyomu operatorok L1 (U, H) tere Banach-tér a

oo

Il = inf {3 gl : T = 3 by)as |
j=1

Jj=1



dc_1541_18

norméra nézve. Ha T € L£,(U,U) és {e;} C U az U Hilbert tér egy
ortonormaélt bazisa, akkor a T' operator

T = §:<Tej7 e;)

Jj=1

nyoma jéldefinidlt, és értéke nem fiigg az ortonormalt bazis megva-
lasztésatél. Ha T € L(U, H) és az U Hilbert-tér valamely {e;} C U
ortonormalt bazisat tekintve

o

> I1Teg)|? < 00 (1)

j=1

teljesiil, akkor a T operatort Hilbert—Schmidt-operatornak nevezziik.
Ebben az esetben az (1) altal definidlt végtelen sor Gsszege fiiggetlen
az ortonormalt bazis megvéilasztasatol. A Hilbert—Schmidt-operatorok
L2(U, H) tere szeparabilis Hilbert-tér a

1TV Z w1y = ITVs = D 1T

j=1

normara nézve.

Jelolje C™(H,R) az n-szer folytonosan Fréchet-differencidlhaté f :
H — R, z — f(x) fliggvények terét. A Cp(H, L(H)) jelolést alkalmaz-
zuk az f + H — L(H), x — f(x) folytonos és korldtos fiiggvények
terére. Ha a Riesz reprezentdacios tétel segitségével a H Hilbert-teret
azonositjuk a L(H,R) térrel, akkor © € H esetén az f'(z) derivaltat a
H egy elemének tekintjiikk. Ehhez hasonléan az f(x) derivaltat az L(H)
egy elemének fogjuk fel. Helyenként az f, és az f,, jelolést hasznaljuk
az [’ és az f" helyett.

Legyen (2, F,P) egy val6sziniiségi mez, és jelolje LP(Q4; H) a H
Hilbert-tér értékdi azon X: (Q,F) — (H,B(H)) valésziniiségi valtozok
terét, ahol B(H) jeloli a H Hilbert tér Borel-o-algebrajat, amelyekre

X112, g, = E(IXIE) = / 1X (@)%, dP(w) < o0, 1 < p < oo.

Még altalanosabban: ha (M, M, u) egy mértéktér, és 1 < p < oo, akkor
LP(M;H) = LP(M, M, u; H) jeloli a M/B(H)-mérhetd azon f : M —
H fiiggvények terét, amelyekre a || f[|ro(ar.mry = (3 |1 f]1%dpe)/? norma
véges.
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Legyen @ € L(U) egy 6nadjungalt és pozitiv szemidefinit operator.
Egy U-értékii Q-Wiener-folyamatot a kovetkezéképpen lehet felépite-
ni. Tekintsiik az Uy = Q2U ugynevezett Cameron—Martin-teret a
(x,y)o == <Q_%3:,Q_%y> skaldrszorzattal ellatva, ahol Q1 a @ ope-
rétor pszeudoinverzét jeloli, ha @ nem injektiv. Legyen {ej}52, az Uy
Hilbert-tér egy ortonormalt bézisa, és legyenek {ﬂj 2, standard, egy-
mastol teljesen fliggetlen, valés Wiener-folyamatok (Brown mozgasok)
az (2, F,P) valdszintiségi mezén. Tekintsiik a kovetkezd végtelen sort:

)= Br(t)ex (2)
k=1

Amennyiben Tr @) < oo, tigy a sor egy olyan sztochasztikus folyamathoz
konvergél a L2(Q;U) norméja szerint amelynek van sztochasztikusan
folyamatnak neveziink [21, Section 4] és [59, Sectlon 2]. Am1kor azonban
Tr Q = oo, akkor a (2) sor nem konvergal az L?(Q; U) norméja szerint,
hanem csak az L?(€Q;U;) norméja szerint, ahol U; egy olyan Hilbert-
tér, amelyre igaz, hogy az Uy bedgyazasi operatora az U; térbe egy
Hilbert— Schmidt operétor Ezt az U;-értéki folyamatot illetve ennek
ugyanugy W-vel jeloljik és U-beli @Q-Wiener-folyamatnak nevezzuk,
habar a (2) sor ebben az esetben formdlisnak tekinthets az L?(Q;U)
normajara nézve. Ha (Q, F, (F¢)i>0, P) egy sztochasztikus alaptér, amely
megfelel a szokasos feltételeknek, és W egy U-beli Q-Wiener-folyamat
az (Q, F,P) valésziniiségi mez6n, amely adaptalt az (F;)i>o filtrdciéra
nézve, és W (t) — W(s) fiiggetlen Fs-t6l minden 0 < s < ¢ esetén, akkor
W-t U-beli Q-Wiener-folyamatnak nevezziik az (F;)¢>o filtraciéra nézve.

Végiil sziikség lesz a sztochasztikus Ité-integral egy egyszertsitett
valtozatara, az ugynevezett Wiener-integralra determinisztikus integ-
randus esetén (ldsd példdul [21, Chapter 4] és [59, Chapter 2]). Legyen
F:[0,t) = L2(Ug, H), t > 0, mérhetd fliggvény, amely négyzetesen
integralhato, azaz

t
/0 12, 0.1, 5 < 0.

Ekkor az fo s)dW(s) egy joldefinidlt valészinliségi viltozo, amelyre
igaz az ugynevezett Ito-izometria aldbbi alakja:

| [ Feawe)|], o = [ IFO s
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2.2. A gyenge hiba egy altalanos kifejtése

Ebben az alfejezetben bemutatjuk azt az altalanos tételt, amely-
nek segitségével a dolgozat els6 fejezetében vizsgalt egyenlettipusok
esetén a numerikus megoldas gyenge konvergencidjanak rendjét megha-
tarozzuk. JelentOsége egyrészt abban rejlik, hogy alkalmazhaté mind
parabolikus, mind pedig hiperbolikus egyenletekre, de még Volterra-
tipusu integro-differencidlegyenletek esetén is. Masrészt pedig a tétel
alkalmas mind az id6beli, mind a térbeli szemidiszkretizacié analizisére
és természetesen a teljes diszkretizaci6 vizsgdlatdra is. A tézisfiizetben
csak teljes diszkretizacidkat tekintiink, de a dolgozatban szerepelnek
idobeli szemidiszkretizaciora vonatkoz6 becslések is.

Legyen (Q, F, (Fi)i>0,P) egy sztochasztikus alaptér és W egy U-
beli Q-Wiener-folyamat az (2, F,P) valészinliségi mezén az (F;)i>o0
filtraciéra nézve. Legyen Y és Y a kévetkezd médon definidlva:

Y(t):=Y(0)+ /t E(T —s)BdW (s), te€][0,T],
0
valamint

Y (t) := Y(0) +/Ot E(T — s)BAW(s), te€ [0,T)],

ahol T' > 0 és az (E(t))¢cjo,7], valamint az (E(t))te[&T] a H Hilbert-tér
korlatos operatoraibdl all6 operatorcsaladok. A sztochasztikus integralok

1étezéséhez feltessziik, hogy az (E(t)).eo, 1) illetve az (E(t))ic[o,r) olyan
operatorcsaladok, amelyekre teljesiil, hogy a t — E(t)B, illetve hogy a
t— E(t)B mint [0,T] — L2(Up, H) leképezések mérhetdk és

T
| 1EOBIE g, < . (3)
valamint
T ~ ~
/0 VB BII, (5.t < oo. (4)
Tekintsiik a kovetkez6 kiillonbséget
e(T) = E (G(V(T)) - GV(T))) , (5)

ahol G : H — R egy adott funkcional. Legyen

Z(t,T,€) :zf—i—/tE(T— s)BdW(s), ter,T],

10
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ahol 7 € [0,T) és & egy H-érték{l, F,-mérhet6 valésziniiségi viltozo.
Legyen u : [0,T] x H — R a kovetkezd alaku:

u(t,x) = EG(Z(T,t,2)), (t,2) € [0,T] x H,
ahol G : H — R egy adott funkcional.

2.1. Tétel (Theorem 1.2.1 a dolgozatban). Legyen T > 0 és legyenek
(E(t))efo,m €s (E(t))te[o)’f] a H Hilbert-tér korldtos operdtoraibol dallo
olyan operdtorcsalddok, amelyekrdl feltételezzik, hogy {E(t)}eecjo,r) erd-
sen folytonos, t — E(t)B mint [0,T] — Lo(Uy, H) leképezés mérheté,
B,B € L(U,H) és amelyekre teljesiilnek a (3) és a (4) feltételek. Ha
G : H — R olyan funkciondl, amelyre igaz, hogy G € C*(H,R) és G" €
Cy(H, L(H)), valamint ha Y (0),Y(0) € L2(Q, Fo,P; H), akkor az (5)
egyenlettel definialt e(T') gyenge hiba felirhaté az

o(T) = E(u(0, 7(0)) — u(0, Y(0))) + %E/O T (w7 (1, T (£)O() )
(6)

alakban, ahol

O(t) = (E(T —t)B + E(T — )B)Q(E(T —t)B — E(T —t)B)"

O(t) = (E(T —t)B— E(T —t)B)Q(E(T —t)B+ E(T —t)B)".

Ezt az eredményt eldszor a sztochasztikus hulldimegyenletre alkal-
mazzuk.

2.3. A sztochasztikus hullamegyenlet

Az eredmények megfogalmazisihoz be kell vezetniink néhéany jel6lést
és fogalmat. Legyen D C R? egy korlatos és konvex tartomany, és tekint-
sik az L?(D) fiiggvényteret a szokasos || - || 2(py norméval és (-, ) 12(p)
skalarszorzattal. Legyen A := —A = — Z;‘l=1 02/ 65? a Laplace-operator
az L*(D) fiiggvénytéren homogén Dirichlet-féle peremfeltétellel, azaz
a D(A) := {v € H}(D) : Au € L*(D)} értelmezési tartoménnyal. A
szokdsos H™(D) jeldlést alkalmazzuk az n € Np-ed rendfi L2-Szoboljev-
terek jelolésére a D tartomdnyon, és HE (D) jeléli a C°(D) kompakt
tartéju fiiggvények lezdrasat a H'(D) tér norméaja szerint. Bevezetjiik

11
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tovabba a H, o € R, simaségi tereket:

H® := D(A*/?) .= {v => vkor : {vktren C R,
k=1

s 1/2
[0l 1= IA0l 2oy = (3o AR) < oo},
k=1

ahol {¢r}ren C D(A) az L?(D) fiiggvénytér, a A operdtor sajatfiige-
vényeibél 4ll6, ortonormélt bazisa a megfeleld {Ag}ren C (0,00) sa-
jatértékekkel. Még pontosabban, negativ o esetén a H® tér az L?(D)
fuggvénytér lezardsa az || - || o norméaja szerint.

A sztochasztikus hullimegyenlet allapotterének leirdsdéhoz bevezetjik

a
HO = HY x o', a€R, (7)

Hilbert-tereket a
<Ua w>’H“ = <’U1, w1>H°‘ + <U25 w2>H°‘*1

skaldrszorzattal, ahol v = [vy, vo]T és w = [wy, ws]T. A skaldrszorzatbdl
szarmazo6 normakra a

[l = lvlFa + loallFe-s

jelolést hasznaljuk. Legyen a H Hilbert-tér a (7) specidlis, o =
valasztéssal kapott esete a || - || = || - |[go normdval és a (-,-)
(-, ) p2py + (A7Y2 A=V2) 15 ) skaldrszorzattal.

A sztochasztikus hulldmegyenlet els6rendii rendszerré atirt vatozata
a kovetkezii absztrakt Ité-alakban irhato fel:

0

AX(t) + AX(t)dt = BAW(t), t € [0,T); X(0) = Xo,  (8)

ahol A: D(A) C H — H és B: H™' — H a kovetkezd operdtormétri-

[ i A

és ahol az A operatormatrix értelmezési tartomanya

€2

D(A):{er:sz {Axl

}eH:H%urq

=H'=H'x H°.

12
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Itt a A operatort mint H' — H ! leképezést tekintjiik a

<Axvy>H—1><H1 = <V:C7 vy>L2(D)

definici6 szerint. A (8) egyenlet gyenge megolddsa a [0, 7] intervallumon
egy olyan (X (t)):eo, 1), H-értékii, elérejelezheté folyamat, amelynek tra-
jektéridi 1 valosziniiséggel Bochner-integralhatdak a [0, 7] intervallumon,
valamint minden ¢t € [0,7] és n € D(A*) esetén az

t

¢
X+ [ (X0 A%) ds = (Xon) + [ (0. BaW ()
egyenlet 1 valészintiséggel teljestil. A (8) egyenlet H-értékii
X = [X:(0), X:()] '

gyenge megoldasa a
t
X(t) = B(#)Xo + / E(t — $)BdW(s) (10)
0

formuldval adhat6 meg, ahol (E(t))¢>0 a —A operédtor altal generalt ope-
ratorfélcsoport, amennyiben persze a sztochasztikus integral joldefinialt,
és ha X-rdl feltessziik hogy Fo-mérheto.

A numerikus kozelités targyaldsdhoz tovabbi fogalmakat és jeloléseket
vezetiink be. Legyen r > 2 egy pozitiv egész szam, és tekintsiik a H} (D)
fiiggvénytér egy (Vj o)o<n<1 C H} (D) véges dimenziés altéresalddjét.
Legyen az Ry, : H' — Vi o operator a H* tér Vi o alterére val6 merdleges
vetitése:

(VRyv,Vx) = (Vv,Vx), veH' x eV, (11)

A hibaanalizis soran feltételezziik, hogy az R} ugynevezett Ritz-projek-
ciéra érvényes a

|Rpo — o < CRY|[vllg, ve HY, 1<y <, (12)

hibabecslés. A diszkrét Laplace-operatort a
Ah : V}:O — Vi:,Ov <Ahw7X> = <V’l/1, vX>a 1/17X € VhT,Oa

egyenlettel definidljuk. Az A operdtor diszkretizalt Ay : Vo x V7 j —
Vio X Vp o valtozatat az
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matrix adja meg.
Legyen tovabba R az exponencidlis fiiggvénynek egy tgynevezett I-
stabil raciondlis approximaciéja, azaz egy olyan racionalis tortfiiggvény,

amelyre
|R(iy) — e

|
IR(Zy)I

teljesiil valamely pozitiv p egész szam és valamely b > 0 allandé esetén.
Legyen

ClylP**, |yl <b
L, y €R,

<
<
Eh,At = R(AtAh), At > 0,

és tekintsiik a sztochasztikus hullamegyenlet megoldasanak

(Xh At) ..... N — ([Xh Atleh At, 2]T)n:0,.--,N
kozelitését a

XIJz,At = Eh,At(XiJL,Xt +BrAWY), j=1,...,N; X}?,At = P Xo,
(13)
algoritmus szerint megadva, ahol By, 1= P, B = [0 Py o]T és ahol P, =
[Pui, Puo)”. Ttta Py HO — Virg ésa Ppa: H'— Vir o a kovetkezd

ortogondlis vetitések: (Py1f,x) = (f,x), X € V}, o, ha f € HO, valamint

<Ph,2f7X> = <f5X>H*1><H17 X € V]l:oa ha f S Hﬁl'
A sztochasztikus hullamegyenlet esetén érvényes kovetkez6 hibabecs-
lés a gyenge konvergencia rendjét mutatja.

2.2. Tétel (Theorem 1.3.13 a dolgozatban). Tegyiik fel, hogy
[AP2QA 2 py < o0
és hogy Xo € L*(Q, Fo, P; H?P) valamely B > 0 esetén. Ha az
(XI?,At)n:O,...,N
csalddot a (13) egyenlettel definidljuk, és (X (t))ieo,m) @ (8) egyenlet
gyenge megolddsa, ahol A, B a (9) egyenletben megadott operdtormdtri-
zok, akkor egy olyan g : H° — R fiigguény esetén, amelyre g € C%(H°,R)
és g" € Cy(H, L(H®)) teljesiil, a kovetkezd hibabecslés érvényes:
[E(a(XR a01) = 9(X(T)| < CT) (RO 4 AgmnEPn D),

ahol T = NAt és a C(T) > 0 dllandé nem fiigg h-tdl és At-tél.

14



dc_1541_18

Mint az a kovetkez6 eredménybél lathatd, nem tal nagy [ esetén a
gyenge konvergencia rendje kétszerese az eros konvergencia rendjének.

2.3. Tétel (Theorem 1.3.14 a dolgozatban). Tegyiik fel, hogy
|47 Q12 s < o

és hogy Xo € L?(2, Fo,P; HP) valamely 3 > 0 esetén. Ekkor a sztochasz-
tikus hulldmegyenlet gyenge megolddsanak elsé X1(T) komponensét a
numerikus megoldds elsé X}Iz\,]At,l komponense a kévetkezd erds rendben
kézeliti:

IX a1 = X1y < CT) (T 4 ApmnTzTb),
ahol T = NAt és a C(T) > 0 dllandd nem fiigg h-tol és At-tdl.

A dolgozatban megmutatjuk (Theorem 1.1.1), hogy dltaldnos esetben
1A% QY2 s < 1A% 2QA 2,

de kommutativ zaj esetén egyenléség all fenn. Igy a fenti két tétel a
feltételek szempontjabdl dsszehasonlithaté.

2.4. Sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differen-
cialegyenletek

Legyen D C R? egy korlatos és konvex tartomany és legyen megint
A=—-A= *Zjﬂ 9?/9¢€; a Laplace-operdtor a H := L*(D) fiigg-
vénytéren homogén Dirichlet-féle peremfeltétellel, azaz a D(A) := {v €
HY(D) : Au € L*(D)} = H? értelmezési tartomannyal. Tekintsiik a
kovetkezd sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differencidlegyenletet
absztrakt It6-alakban irva:

dX + (/t b(t — s)AX(s) ds) dt=dw, te(0,7]; X(0)= X,,
0

(14)
ahol W egy H-beli Q-Wiener-folyamat az (F;);>¢ filtrdciéra nézve és b
egy lokélisan integralhatd, valds értékii fliggvény. A (14) egyenlet gyenge
megolddsa a [0,7] intervallumon egy olyan (X (t))ic(o,r], H-értékd,
elérejelezhetd folyamat, amelynek trajektoriai 1 valosziniiséggel Bochner-
integralhat6ak a [0,T] intervallumon, valamint minden ¢ € [0,7] és
n € D(A*) esetén az

(X(t),n) + / / "b(r— 8) (X(s), A*n) dsdr = (Xo,n) + / (n, AW (s))

0

15
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egyenlet 1 valészintiséggel teljesiil. Ha (S(t)).eo, 1) jeloli az
t
a(t) + / bt — s)Au(s)ds =0, te (0,T]; w(©0) ==z  (15)
0

egyenlet megolddsi operdtorcsaladjat (Ggynevezett rezolvenscsalddjat),
akkor a (14) egyenlet gyenge megolddsa az

X(t) = S()Xo + /0 t St — s)dW (s)

formulaval adhaté meg, amennyiben persze a sztochasztikus integral
joldefinialt, és ha Xy-rél feltessziik, hogy Fo-mérhetd. Az eredmények
kimondasakor feltételezziik, hogy a b memériafiiggvény kielégiti legalabb
az egyik alabbi feltételt, esetleg ezek egy kombinécidjat.

2.4. Feltétel. A memoriafiiggvény 0 # b € L (R;), 3-monoton,
lim; o b(t) =0 és

LY sb(s)ds

limsup 0——— < +o0. (16)

0,00 [4 —sb(s) ds

A [61, Proposition 3.10] segitségével beldthaté (ldsd még [55]), hogy
ha b€ LL _(R;) 3-monoton, akkor a (16) tulajdonsdg ekvivalens azzal,
hogy

2 N
p::1+;sup{|argb()\)|, ReA > 0} € (1,2). (17)

A (17) formuldval definidlt p paraméter kulcsfontossigi, mivel ez ha-
tarozza meg a linedris determinisztikus egyenlet rezolvenscsaladjanak
regularizalé hatasat.

2.5. Feltétel. A b memoriafiiggvény kielégiti a 2.4. Feltételt és b 4-
monoton.

2.6. Feltétel. A b memdriafiiggvény b Laplace-transzformdltja kiter-
jeszthetd egy, a Xg = {z € C\{0}, |arg(z)| < 0} szektoridlis tartomd-
nyon értelmezett analitikus figguvénnyé, ahol 0 > w/2, és a kiterjesztett
Laplace-transzformdlt kielégiti o [6®*)(2)] < C|z|*="7%, k=0,1, z € %y,
egyenlétlenséget.

Ab(t)=Ctr—2e ™ 1 < p<2,n>0,egy fontos olyan fiiggvénycsa-
14d, amely kielégiti mind a hdrom feltételt. Amikor n = 0, akkor a (14)

16
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integro-differencidlegyenlet idében tortrendil differencidlegyenletként is
felfoghaté.

Tekintsiik a HJ (D) fiiggvénytér egy (Vi)o<n<1 C Hg (D) véges di-
menzi6s altéresalddjat, és legyenek a P, : H — Vi, és Ry, : H' — V),
operétorok a H illetve a H' skaldrszorzatainak megfelelé merdleges ve-
titések. A hibaanalizis sordn feltételezziik, hogy az R}y Ritz-projekciéra
érvényes a

|Rpo = ol| < CRY |0l g, v € HY, 1<y <2, (18)
hibabecslés. A diszkrét Laplace-operatort a
Ah : ‘/}L - Vh7 <Ah¢aX> = <v¢aVX>7 va € Vh7 (19)

egyenlettel definidljuk.
Tekintsiik a kovetkezo algoritmust n > 1 esetén:

Xiae— Xpag + At (Z Wr—k AhX;'f,At> = Pu(W(tn) = W(tn-1)),

k=1
(20)
ahol X&At = P, X, és ahol az (wy)i>0 stlyok az

1—2\'""
( 7 ) :Zwkzk7 |z] < 1, (21)

k>0

kifejtésbdl szamolhatdak.

2.7. Tétel (Theorem 1.5.33 a dolgozatban). Tegyiik fel, hogy a b memd-
riafligguény teljesiti a 2.4. és a 2.6. Feltételeket. Legyen T > 0, legyen
(X(t))teo,r) a (14) egyenlet gyenge megolddsa, és legyen (X[ a;)n=0,...,N
a (20) algoritmussal definidlva, ahol T = NAt. Legyen g : H — R egy
olyan fiigguény, amelyre g € C*(H,R) és g" € Cy(H,L(H)) teljesiil, és
legyen Xo € L?(Q, Fo,P; H). Ha

||A(B—%)/2Q1/2||HS < 00

valamely 0 < 8 < 1/p esetén, akkor létezik egy h-t6l és At-tdl fiiggetlen
C > 0 dllandd, amelyre h?/? + At < T esetén teljesiil, hogy

B0 a0~ a(X(D)| < Ot (s ) (82 4 a0
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Az erés konvergencia rendjével kapcsolatban igaz a kovetkezé tétel.

2.8. Tétel (Theorem 1.5.28 a dolgozatban). Tegyiik fel, hogy

1

A= /2Q 2 s < oo

valamely 0 < § < 1 esetén, Xy € L2(Q,Fy,P; H*(+9) walamely
e > 0 esetén, ahol 0 < s < 1, és tegyiik fel, hogy a b memdriafiigguény
teljesiti a 2.5. Feltételt. Legyen T > 0, legyen (X (t))icjo,1) @ (14) gyenge
megolddsa, és legyen (X;;,At)nZO,...,N a (20) algoritmussal definidlva,
ahol T = NAt. Ekkor létezik egy C > 0 dllandd, valamint egy mdsik
K = K(T,~,p) > 0 dllandd, amelyek figgetlenek h-tdl és At-tél, és
amelyekre

X7 ae=X (D)l 2201y < C(R**+AL?) HXUHL2(Q;H2S<1+5))+K(hB+At’Y)

Lo 3
teljesiil, ahol v < £5.

Hasonldan a sztochasztikus hullamegyenlethez, amennyiben a kezdeti
feltétel kell6en sima, egy, mindkét tétel feltételeinek megfelelé memo-
riafiiggvény esetén, a gyenge konvergencia rendje kétszerese az erds
konvergencia rendjének.

3. Szemilinearis sztochasztikus parcialis dif-
ferencidlegyenletek additiv Wiener-zajjal

Ebben a fejezetben a szemilinearis sztochasztikus hévezetési egyenlet-
nek és a szemilinedaris sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differencial-
egyenletek egy osztdlyanak gyenge kozelitését targyaljuk. Az ebben
a fejezetben bemutatott eredményeknél megengedjiik, hogy a megol-
dés funkcionéljai — habar specialis médon, de — fiiggjenek a megoldas
trajektoriaitol is. Ennek azért van jelentGsége, mert igy a megoldés
statisztikai tulajdonsdgainak (példdul a kovariancidjanak) kozelitési
rendjét is becsiilni lehet, lasd Corollary 2.3.8 a dolgozatban.

3.1. Néhany alapfogalom és jelolés

Legyen H egy vals, szeparabilis Hilbert-tér. Jelolje G2(H,R) azon ¢ :
H — R folytonos fiiggvények osztilyat, amelyek minden h € H esetén
minden irdnyban kétszer differencidlhatéak, az elsérendli irdnymenti
derivaltjaik megadhaték minden e € H esetén valamely ¢'(h) € H
segitségével

8e¢(h) = <¢/(h)7 €>
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alakban, és a masodrendii irdnymenti derivaltjaik megadhaték min-
den e, f € H esetén valamely ¢”(h) € L(H) szimmetrikus operdtor
segitségével

02 s0(h) = (¢"(h)e, f)
alakban, valamint a h — 9.0 (h) és a h — 82_’ r¢(h) fiiggvények folytono-
sak minden e, f € H esetén. Legyen m € Ny, és jelolje Qg””(H, R) azon
¢ € G2(H,R) fiiggvények halmazat, amelyre

16" (W)l ey < C(L+[IR[™),  h € H,

teljestil. Végiil jelolje M a korlatos Borel-mértékek halmazat a [0, T
intervallumon.

3.2. A szemilinearis sztochasztikus hévezetési egyen-
let

Legyen D C R?, d < 3, egy korlatos és konvex tartomany és legyen
A=A = —Z?Zl 82/8532 a Laplace-operator az L?(D) fiiggvény-
téren homogén Dirichlet-féle peremfeltétellel, azaz a D(A) := {v €
HYD) : Au € L*(D)} = H? értelmezési tartomannyal. Legyen
g : R — R egy kétszer folytonosan differencialhaté fliggvény, amelynek el-
s6 és masodik derivaltja (globalisan) korldtos. Definidljuk az f: H — H
leképezést a

(f)(@) = g(r(&)), s € D, € A,

formulaval és tekintsiik a kovetkezd szemilinedris sztochasztikus héveze-
tési egyenletet absztrakt It6-alakban irva:

dX(t)+ AX(t)dt = f(X(¢))dt + dW (), t € (0,T]; X(0) = zo,
(22)

ahol W egy H-beli Q-Wiener-folyamat az (F;);>¢ filtrdciéra nézve és
xo € H egy determinisztikus kezdeti feltétel. Ha (S(t))>0 jeloli a —A
operator altal generdlt operdtorfélcsoportot, akkor a (22) egyenlet tgyne-
vezett enyhe megoldédsa egy olyan (X (t)).e(o, 1), H-értékii, elérejelezhetd
folyamat, amely minden ¢ € [0, T] esetén 1 valdszintiséggel kielégiti az

X(t) = S(t)o + /0 S(t— 8)F(X(s)) ds + /0 S(t—s)dW(s) (23)

egyenletet, ahol persze azt is megkdveteljiik, hogy a jobb oldalon sze-
repld tagok joldefinidltak legyenek. A 2.4. alfejezet jeloléseit hasznélva
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tekintsiik a (22) egyenlet megoldasdnak kozelitését az tigynevezett Euler—
Maruyama-modszer szerinti

tn
Xhat= Bilz,AtX;TAlt + AtBi,Atf(X;?,th) + / Bj ar AW (s),
t7,71 (24)
n=1,...,N,

0
Xp,at = Puzo,

rekurziéval megadva, ahol B} ,, = (I + AtA,) ™' P,. Ugyanigy, mint
a 2.4. alfejezetben, feltételezzi‘ll’i7 hogy érvényes a (18) becslés. Az elézd-
ekben targyaltakndl egy még altalanosabb funkcionalosztalyt tekintve,
azaz megengedve azoknak a megoldas trajektériditol valo fliggését is, a
gyenge konvergencia rendjére a kévetkezd becslés adhato.

3.1. Tétel (Theorem 2.3.7 a dolgozatban a (22) egyenletre alkalmaz-
va). Legyen (X (t))icio,r) @ (22) egyenlet enyhe megolddsa, és legyen
(X3 At)n=0,...N a (24) egyenlettel definidlt kizelités. Legyen )?hAt(t) =
X7 g hat € [t tug1), n="0,...,N — 1, és Xpae(t) = XN, hat €
[tn,T], ahol At € (0,1), t, =nAt,n=0,...,N, ésty <T < tnx+At.
Tegyiik fel, hogy xo determinisztikus, xo € H® és hogy

47 Q3 g < o0

valamely B € (0,1] esetén. Hao K > 1, my,...,mg € Ny, ¢; €
G2™i(HR), v; € My, i = 1,...,K, ®(2) = [, il fy Z(t) dviy)
és v €[0,0), akkor létezik egy h-tol és At-t6l figgetlen C > 0 dllando,
amelyre

IE(®(Xpae) — (X)) < C(W* +ALY), h At € (0,1),
teljestil.
Az erés konvergencia rendjével kapcsolatban igaz a kovetkezé tétel.

3.2. Tétel (Theorem 2.3.2 a dolgozatban a (22) egyenletre alkalmaz-
va). Legyen (X (t))ico,r) @ (22) egyenlet enyhe megolddsa, és legyen
(X} at)n=0,...N a (24) egyenlettel definidlt kozelités. Tegyiik fel, hogy xo
determinisztikus, xo € H® és hogy

|47 Q¥ < o0

20



dc_1541_18

valamely B € (0,1] esetén. Ekkor minden v € [0,3) és p € [2,00) esetén
létezik egy h-tol és At-tél figgetlen C' > 0 dllandd, amelyre

max || X7 — X | SC(RY+ A7), At e (0,1),

ne{0,...,N} (t")HLP(Q;H

teljesiil.

A két tételt Osszevetve lathatjuk, hogy ebben az esetben is kétszer
akkora a gyenge konvergencia rendje, mint az erds konvergenciaé.

3.3. Szemilinearis sztochasztikus Volterra-tipusu in-
tegro-differencialegyenletek

Tekintsiik a kovetkez6 sztochasztikus Volterra-tipust integro-diffe-
rencidlegyenletet absztrakt It6-alakban irva:

dX + </t b(t — s)AX(s) d5> dt = f(X(t))dt +dW, te (0,T];
0

X(O) = X07

(25)
ahol A, f és W ugyanazt jelli, mint a 3.2. alfejezetben. Ha (S(t)):e(0,7)
jeloli a (15) egyenlet rezolvenscsaladjat, akkor a (25) egyenlet tigyneve-
zett enyhe megolddsa egy olyan (X (t))¢cjo, 1), H-értéki, elérejelezhetd
folyamat, amely minden ¢ € [0,T] esetén 1 valdésziniiséggel kielégiti a
a (23) egyenletet, ahol persze azt is megkoveteljiik, hogy a jobb oldalon
szerepl6 tagok joldefinidltak legyenek. A (25) egyenlet megolddsianak
kozelitését a linearis esetben alkalmazott algoritmusnak a szemilinedris
esetre adaptalt, aldbbi valtozataval végezziik el a 2.4. alfejezet jeloléseit
hasznélva:

n
X7 s — X;;—Alt + At (Z Wk AhX,’f,At>
k=1

tn
= AP, f(X)1) +/ P,dW(t), n=1,...,N,
tn—1
X} = Puao.

(26)
Ugyanigy, mint a 2.4. alfejezetben, feltételezziik, hogy érvényes a (18)
becslés. A 3.2. alfejezetben bevezetett funkciondlosztilyt tekintve a
gyenge konvergencia rendjére a kivetkezo becslés adhaté.

3.3. Tétel (Theorem 2.3.7 a dolgozatban a (25) egyenletre alkalmaz-
va). Tegyiik fel, hogy a b memdriafigguény teljesiti a 2.4. és a 2.6.
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Feltételeket. Legyen (X (t))icjo,r) @ (25) egyenlet enyhe megolddsa, és
legyen (Xf?,At)nZO,m,N a (26) egyenlettel definidlt kizelités. Legyen
Xh,At(t) = X}?,At’ hat € [tn,tn+1), n=20,...,N—1, és Xh,At(t) =
X}]L\fm, ha t € [tn,T], ahol At € (0,1), t, = nAt, n =0,...,N, és
tn < T <ty + At. Tegyiik fel, hogy zo determinisztikus, o € H* és
hogy
B=1/p 1
1477 Q% |y < o0

valamely B € (0,1/p] esetén. Ha K > 1, mq,...,mg € Npy, ¢; €
G2mi(H,R), vi € My, i=1,...,K, ®(2) = [[IX, ¢i(fy Z(t)dviy) és
v € [0,8), akkor létezik egy h-tdl és At-tdl figgetlen C > 0 dllandd,
amelyre

IE(®(Xpae) — (X)) < C (R + A7),  h At € (0,1),
teljestil.
Az er6s konvergencia rendjével kapcsolatban igaz a kovetkez6 tétel.

3.4. Tétel (Theorem 2.3.2 a dolgozatban a (25) egyenletre alkalmazva).
Tegyiik fel, hogy a b memoriafiigguény teljesiti a 2.4. és a 2.6. Feltéte-
leket. Legyen (X (t))iejo,r) @ (25) egyenlet enyhe megolddsa, és legyen
(X At)n=0,...N a (26) egyenlettel definidlt kizelités. Tegyiik fel, hogy o
determinisztikus, xo € H® és hogy

B=1/p

477 Q% s < o0

valamely B € (0,1/p] esetén. Ekkor minden v € [0,8) és p € [2,00)
esetén létezik egy h-tdl és At-tdl figgetlen C' > 0 dllandd, amelyre

max [ XF a0~ X <C(h +At7), hAte(0,1),

nef{0,..., (tn)HLP(Q;H)
teljestil.

A két tételt Osszevetve lathatjuk, hogy ebben az esetben is kétszer
akkora a gyenge konvergencia rendje, mint az erds konvergenciaé.

4. Linearis sztochasztikus parcialis differen-
cidlegyenletek additiv Lévy-zajjal

Ebben a fejezetben additiv Lévy-zajos linearis sztochasztikus diffe-
rencidlegyeletek gyenge kozelitését targyaljuk. Kiemelten foglalkozunk a

22



dc_1541_18

sztochasztikus hévezetési egyenlettel (4.3. alfejezet), a sztochasztikus
hulldmegyenlettel (4.4. alfejezet), illetve a sztochasztikus Volterra-tipust
integro-differencidlegyenletek egy osztalydval (4.5. alfejezet). A hiba-
becsléseket a 4.2. alfejezetben kimondott dltaldnos reprezentacios tétel
segitségével lehet bebizonyitani.

4.1. Néhany alapfogalom és jelolés

Eloszor bevezetjiik a Hilbert-tér értékli Lévy-folyamat fogalmat. A
téma egy teljeskorii targyaldsa példaul az [56] monogréafidban taldlhat6
meg. Legyen U egy valos és szepardbilis Hilbert-tér és (Q, F, (Fi)¢>0, P)
egy sztochasztikus alaptér, amely megfelel a szokdsos feltételeknek.
Az L = (L(t))i>0 sztochasztikus folyamatot egy U;-értékii Lévy-folya~
matnak nevezziik, ha L = (L(t))i>0 egy Ur értékil (F;)i>o-adaptélt
sztochasztikus folyamat, amelyre igaz, hogy minden ¢,h > 0, esetén
L(t+ h) — L(t) fuggetlen Fi-t6l. A tovabbiakban L-nek mindig egy szto-
chasztikusan ekvivalens cadlag médositasat tekintjiik. Feltessziik, hogy
L nulla varhaté értékii és négyzetesen integralhaté, azaz hogy EL(t) =0
és E||L(t)||7, < oo. Ezenkiviil, mivel a Wiener-folyamatokat mar tér-
gyaltuk, feltételezziik azt is, hogy L-nek nincs Wiener-komponense.
Jelolje v az L Lévy-folyamat ugrdsainak intenzitasanak eloszldsat. A
feltételeinkbdl az kovetkezik, hogy

[ ol viay) < o,
Uy

és hogy az L folyamat karakterisztikus fiiggvénye ¢ > 0 és = € U; esetén
az

Eei(@L®M)vr — exp{ — t/

(1 o ei(ﬁ,l/)Ul + Z<x’y>Ul)y(dy)}
Ui

alakban irhat6 fel. Jelolje @1 € L£1(U;) az L folyamat kovariancia
operatorat. A Q1 operatorra teljesiil, hogy

<Q1x7y>U1 :/U <.’E7Z>U1 <y7Z>U1V(dZ)a z,Yy S U17

lasd [56, Theorem 4.47]. Jelolje
(Uo, (- Jwe) = (@100, (@7, @7 )

az L folyamat Cameron—Martin-terét, ahol Qfl/ 2 a Q}/ 2 operator
pszeudoinverzét jeldli, ha 1 nem injektiv. Legyen tovabba U egy olyan
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Hilbert-tér, amelyre igaz, hogy
UycUcCU,

ahol a tartalmazasok folytonos beigyazast is jelentenek. Jelolje Jy €
L(Uy,U) az Uy Hilbert-tér U-ba val6 bedgyazasi operatorat és legyen

Q= JoJi € L(U).

Douglas tétele (lasd példdul [56, Appendix A.4] vagy [59, Corollary
C.0.6]) segitségével belathatd, hogy az L folyamat Uy Cameron—Martin-
tere eléallithatd az

(U07 < Tyt >U0) - (Q1/2(U)a <Q71/2 * Qil/z ’ >U)

alakban is. Megjegyezziik, hogy ellentétben az eléz6ekben targyalt
Wiener-folyamatokkal, Lévy-folyamatok esetén a @1 illetve a @) opera-
torok nem hatdrozzék meg egyértelmiien a folyamat eloszlasat. Ennek
ellenére ezek az operatorok fontos szerepet jatszanak az analizis soran.
Végiil sziikség lesz a sztochasztikus [t6-integral egy egyszertsitett
valtozatara determinisztikus integrandus esetén. Mivel feltettiik, hogy
L négyzetesen integralhaté, igy az integrandusok osztilya és az It6-
izometria alakja megegyezik a Wiener-folyamatoknal targyaltakkal. Le-
gyen F: [0,00) = Lo(Uy, H) mérhetd fiiggvény, amely négyzetesen
integralhato, ahol H egy valds, szeparabilis Hilbert-tér, azaz

t
/0 12, 0., d5 < 0.

Ekkor az fo s)dL(s) egy joldefinialt valészinliségi valtozd, amelyre
igaz az ugynevezett Ito-izometria aldbbi alakja:

| [ FOao, 0= [ 6 b

Ennek az izometrianak az a kovetkezménye, hogy a Wiener-zaj esetében
a linearis egyenletekkel kapcsolatban ismert erds hibabecslések egy az
egyben atvihetdk az ebben a fejezetben targyalt egyenletekre is, igy a
tovabbiakban csak a gyenge hiba rendjével foglalkozunk.

2. A gyenge hiba egy altalanos kifejtése

Ebben az alfejezetben bemutatjuk azt az altalanos tételt, amely-
nek segitségével a dolgozat harmadik fejezetében vizsgalt egyenletti-
pusok esetén a numerikus megoldas gyenge konvergencidjanak rendjét
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tudjuk meghatdrozni. A Wiener-zajos lineiris egyenletekhez hason-
l6an jelent6sége abban rejlik, hogy alkalmazhaté mind parabolikus,
mind pedig hiperbolikus egyenletekre, de még Volterra-tipusu integro-
differencidlegyenletek esetén is, akar szemi-, akar teljes diszkretizaciot
tekintve. Ehhez a kovetkezd feltételezésekkel éliink (részben dsszefoglalva
az el6bb targyaltakat).

4.1. Feltétel. A kovetkezd feltételek teljestilését koveteljiik meg:

(i) H, U és Uy valds, szepardbilis-Hilbert terek;

(ii) L = (L(t))t>0 egy Up-értéki, nulla varhaté értéki, négyzetesen
integralhaté, Wiener-komponenssel nem rendelkez6 Lévy-folyamat
az (Q, F, (Ft)i>0, P) sztochasztikus alaptéren Uy Cameron—Martin-
térrel, amelyre igaz, hogy Uy C U C Uy, ahol a tartalmazas
folytonos bedgyazast is feltételez;

(111) XO € LZ(QMFO’]P); H)a

(iv) B e L(U, H) és (E(t))tecjo,r) C L(H) egy erdsen folytonos opera-
torcsalad, amelyre teljesiil, hogy

T
A IE®BIIZ, 0, mdt < o3

(v) minden & > 0 esetén létezik egy olyan ®. € Ly(Uy, H) és egy
C. > 0 allando, amelyekre teljesiil, hogy

IE@)Bz|g < |®z|m, (t )€ [e,T] x Uo;

(vi) (E(t))te[o,T} C L(H) egy olyan operétorcsaldd, amelyre teljesiil,
hogy a t — E(t)B, mint [0,T] — L2(Uy, H) leképezés, mérhetd és

T
/0 IE()BI2, (0 st < o0

Legyen Y és Y a kovetkez8 médon definilva:
t
Y(t) = E(T)Xo +/ E(T —s)BdL(s), tel0,T],
0

valamint

Y(t) == E(T)X, + t E(T —s)BdL(s), te[0,T),
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ahol T' > 0 és (E(t))iefo,r), valamint (E(t))te[O,T] a H Hilbert-tér
korladtos operatoraibdl &ll6 operatorcsaladok. Tekintsiik a kovetkezd
kiilénbséget:

(1) = E (G(Y(1) - GY(1))). (27)

ahol G : H — R egy adott funkcional. Legyen
t
27,9 =¢+ [ BT -9BLEe). telnT)

ahol 7 € [0,T) és & egy H-érték(l, F.-mérhet6 valdszinliségi valtozo.
Legyen u : [0,T] x H — R a kévetkez6 mdédon definidlva:

u(t,z) :=EG(Z(T,t,z)), (t,x)€[0,T]x H,
ahol G : H — R egy adott funkcional.

4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 4.1. Feltétel teljesil, és legyen G : H —
R egy olyan funkciondl, amelyre igaz, hogy G € C*(H,R) és G" €
Cy(H,L(H)). Ekkor

.

— (ua(t, Y (1)), (E(T — t)B — E(T — t)B)y)H‘ y(dy)dt < oo,

u(t,Y (t) + E(T — t)By) — u(t,Y (t) + E(T — t)By)

és a (27) egyenlettel definidlt e(T) gyenge hiba felirhaté az
e(T) = E{u(0, E(T)Xo) — u(0, E(T)Xo) }
T ~ ~ ~
+ E/ / {u(t, Y (t) + E(T — t)By) — u(t, Y (t) + E(T — t)By)
o Juy

— (ug(t, Y (8)), (B(T — t)B — B(T — t)B)y>H} v(dy) dt
(28)
alakban.

Ha osszehasonlitjuk a gyenge hiba Wiener-zaj esetén belatott (6)
egyenlet szerinti altaldnos kifejtését és a Lévy-zaj esetén belatott (28)
egyenlet szerinti altalanos kifejtését, akkor lathatjuk, hogy ezek jelentd-
sen kiilonboznek.

Az aldbbiakban kimondott allitasokat a 4.2. Tétel segitségével lathat-
juk be. Megjegyezziik, hogy mind a sztochasztikus hévezetési egyenlet,
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mind a sztochasztikus hulldimegyenlet megfeleléen megvalasztott alla-
pottér, valamint A és B operatorok segitségével felirhaté a kovetkez6
absztrakt [to-alakban:

AX(t) + AX(t)dt = BAL(t), t>0; X(0)=X,.  (29)

A (29) egyenlet gyenge megolddsa a Wiener-zaj esetén bevezetett gyen-
ge megoldas fogalméval analég moédon definidlhaté, mint egy olyan
(X (t))teo, 1), H-értéki, elérejelezhetd folyamat, amelynek trajektériai 1
val6szintiséggel Bochner-integralhatéak a [0, T intervallumon, valamint
minden t € [0,T] és n € D(A*) esetén az

t

X(t)m) + / (X(s), A*n) ds = (Xo,17) + / (n, BdL(s))

egyenlet 1 valdsziniiséggel teljesiil. A gyenge megoldés az
t
X(t)=E({t)Xo+ / E(t —s)BdL(s)
0

formuldval adhaté meg, ahol (E(¢));>0 a —A operédtor altal generalt ope-
ratorfélcsoport, amennyiben persze a sztochasztikus integral joldefinialt,
és ha X-rdl feltessziik, hogy Fy-mérheto.

4.3. A sztochasztikus hévezetési egyenlet

Legyen D C R? egy korlitos és konvex tartomany és legyen A :=
—A=— Z;l:l o2/ 85]2- a Laplace-operator az L?(D) fiiggvénytéren homo-
gén Dirichlet-féle peremfeltétellel, azaz a D(A) := {v € H}(D): Au €
L*(D)} = H? értelmezési tartoméannyal. Ekkor a

H:=U:=L*D), (A D(A)):=(AD(A), B:=idrp,

valasztéssal a (29) absztrakt Ito-féle sztochasztikus differencialegyenlet
a sztochasztikus hévezetési egyenletet irja le.

Az eddigieknek megfeleléen tekintsiik a HE (D ) figgvénytér egy
(Vi)nso C HY(D) véges dimenziés altércsaladjat és legyenek a P :
H — V, és R, : H' — V, operatorok a H, illetve a H' skaldr-
szorzatainak megfelel6 merdleges vetitések. A diszkrét Ay : V,, — Vj,
Laplace-operatort a (19) egyenlettel definidljuk. Az R}, Ritz-projekciérdl
feltételezziik, hogy kielégiti a (18) hibabecslést.

A sztochasztikus hévezetési egyenlet id6beli diszkretizdcidjét a [0, T
id6intervallumon az implicit Euler-médszer segitségével adjuk meg
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At = T/N lépéskozzel, ahol N € N. Legyenek az idébeli diszkreti-
zéci6 racspontjai t, = nAt, n=0,...,N. A sztochasztikus hévezetési
egyenlet megolddsianak (X}?,At)nzl,m,N kozelitését a
Xit e = Xpay + AtARXG Ay = Pu(L(tn) — L(tn-1)), n=1,...
X} A = PrXo

algoritmus szerint végezziik el.
4.3. Tétel. Legyen Xo € L?(Q, Fo,P; H), és tegyiik fel, hogy
HA(B—l)/ZQl/ZHHS < 00

valamely B € (0,1] esetén. Legyen (X (t))ieo,m) a (29) sztochasztikus
hévezetési egyenlet gyenge megolddsa, valamint legyen (X;Z,At)n=07.--,N
a (30) algoritmus dltal definidlt kozelités. Ha g : H — R egy olyan
funkciondl, amelyre g € C*(H,R) és g" € Cy(H,L(H)) teljesiilnek,
akkor létezik eqy h-tdl és At-tdl fiiggetlen C > 0 dllando, amelyre igaz,
hogy

[E(9(Xila) — (X ()] < C(h* + At%)]log(h? + At)),
amennyiben h? + At < 1/e.

4.4. A sztochasztikus hullamegyenlet

Legyen D C R egy korlatos és konvex tartomany. A 2.3. alfejezet
jeloléseit hasznalva legyen

H=H"=H°xH'=1*D)x H YD), U:=H"=L*D),

valamint legyenek A : D(A) C H — H és B € L(U,H) a (9) egyen-
letben definialt operdtorok. Ezekkel a valasztasokkal a (29) absztrakt
1to-féle sztochasztikus differencialegyenlet a sztochasztikus hullaimegyen-
let elsérendii rendszerként felirt alakjat adja meg, ahol a megoldasi
vektor (X (t))is0 = ([X1(t), Xo(t)] " )ez0- A sztochasztikus hullimegyen-
let megoldasanak (X,’; At)n=0,..,.N kozelitését, megint a 2.3. alfejezet
jeloléseit hasznélva, a

Xitae = Bnae(Xp 2y + PaB(L(ty) — L(tn 1)), n=1,...,N;
X}?,At = PhXOa
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algoritmus szerint végezziik el. A (11) egyenlettel definidlt Ritz-projekci-
orol itt is azt feltételezziik, hogy kielégiti a (12) hibabecslést. A gyenge
konvergencia rendjére nézve igaz a kovetkez6 eredmény.

4.4. Tétel. Legyen Xy € L2(2, Fo,P; H28) valamely B > 0 esetén, és
legyen g HO — R egy olyan funkciondl, amelyre g € C?*(H°,R) és
g" € Cy(HY, L(HY)) teljesiilnek. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd feltételek
kézil legaldbb az egyik teljesiil:

. _ ) 8 s
(1) HA(ﬁ 1)/2Q1/2||HS < 00 és Sup, o A% g (2)A—% ”/;(HO) < 00,

(i) limm—eo [y, A2 oyl 0 |AP 2 prny|| o v(dy) < 00, ahol pp, a
HO térnek a A operdtor elsé N ortonormdlt sajdtvektora dltal
kifeszitett span{1, ..., om} altérre vald merdleges vetitését jeloli.

Legyen (Xi?,At)n:07~-7N a (31) algoritmus dltal definidlt kiozelités, ahol
T = NAt. Ekkor létezik egy h-tol és At-tdl fiiggetlen C > 0 dllandd,
amelyre h, At € (0,1) esetén

|]E(9(XFZXAt,1) - g(X1(T)))| < C’(hmin@ﬁﬁ,r) + Atmin(zﬁﬁvl))
teljestil.

4.5. Sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differen-
cialegyenletek

Az eddigiekhez hasonléan legyen D C R egy korldtos és konvex
tartomény, és legyen A := —A = — Z?:l 02/ 6‘592. a Laplace-operator a
H := L*(D) fiiggvénytéren homogén Dirichlet-féle peremfeltétellel, azaz
a D(A) :={v € HY(D): Au € L*(D)} = H? értelmezési tartoménnyal.
Tekintsiik a kovetkezd, absztrakt Ité-alakban megadott sztochasztikus
Volterra-tipust integro-differencidlegyenletet:

dX(t) + (/Ot b(t — s)AX(s) ds) dt = dL(t), t € (0,71, (32)

az X(0) = Xog € H kezdeti feltétel mellett. A (32) egyenlet gyenge
megoldasa a Wiener-zaj esetén bevezetett gyenge megoldas fogalméval
analég modon definidlhaté, mint egy olyan (X(t))icjo,r), H-értékii,
elérejelezhetd folyamat, amelynek trajektoriai 1 valosziniiséggel Bochner-
integralhatéak a [0,T] intervallumon, valamint minden ¢ € [0,7] és
n € D(A*) esetén az

(X (1)) + / / “br— 5) (X (s), A%n) dsdr = {Xo,n) + / (. dL(s))

0
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egyenlet 1 valésziniiséggel teljesiil. A gyenge megoldas az
t
X(t)=5St)Xo +/ S(t—s)dL(s)
0

formuldval adhaté meg, ahol (S(t)):>0 a (15) egyenlet rezolvenscsaladja,
amennyiben persze a sztochasztikus integrél jéldefinilt, és ha Xg-rol
feltessziik, hogy Fo-mérhet6. A Wiener-zaj esetén a 2.4. alfejezetben
bevezetett algoritmust kdvetve és ugyanazt a jelolést haszndlva, tekintsiik
a (32) egyenlet megoldasanak (X' o;)n=0,....n kozelitését a kévetkezd
iteracié szerint: 7
n
Xi as—Xp A+ AL (Z Wn—k AhX,’jAt) = Py(L(ty)—L(ty_1)), n > 1,
k=1

(33)
ahol X,?,At = P, X, és ahol az (wy)g>0 stlyok a (21) kifejtésbél szdmol-
hatdak.

4.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy a b memdriafogguény teljesiti a 2.4. és
a 2.6. Feltételeket. Legyen T > 0, legyen (X (t))icio,r] @ (32) egyen-
let gyenge megolddsa, és legyen (X}’ a;)n=0,...n a (33) algoritmussal
definidlva, ahol T = NAt. Legyen g : H — R egy olyan fiigguény,
amelyre g € C*(H,R) és g" € Co(H,L(H)) teljesiilnek, és legyen
Xo € L2(Q, Fo, P H). Ekkor, ha

|AC=22Q 2 s < oo

valamely 0 < 8 < 1/p esetén, akkor létezik egy h-t6l és At-tdl figgetlen
C > 0 dllandd, amelyre h*/? + At < 1/e esetén igaz, hogy

|E (9(Xi¥ae) — 9(X(T))) | < Cln (hZ/iN) (At 4 p28).
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