Kovacs Mihaly:
A Galjorkin-féle végeselem-modszer gyenge konvergenciaja
sztochasztikus parcialis differencialegyenletek kozelitésekor

(Weak convergence of Galerkin finite element approximations
of stochastic evolution equations with additive noise)

cimi doktori munkdjanak birdlata

Kovécs Mihdly doktori munkdja egy 111 oldalbdl 4116 angol nyelvii értekezésbdl, valamint egy
36 oldalbdl 4ll6 magyar nyelvi tézisfiizetbdl all. Az angol nyelvi értekezés 1 bevezetésre €s 3
fejezetre van tagolva, és el van latva tartalomjegyzékkel és irodalomjegyzékkel. A magyar nyelvii
tézisfiizet 4 fejezetet, valamint hivatkozasokat tartalmaz.

A mi, mely a szerzé tudomanyos munkassaganak egy jellemz0 részEét mutatja be, a szerzd 10
cikkére tdmaszkodik, de a szerzOnek megjelent még tovabbi 16 cikke, melyek szintén szorosan
kapcsolddnak a disszertacié témdjahoz. Dicséretreméltd, hogy egységesitette a terminoldgidt, a
jelolésrendszert €s a targyaldsi médot. A disszertacid tartalmazza a téma motivacidit, helyét a
matematikai kutatdsokban, az eredmények el6zményeit, €s az eredmények részletes bizonyitasait.

A disszertacié eredményeit ugy lehet tomoren megfogalmazni, hogy bizonyos tipusd szto-
chasztikus parcidlis differencidlegyenletek megolddsainak bizonyos tipusu kozelitéseinek gyenge
illetve erGs hibdjara ad becsléseket. A szerzonek a disszertdcidban prezentédlt eredményei inkdbb
a numerikus matematika targykorébe sorolhatéak, mert a sztochasztikabdl sziikséges eredmények
(gondolok itt a vizsgalt egyenletek megoldhatdsdgara, az Ito-formula megfeleld dltalanositdsaira,
a Malliavin-kalkulusbdl szarmaztathaté becslésekre €s mds hasonlé eszkozokre) tobbnyire mar
készen élltak a felhaszndlasra. Az egyenletekben additiv Wiener- illetve Lévy-zaj szerepel, ezért
a megoldasok 4ltalaban explicit médon elddllithatéak a konstans varidlds modszerével. A Lévy-
folyamat esetén négyzetes integralhatosdgot tételez fel, ami szintén konnyiti a helyzetet. A meg-
felel6 numerikus médszerek kidolgozasdhoz és a hibabecslések levezetéséhez viszont magas szin-
tl és széles kort ismeretekre volt sziikség a determinisztikus parcidlis differencidlegyenletek nu-
merikus médszereibdl €s a funkciondlanalizisbdl is.

Az értekezés bevezetGje elég jol Osszefoglalja az el6zményeket, motivicidkat, a haszndlt esz-
kozoket és modszereket, valamint tomoren megfogalmazza az eredményeket. A motivacidkkal
kapcsolatban felsorol 3 alaposan megirt monografidt. Da Prato és Zabczyk 1992-es, Peszat és
Zabczyk 2007-es, valamint Prévot és Rockner 2007-es monografidi valéban tartalmaznak sok gon-
dolatébresztd természettudomanyi példat és alkalmazasi teriiletet (elsdsorban fizikabol, kémiabdl
és bioldgiabdl), amik alapjdn megdallapithat6 a téma jelent6sége. Valéban az is jo rekldmja a té-
makornek, hogy Martin Hairer 2014-ben Fields-medalt kapott a teriileten elért eredményeiért.

Az elsd fejezetben a szerzd linedris sztochasztikus parcidlis differencidlegyenleteket vizsgal
additiv Wiener-zajjal. ElSszor a sztochasztikus hulldmegyenlet esetén tekint térbeli végeselemes
szemidiszkretizaciot, majd egy teljes térbeli és id6beli diszkretizaciot, és ad hibabecslést a gyenge
konvergencia sebességére funkciondlok egy nagy csalddja esetén. Ez a sebességbecslés kétszerese
az erOs hibdra adott sebességbecslésnek. Ez a jelenség a disszertdcidoban késébb tobb mas modell-
ben is el6fordul. Ezutdn bizonyos sztochasztikus parabolikus parcidlis differencidlegyenletekre
vezet le hasonl6 becsléseket. Végiil sztochasztikus Volterra-tipusu integro-differencidlegyenleteket



vizsgdl. Mindharom egyenlettipus esetén haszndlhaté a gyenge hibanak egy el6allitdsa, mely az
[t6-formula és a folyamathoz tartoz6 Kolmogorov backward egyenlet segitségével vezethetd le.
Meg kell jegyezni, hogy a harmadik egyenlettipus esetén ez nem alkalmazhat6 kozvetleniil, mert
a megoldds nem Markov-folyamat, viszont a szerzének minden 7" € (0, 00) idSponthoz sikeriilt
taldlnia olyan Markov-folyamatot, melynek eloszldsa a 7' id6pontban megegyezik a megoldas T
id6pontbeli eloszlasaval.

A maésodik fejezetben a szerz6 szemilinedris sztochasztikus hévezetési egyenleteket és szemi-
linearis Volterra-tipusu integro-differencidlegyenleteket vizsgal additiv Wiener-zajjal. Itt sikeriilt
funkciondlok egy lényegesen nagyobb csalddjdra becslést adni a kozelités gyenge hibdjara. Ez
a csaldd olyan funkciondlokat tartalmaz, melyek nem csak a megoldas és a kozelités valamely
T € (0,00) idGpontbeli értékétsl fiiggnek, hanem a megoldas és a kozelités [0, 7] idGinterval-
lumbeli trajektoridjatol is.

A harmadik fejezetben a szerz§ linedris sztochasztikus parcidlis differencidlegyenleteket vizs-
gdal additiv, Wiener-komponens nélkiili, de négyzetesen integralhaté Lévy-zajjal, mégpedig szto-
chasztikus hdvezetési egyenleteket, sztochasztikus hullimegyenleteket és sztochasztikus Volterra-
tipusu integro-differencidlegyenleteket. Itt is haszndlhat6 a gyenge hibanak egy eldéllitdsa, mely
az [t6-formula és a folyamathoz tartoz6 Kolmogorov backward egyenlet segitségével vezethet? le,
de itt nem a kozonséges Itd-formuldra van sziikség, hanem annak a Lévy-folyamatok szerinti inte-
gralokra torténd altaldnositdsdra, és nem a kozonséges Kolmogorov backward egyenletre van sziik-
ség, mert a folyamat nem diffizids folyamat. Az [to-formulédnak azt az alakjit hasznédlja a szerzd,
mely a Lévy-folyamatok Poisson véletlen mértékek szerinti integraleldéllitdsan alapul, ezért ar-
ol is meg kellett gy6z6dnie, hogy a Lévy-folyamatok szerinti integrdlok elddllithaték Poisson
véletlen mértékek szerinti integralként is. A szerzdnek ezt elegendd volt négyzetesen integralhatd
integrandusokra ellendrizni.

Mindezek alapjdn megéllapithatd, hogy a doktori miiben bizonyitott eredmények mélyek, bo-
nyolult technikét és otletességet igényeltek, jelentések, fontosak, rdadasul alkalmazhat6ak és hasz-
nosak is.

A doktori mii tanulmanyozasa soran felmeriilt kérdéseim és megjegyzéseim, melyek nem érin-
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tik a md értékeit, a kovetkezok:

1. Mindegyik egyenlet mindegyik kozelitésével kapcsolatban felmeriil az a kérdés, hogy vajon
lehet-e esetleg also becslést is adni a gyenge, illetve erds hibdara? Optimdlisak-e a kapott
hibabecslések?

2. A véletlen véltozo6t, amire a varhaté érték vonatkozik, tandcsosnak tartom zardjelbe tenni
(hiszen ez egy fiiggvény), hogy vildgos legyen, hogy mire vonatkozik a varhat6 érték; persze
tisztdban vagyok azzal, hogy igen sok konyyv, illetve cikk nem koveti ezt a konvenciot.

9 jlletve helyett jobbnak tartom a 0; illetve 0%
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jeloléseket, mert az eldbbi esetében az olvasonak tudnia kell, hogy az illetd fiiggvény val-

3. A parcidlis derivéltak jelolésére

tozo6it £;-k jelolik, és nem mondjuk =z, y, vagy esetleg w, v, vagy akdrmi mds; persze
tisztdban vagyok azzal, hogy igen sok konyyv, illetve cikk haszndlja az els6 jelolésmaodot.

4. 2. oldal, Theorem 1.1.1: Q% nyilvédn az egyértelmiien 1étez6 6nadjungalt pozitiv szemide-
finit négyzetgyokot jeloli; ezt esetleg meg lehetett volna emliteni.
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4. oldal, 4. sor: a Q~! pszeudoinverz nyilvidn megint dnadjungalt és pozitiv szemidefinit;
ezt esetleg meg lehetett volna emliteni.

4. oldal: egy kicsit félrevezetd, hogy cilindrikus ()-Wiener folyamat esetén is azt a kifejezést
hasznélja a szerzd, hogy "(Q)-Wiener process in U", holott Tr(()) = oo esetén a folyamat
nem U-beli értékd.

. 5. oldal, (1.1.13)-ban fOT helyett fot kellene.

8. oldal, a bizonyitds elsé mondatdban: "double expectation" helyett talin szokdsosabb a
"tower rule", a "law of iterated expectations", vagy akar a "law of total expectation" is.

9. oldal, 1.3.1 alfejezet: sajnos megegyezik a folyamat jelolése és a Hilbert-tér jelolése, ahol
a folyamat az értékeit felveszi; mindketté U.

9. oldal: a H* simasagi tér definicijaban ||v| ;. helyett |[v] 5 kellene.

11. oldal: Sztochasztikus parcialis differencidlegyenletek esetében a gyenge megoldds alatt
sajnos egészen mast értenek mint a sztochasztikus kozonséges differencidlegyenletek eseté-
ben; erre a kiilonbségre taldn érdemes lenne felhivni a figyelmet!

15. oldal, 1.3.2 alfejezet: miért nem az (1.3.5) képletben adott explicit formulat és az (1.3.7)
megoldast hasznélja a szerz6 az (1.3.6) kozelitése helyett?

15. oldal, 1.3.2 alfejezet: az olvasonak figyelnie kell, hogy melyik felséindex nem fels6in-
dex, hanem hatvanyozds; ezért taldn szerencsésebb lenne zardjelbe tenni azokat a felsdin-
dexeket, melyek nem hatvanyozast jelolnek.

16. oldal: taldn vildgosabb lenne At? helyett (At)P.

20. oldal, Theorem 1.3.13: A tétel elolvasdsakor nem viladgos, hogy r és p micsoda; persze
az el6z0 négy és fél oldalbdl kideriil.

20. oldal, Theorem 1.3.13: Lehet-e levezetni becsléstaz X folyamat masodik koordinétdjara
1s?

21. oldal, (1.4.1): A D(A) definici6jaban mit jelol % ?
58. oldal: "Lips-chitz" hibds elvalasztas.

74. oldal, 3.1.1: A Lévy-folyamat definicigjabdl kimaradt, hogy stacionarius novekményi-
nek kell lennie.

74. oldal, 3.1.1: Sajnos a négyzetes integralhatosag erOs feltétel; igy példaul a stabilis
folyamatokat kizarja a szerzd.

76. oldal, Remark 3.1.3 mdsodik része: Itt is kimaradt az, hogy az L; folyamatnak sta-
cionarius novekménytinek kell lennie.

76. oldal, Remark 3.1.3 masodik része: Szerintem ehhez az irdnyhoz nem elég az, hogy az
Ly, k € N folyamatok korreldlatlanok, hanem kell a fiiggetlenségiik is!



23. 76. oldal: "Laplace tranform" helyett "Laplace transform" kellene.

Osszefoglalva: a doktori munka témdja id6szer(i, érdekes és fontos teriilete a sztochasztikus
parcidlis differencidlegyenleteknek, a pilydzo rendelkezik a téma kutatdsdhoz elengedhetetleniil
sziikséges, igen széles korli ismeretekkel, jol ismeri és biztos kézzel haszndlja a szakirodalmat.
A doktori miiben szerencsésen 6tvozddnek a sztochasztika, a parcidlis differencidlegyenletek és a
numerikus matematika kérdései.

Az eddigiek alapjan megallapithat6, hogy Kovacs Mihaly doktori munkdja minden tekintetben
kielégiti az akadémiai doktori miivel kapcsolatos elvardsokat. Kovacs Mihaly doktori munkdjdnak
minden sajat eredményként feltiintetett tézisét 4j tudomdnyos eredményként fogadom el. A doktori
munkat nyilvdnos vitdra messzemenden alkalmasnak taldlom.

Szeged, 2019 majus 7. Pap Gyula



