Valaszok Pap Gyula, az MTA doktora altal feltett kérdésekre

Mindenekel6tt ezuiton is koszonéom Pap Gyula, az MTA doktora opponensi
munkajat és véleményét. A valaszt nem igénylo megjegyzéseket koszonom, a
tovabbi munkam soran természetesen figyelembe fogom 6ket venni. A feltett
kérdésekre az alabbi valaszokat adom.

Kérdés: Mindegyik egyenlet mindegyik kozelitésével kapcsolatban felmeril az a
kérdés, hogy vajon lehet-e esetleg also becslést is adni a gyenge, illetve erds
hibdra? Optimalisak-e a kapott hibabecslések?

A gyenge, illetve erés hibara adott alsé becslés jelenleg is aktivan kutatott
teriilet. Az egyenlettol és a numerikus médszertol fiiggden lehet alsé becsléseket
adni. Ezek a becslések nagyban fiiggenek attél, hogy a determinisztikus hibara
van-e alsd becslés. Ezt illusztralando, tekintsiik példaul a

dX(t) + AX(t)dt = dW(t); X(0)=0,

egyenletet, ahol H = Ly(D), A = —A homogén Dirichlet-peremfeltételek
mellett és W konvariancia-operatora az identitas operator () = I. Ennek az
egyenletnek a végeselem-modszerrel adott kozelitése, a dolgozatban bevezetett
jeloléseket hasznalva a

dXh<t) -+ AhXh(t) dt = Pde(t), Xh(O) = 0,
alakban irhaté fel. Ekkor az erds hiba négyzetére a kovetkezd azonossag
adodik: o
EIX () = Xu®)2 = 3 [ (e = e Pe ds
k=1

ahol {e;} a H egy ortonormalt bazisa. Amennyiben van alsé becslés a
t
[ e = e p)al as
0

determinisztikus hibara, igy alsé becslést kapunk az erds hibara is. Ezeket
az als6 becsléseket, spektralis Galjorkin-moédszer esetén konnyen megkap-
hatjuk, de a végeselem-modszert alkalmazva ezeket nem nagyon vizsgaltak
sem a determinisztikus sem a sztochasztikus esetben. A gyenge hiba esetén
a stratégia altaldban az, hogy specidlis funkcionalokat tekintiink, mint a



é(x) = ||z||?, amelyekkel explicit szdmitdsokat tudunk végezni. A fenti példan
egy kis szamolas utan

0 t Ny g
[E(X(t) — E¢(X4(1)| = |3 /0 e PMds — 3 /0 PNk g
k=1 k=1

ahol a g, illetve a A\, az A, illetve az A; operator sajatértékei és N,
a végeselem-tér dimenzidja. Ez megint csak becsiilheté alulrél, amennyi-
ben ismertek a sajatértékekre vonatkozo felsé és alsé becslések. Spektralis
Galjorkin-moédszer esetén a fenti kiillonbség egyszertien becstilheto, ellentét-
ben a végeselem-moddszerrel. Osszességében elmondhatd, hogy a végeselem
modszerrel diszkretizalt egyenletekre nincsenek az irodalomban alsé becslések.
A spektralis Galjorkin-mddszer explicitsége miatt az irodalomban taldlhato
eredmények erre, illetve az idébeli diszkretizaciora vonatkoznak és mind pa-
rabolikus egyenletekkel kapcsolatosak. A kérdéssel kapcsolatban még a [2]
cikket emliteném meg, amely 1j eredmények bizonyitasan feliil jol Osszegytijti
a témakor eddigi eredményeit. Bizonyos esetekben, numerikus kisérletek ta-
maszthatjdk ald a becslések élességét, lasd [3] a sztochasztikus hullimegyenlet
térbeli végeselem-diszkretizaciéjanak erds hibdjaval, vagy [4] a sztochasztikus
hullamegyenlet idobeli diszkretizazidjaval kapcsolatban.

Kérdés: 15. oldal, 1.3.2 alfejezet: miért nem az (1.3.5) képletben adott explicit
formuldt és az (1.3.7) megolddst haszndlja a szerzé az (1.3.6) kozelitése he-
lyett?

Val6ban igaz, hogy az (1.3.7) megoldést is lehetne kiindulasként hasznélni
és rogton felirni egy diszkrét konstansok varidlasanak modszerét, ahogy ezt
kés6bb meg is tessziik. Természetesen a hiba analizise soran is ezt az alakot
hasznéljuk. Az egyetlen ok, ami miatt az (1.3.6)-ot irtuk fel kiinduldsként,
hogy a médszer implementécidja az (1.3.17) iterdci6 alapjén torténik.

Kérdés: Lehet-e levezetni becslést az X folyamat mdsodik koordindtdjdra is?

Igen, lehet. Jelolje P2: H — H~! a mésodik koordindtéra vald vetitést, azaz
P?%r = 1z, fahol z = [zy,75]7 € H. A dolgozat jeldléseivel, a [1] cikkben
levezetett

1P2(Ef P — E(ta))| oo oy < Clt) (BEF07) 4 AgminPsta),



determinisztikus hibabecslés és a Lemma 1.3.5 alapjan kaphatjuk a

s[up] ||P2(Eh,At<t)Ph_E(t>)||L(H2ﬁ,HO) < C(T) (hmin(2ﬁ$,r) + Atmin(2ﬁ#,l))
tel0, T

hibabecslést. A Theorem 1.3.6 szerint, amennyiben ||AB*1/2Q/'\*1/2||Tr < 00
és Xo € L*(Q, Fo,PyH?) valamely 8 > 0 esetén, a V = H ', L = P?
E(t) = Epx(t), B= B, és P = P, valasztassal a

[E(9(XPar) — 9(Xa(D)))| < C(T) (Rm=CF757) 4 Apmin@P7ED)

becslés adédik minden g € C?(H~",R) esetén, amelyre ¢” € Cy(H ', L(H™1)).
Amit itt meg kell jegyezni, hogy a masodik koordinata az elsénél joval gyengébb
regularitassal rendelkezik, igy ennek megfeleléen a tekintett funkcionalok
osztalya is szlikebb. Egy kicsit tobb munkaval levezetheté lenne még a

E(9(X7a02) = 9(Xa(T)) | < C(T) (pnE0DFT0 4 Aon0b5t0)

becslés is, amennyiben 3 > 1 és g € C?(H°, R) olyan funkcionél, amelyre
g" € Cy(H°, L(H")). A § > 1 esetben ugyanis a masodik koordindta is H"-
beli, igy az egyenletet tekinthetjiik a H' x H° fazistéren is.

Kérdés: 21. oldal, (1.4.1): a D(A) definicidjaban mit jelol a % ?

A % az f figgvény, a térbeli tartomany pereme normalisdnak irdnymenti
derivaltjat jeloli.
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