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Ez a disszertéacio két £6 részbdl all. Az elss részt 6t fejezet alkotja, amelyek
egymastol fiiggetleniil is olvashatoak. Az elss fejezetben egy bevezetés utan a
gyakran hasznalt fogalmakat gytjtottiik Gssze, 1) eredményt nem tartalmaz.
A maésodik fejezet bizonyos Stein sokasdgok szimmetriait vizsgalja, az [Sz95]
cikken alapszik. A harmadik fejezetben kompakt, normélis Riemann homogén
terek adaptélt komplex strukturajat vizsgaljuk az [Sz98] cikk alapjan. A ne-
gyedik fejezetben a geodetikus dramra nézve invaridns komplex struktara (ill.
még altalanosabban involutiv struktira) problémajat tanulmanyozzuk. A feje-
zet két cikkbdl valogat. A 4.1 rész az [Sz99] cikk, mig a 4.2 rész az [Sz01] cikk
néhany eredményét tartalmazza. Az 6todik fejezetben két kapcsolodo probléméat
tekintiink. Az 5.1 részben azt vizsgéljuk, hogyan lehet altalanositani Chevalley
kiterjesztési tételéet Weyl csoport ekvivaridns leképezésekre. Ez a rész a Koranyi
Adammal kozos [KSz] cikk eredményeit tartalmazza. Az 5.2 részben hiperkih-
ler metrikak létezését vizsgaljuk (ko)érint6nyaldbokon. Ez a rész az Andrew
Dancerrel koz6s [DSz] cikken alapszik. A disszertacio teljes mésodik részét a
geometriai kvantalas egyértelmiiségi probléméja motivalja. Az itteni fejezetek
egymasra épiilnek. A 6.1 rész a Lempert Laszloval kozos [LSz12] cikken alapul.
A 6.2 rész egy bevezetst tartalmaz a geometriai kvantalasrol tovabbé egy még
nem publikalt cikk [Sz] néhany eredményét a 6.2.5 és 6.2.6 részben. A 7. és 8.
fejezet, tovabba a 9.1, 9.2 és 9.4 részek a Lempert Laszloval kozos [LSz14] cikk
f6 eredményeit gytjti egybe. A 9.3 rész a [Sz17] cikk eredményeit tartalmazza.

1. Bevezetés

Az adaptéalt struktura fogalma az, amely Gsszekoti az ebben a disszertdacioban
targyalt kiilonféle problémakat. Habar ezt a fogalmat elészor az [LSz91] cikkben
definialtuk, a vele ekvivalens ,Monge-Ampére modell” volt a Notre Dame egyete-
men irott PhD disszertaciom témaja. A PhD disszertaciom eredményei (néhany
a PhD fokozat megszerzése utén elért eredménnyel egyiitt) az [LSz91, Sz91] cik-
kekben lett publikilva, azonban ezek az eredmények az MTA doktora cimért
irott disszertaciomban is fontos szerepet jatszanak, ezért ezeket is roviden is-
mertetjiik az itt kovetkezd bevezetSben.

Legyen X™ egy n—dimenziés komplex sokasag és u : X — R egy kétszer
differenciadlhat6 pluriszubharmonikus fliggvény. u kielégiti a komplex homogén
Monge-Ampére egyenletet, ha

(00u)™ =0, (1)
vagy, 21, ..., 2, lokalis koordinatakban
det (9%u/0z;0%;) = 0.

Amikor n = 1, a fenti egyenletek a Au = 0 Laplace egyenletre redukalodnak.
A Monge-Ampére egyenlet a Laplace egyenlet legtermészetesebb altalanositasa
magasabb dimenziés komplex sokasdgokra. Az egyenlet el6szér Bremermann
egy cikkében [Br]| bukkant fel. Bedford attekint§ cikke [Bed] foglalja Gssze a
Monge-Ampére egyenletrsl azota irddott szerteadgazo munkikat.

Mi a kovetkezs kérdéssel szeretnénk foglalkozni. Az (1) egyenlet egy u megol-
désa, méginkabb maga X mennyire van meghatéirozva, ha u-ra bizonyos globalis
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feltevéseket tesziink? Olyan w pluriszubharmonikus megoldasait tekintjiik (1)-
nek, amely végtelenhez tart, amint z € X divergdl X —ben, pontosabban hogy
minden ¢ € R—re

{ze X :u(z) <c} kompakt. (2)

Ebben az esetben u—t az X egy kimeritéfiiggvényének hivjuk. Kicsit altalano-
sabban korlatos kimerit6fiiggvényeket is fogunk tekinteni, azaz amikor (2) csak
c < supu < oo—re van megkovetelve. Ilyen altalanossdgban til sok megoldéas
létezik. Ha pl X =Y x Z ahol Y kompakt és Z Stein, és v tetsz6leges sima plu-
riszubharmonikus fiiggvény Z—n, akkor u(y, z) = v(z) megoldas lesz. Az ehhez
hasonld példéakat elkeriilendd, feltessziik, hogy X maga Stein sokaség.

Stein sokasigok a C™—beli holomorfiatartomanyok altaldnositasai. Rajtuk
béségesen talalhatéoak nemkonstans holomorf fiiggvények, ezért a fliggvénytan
természetes objektumai. Stein sokasdgok pontosan azok a komplex sokasagok,
amelyek bedgyazhatoak valamely CN —be zart komplex részsokasagként. Grau-
ert egy tétele szerint X Stein akkor és csak akkor, ha létezik egy 7: X — [0, 00)
szigortian pluriszubharmonikus kimerit6fliggvény. Egy rogzitett Stein sokasagon
rengeteg ilyen kimeritSfiiggvény van. Természetes modon meriil fel a kérdés,
hogy van-e valamilyen értelemben kanonikus ezek kozott? Esetleg ennek segit-
ségével egy adott X jellemezhetG is az Osszes Stein sokasag kozott. Az ilyenfajta
potencialis uniformizéciés tétel azért is kiilondsen érdekes lehet, mert n > 1
dimenziéban nincs konform leképezések alaptétele.

A matematikidban gyakran el6fordul, hogy egy bizonyos differencidlegyenlet

A

ban ([LSz91, Theorem 1.1]), hogy az (1) egyenletnek nem lehet mindeniitt sima
kimerit6fiiggvény megoldasa. Meg kell engedniink, hogy a megoldésnak valami
fajta szingularitasa legyen. A szingularitashalmaz (= M) Harvey és Wells [HW]
egy tétele szerint teljesen valds, tehat a valés dimenzidja legfeljebb n lehet.

Stoll volt az elsd, aki észrevette, hogy egy globalis feltétel, szingularitis egy
tipusa és a Monge-Ampére egyenlet egyértelmiien jellemezhet egy komplex soka-
sagot, rajta az u megoldassal. A [Sto] cikkében azt a szituaciot tekintette, amikor
M egy pontra redukalédik, amely esetben a természetes el6irt szingularitas egy
logaritmikus polus. Stoll belatta, hogy ebben az esetben X biholomorf C™—el,
u ekvivalens lesz log || z||?—el, 7 = expu pedig ||z]|>—el (1. még [Bu3, Wo)).

Kés6bb Patricio és Wong a masik extrém esetet tekintette, amikor a szin-
gularitasi halmaz M egy n—valés dimenzids részsokasag. Ekkor a természetes
(minimalis) szingularitas ,négyzetgydk” tipusu (cf. [PW]). Patricio és Wong azt
sejtették, hogy méar maga M mint sima sokasig egyértelmien meghatarozza
X—et és u—t (feltéve, hogy M diffeomorf egy kompakt 1-rangta szimmetrikus
térrel). A sejtést csak azon extra feltevés mellett tudtéak belatni, amikor az u
megoldéas szingularis viselkedésérdl precizebb informécio ismert. Tovabbé konst-
rualtak is olyan X és u példakat, amikor M egy kompakt 1-rangi szimmetrikus
tér, illetve egy torusz. Ezen kiviil a [PW] cikk tovabbi fontos adaléka annak a
gazdag geometrianak a leirdsa, amit az u megoldis meghataroz. Azt, hogy a
Monge-Ampére egyenlet minden megoldésahoz egy érdekes geometria rendelhe-
t6, elGszor Stoll és Burns vették észre.

Tovabbi ,négyzetgyok” szingularitasi tipusa példakat talalt Lempert [L2].
Ezekben a példdkban M egy hiperbolikus sokasag és u egy korlatos kimerits-
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fliggvény.

Az [LSz91] cikk alapvetSen a kovetkezs objektumokat vizsgalja: egy X Ste-
in sokasig, rajta egy nem korlatos u kimeritéfiiggvény, mely kielégiti az (1)
egyenletet, négyzetgyok tipusu szingularitdsa van az M sokasag mentén (az-
az u? szigortian pluriszubharmonikus) és dimg M=dimcX. u?—bél egy Kihler
metrika keletkezik X —en, amely megszoritdsa M —re egy g Riemann metrikat
ad. [LSz91]-ben belattuk, hogy M és g biholomorfizmus erejéig meghatarozza
X —et és u—t (u korlatos esetén is). Ha M egy kompakt 1-rangi szimmetrikus
tér, ez [PW] tétele. Az eredményt ugy is interpretélhatjuk, hogy X az (M, g)
Riemann sokasag kanonikus komplexifikaltja. X mint sima sokasig diffeomorf
TM-el. A TM—en igy keletkezd komplex struktira lesz a g—hez adaptalt komp-
lex struktara. [LSz91]-ben azt is belattuk, hogy az adaptalt komplex struktarak
ekvivalensek az (1) egyenlet négyzetgyok szingularitdsi megoldésaival.

Guillemin és Stenzel ([GS1, GS2]) rokon problémédkat tanulmanyoztak. Ok
Riemann sokasagok koérintényalabjan dolgoztak. Jollehet a formalis definiciéik
mésok, mint a miénk, végiil ugyanazt az X komplex sokasigot és u fiiggvényt
kapjak, mint mi [LSz91]-ben.

[LSz91]-ben azt is belatjuk, hogy ha u nemkorlatos, akkor g metszetgorbiile-
tei nemnegativak. Ebbgl adodik, hogy ha M diffeomorf egy térusszal, akkor X
és u csaknem egyértelmiien meg vannak hatarozva, nem lehetnek mésok, mint
a Patrizio és Wong altal talalt példak egyike.

Azonban Patrizio-Wong eredeti sejtése nem igaz. Létezik ([Sz91]) nem ek-
vivalens példdknak egy olyan 1-paraméteres csaladja, hogy a szingularitasi hal-
maz mindig diffeomorf a két dimenzios gémbfeliilettel. [Sz91]-ben olyan X, u
példakat is konstrualtunk (mind négyzetgyok tipusu szingularitassal), melyre u
nemkorlatos, M tetsz6leges rangi kompakt szimmetrikus tér, ill u korlatos, és
M tetsz6leges kompakt, valés-analitikus sokasag lehet.

Az adaptalt komplex struktira fogalméat a Riemann esetrél késébb kiter-
jesztették(iik) Koszul konnexiokra ([Bi, Sz04]), Finsler metrikdkra ([DK]), és
mégneses dramlasokra ([HK2]).

Azonban az is kideriilt, hogy egy Riemann sokasag (klasszikus) adaptalt
komplex struktiraja csak egyik tagja természetes Kihler strukturak egy egész
csaladjanak ([LSz12]). Ez az a csalad, ami respektalja T'M szimmetriait (a geo-
detikus aram ill fibrumonkénti szdmmal val6 szorzas generalta). Ezt a csaladot
s € C\R paraméterezi. Im s > 0 esetén pozitiv, mig Im s < 0 esetén negativ
Kéhler metrikat kapunk. Az igy kapott Kéahler strukturdk alkotjak a fibrumait
egy Y — C\R holomorf fibralasnak és a klasszikus adaptélt komplex struktura
az s = 1 feletti fibrumnak felel meg. Ezt a fibralast ki lehet terjeszteni C-folé, de
az R feletti fibrumok nem K#hler, hanem tun valés polarizaciot adnak. Ez elvezet
az adaptalt polarizacié fogalméahoz, aminek az adaptalt komplex struktura csak
egy extrém példéja.

A [FMMN1, FMMN?2]| cikkek Kahler strukturaknak egy 1-paraméteres csa-
ladjat vizsgéljak egy kompakt Lie csoport koérintényaldbjan. Ez a csalad egy
valds polarizaciova fajul, amint a paraméter — 0. A szerzdk ezt a csaladot hasz-
nélva adjék geometriai magyarazatat az un. Bargman-Segal-Hall transzformalt-
nak [Hall, Hal2]. A cikkek maguk nem emlitik expliciten az adaptalt komplex
struktarakat, de a csalad amit vizsgdlnak nem mas, mint az altalunk vizsgalt
adaptéalt polarizaciok csaladja megszoritva a képzetes tengelyre.

A disszertacioban az adaptalt Kéhler strukturak csaladja kapcsan vizsgaljuk
a geometriai kvantalas egyik alapkérdését, az egyértelmiség problémajat.
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A geometriai kvantdlas a legegyszertibb szituacioban egy M Riemann so-
kasaghoz egy L — X Hermitikus vonalnyalabot és annak (bizonyos) szelései
alkotta H Hilbert teret rendel (H az un. kvantum Hilbert tér). A Kahler kvan-
talas esetén L egy holomorf Hermitikus vonalnyalab lesz, H pedig az L holomorf
L? szeléseinek tere. Gyakran az ismert, hogy hogyan konstrualjuk meg L—et, de
a konstrukcié bizonyos valasztasokkal jar, vagyis val6jaban vonalnyalaboknak
egy egész Ly — X, csaladjaval és a nekik megfelel6 Hg Hilbert terekkel van
dolgunk, ahol s € S paraméterezi a lehetséges valasztasokat.

Az egyértelmiiség probléméja: H, — H; kanonikus (projektiv) unitér leképe-
zések megtalalasat jelenti, a kiilonb6z6 s # t € S paraméterekre. Ez a geometriai
kvantalas egy fundamentalis problémaja. Erre a problémara kiilonb6z6 megol-
dasok ismertek. Az elsG a Stone-von Neumann tétel [St1, Nel] joval a geometriai
kvantalas feltalalasa el6ttrsl szarmazik. Minden olyan szituiciéban alkalmazha-
t6, amikor adott két Hilbert tér és mindkettén a Heisenberg Lie algebra egy-egy
irreducibilis unitér reprezentéicidja. Ekkor egy skalar tényezd erejéig egyértelmd
unitér leképezés létezik, ami kommutal a két reprezentacioval.

Azonban a geometriai kvantalas produkalta Hilbert téren (az affin tér kvanta-
laséatol eltekintve) nincs ilyen reprezentécié. Ugyanakkor a geometriai kvantalas
ismeri az un. Blattner-Kostant-Sternberg (BKS) [Bl1, B12, Ko| parositas fogal-
mét, ami néha megadja a keresett unitér leképezést, de még viszonylag egyszerd
esetekben sem mindig unitér [Ra2].

A ’90-es évek elején Hitchin [Hi], Axelrod, Della Pietra és Witten [ADW]
olyan szituaciot tekintettek, amikor a lehetséges s paraméterek egy S komplex
sokasagot alkottak. [Hi] és [ADW] azt javasoltak, hogy tekintsiik a H Hilbert
tereket, mint egy H — S Hilbert nyaldb fibrumait, vezessiink be egy Hermiti-
kus konnexiét H—n és hasznéljuk a parhuzamos eltolést a Hg és H; fibrumok
azonositasara. Ellendrizendd, hogy hogyan fiigg a parhuzamos eltolds a valasz-
tott uttol s és t kodzott, bizonyos esetekben kiszamoltak a konnexié gorbiiletét.
Kideriilt, a gorbiilet egy skalaroperator. Ezért [ADW, Hi| arra kovetkeztettek,
hogy a parhuzamos eltoléds, skalar tényezd erejéig, fiiggetlen az uttol és meg-
adja a keresett H, ~ H; azonositast. Hitchin kompakt fazistereket kvantalt,
Hilbert terei véges dimenzidsak, bizonyitdsai matematikailag precizek. [ADW]
merészebb, nemkompakt s6t végtelen dimenzios tereket kvantal, ami végtelen
dimenziés Hilbert terekhez vagy még ,rosszabbakhoz” vezet. A cikk matematikai
szempontbol nem teljesen megalapozott.

Az altalanos szituacié a kovetkezs. Legyen 7w: Y — S egy holomorf szub-
merzi6 77 's = Y, C Y komplex részsokasag fibrumokkal. Legyen v egy olyan
sima forma Y —on, hogy minden s—re a megszoritis az Ys—ra egy térfogati for-
mat ad. Legyen (E,h¥) — Y egy Hermitikus holomorf vektornyalab. Legyen
H, az E|Y; holomorf L? szeléseinek Hilbert tere. L? abban az értelemben, hogy
Jy, hE(u)v < oo

‘ [ADW] kvantélasi eljardsa ennek egy nagyon specidlis esetét adja. Ott az
(E|Y,, h®) vonalnyaldbokat mind sima nyaldbokat azonosithatjuk és a HP"?
Hilbert tereket (az E|Y, nyaldb L? szeléseinek tere) tekinthetjiik tgy, mint a
HP™@ — S trivialis Hilbert nyalab fibrumait. Ez természetes modon megtehetd,
mert [ADW] nem hasznélja a félforma korrekciot. HP™® — S minden fibru-
méban il egy H, altér és [ADW] kijelenti, hogy a H, alterek egy H C HP"?
résznyalédbot alkotnak. Azonban a cikk nem ad semmiféle tAmpontot arra vo-
natkozoélag miért lenne ez igaz, vagy, hogy mit is kellene itt résznyalab alatt



dc_1536_18

érteni.

Affin szimplektikus terek kvantalasanal a fenti problémak orvosolhatoak:
vagy hivatkozunk Woodhouse konyvének [W, Section 9.9]-beli formulaira, vagy
Kirwin és Wu [KW] cikkére. Az els6 a BKS pérositason alapszik, a masodik a
Bargmann—Segal transzformélton.

Az [ADW] cikkben szerepl6h6z szorosan kapcsolodo konnexiot és annak par-
huzamos eltolasat tanulmanyozzak az [FMMN1, FMMN2| cikkek. Ezekben a
szerzGk tilmennek az affin tereken. Egy kompakt Lie csoport koérintényalabjan
tekintenek polarizacioknak egy 1-valés paraméteres csaladjat. Az eredményiil
kapott kvantum Hilbert terek nyaldbjan bevezetnek egy konnexiét, amelyhez
tartozo parhuzamos eltolast a Bargmann—-Segal transzformalt Hall féle altala-
nositasa [Hall, Hal2] segitségével fejeznek ki. Mindez utélagosan igazolja a kon-
ismert) keveset mond.

Kétségteleniil nagyon szimpatikus az a felismerés, hogy a BKS péarosités, a
Bargmann-Segal és Fourier transzforméaciok interpretalhatéak parhuzamos elto-
lasként, igazolva [ADW]-t, de mindez kétségessé teszi a konnexi6 bevezetésének
eredeti céljat. Ha mind a BKS péarositas, mind a Bargmann—Segal transzformalt
mér azonositja a kiilonbézé H, Hilbert tereket, akkor miért probéaljunk egy kon-
nexiét definidlni és vizsgalni annak parhuzamos eltolasat? Masként fogalmazva
az [ADW] javasolta konnexi6 valaszt ad-e az egyértelmiiség problémajara olyan
esetben, amikor a BKS péarositas nem unitér és nincs a Bargmann-Segal transz-
formalthoz hasonl6 explicit integraltranszformécié amit felhasznalhatnank? Ez
az a kérdés, amivel a disszertaci6 mésodik részében foglalkozunk és részben
megvalaszolunk.

Az itt talalhato fejezetek jo része a fent vazolt altalanos szituécioval foglal-
kozik: egy m: Y — S holomorf szubmerzio, egy E — Y Hermitikus holomorf
vektornyalab és H az E|Y; holomorf L2 —szeléseinek Hilbert tere. A H, terek
egy p : H — S Hilbert mez&t alkotnak, ahol H egyszertien a {H;}scg disz-
junkt unié, p pedig a természetes projekcio. Azt kérdezziik, hogy ellathato-e H
egy Hilbert nyaldb struktaraval és ezen a nyaldbon egy konnexiéval, tovabba,
indukél-e ez a konnexi6 egy utfiiggetlen parhuzamos eltolést? Vagyis meg sze-
retnénk érteni F—nek a 7w leképezésnél vett direkt képét. m—rél nem tessziik
fel, hogy perfekt (kompakt &se kompakt). Ha az lenne, Grauert tétele [Gr| meg-
adja a direkt kép holomorf strukturajit. Azonban a f6 nehézséget szamunkra
pont az jelenti, hogy a minket érdekls esetekben 7 nem perfekt. Berndtsson
a [Bel, Be2, Be3] cikkekben méar vizsgalta bizonyos nem perfekt direkt képek
gorbiiletét, [Bed]ben egy meglepd alkalmazést is adva.

Hiabavalo lenne teljesen altalanos Y — S submerziét és E nyaldbot tekinte-
ni. A H, terek ugyanis altaldban nem alkotnak vektornyaldbot. Mégis bizonyos
konstrukciok egész altalanos szituacidkban is végrehajthatéak. Kedvezd esetek-
ben ezekbdl nyerjiik azokat az objektumokat, amiket sima ill. analitikus Hilbert
mez6knek hivunk. Ezek a mez6k a konnexioval ellatott Hermitikus Hilbert nya-
labok altalanositasai, de annal joval gyengébb fogalmat takarnak. Azonban a
gorbiilet fogalma értelmes marad ezekre a mezdkre is. A 7. fejezet f6 eredmé-
nyei szerint ha egy analitikus Hilbert mez6 gorbiilete nulla, (vagy centrélis),
akkor a mez§ ekvivalens egy lapos (ill. projektiven lapos) konnexioval ellatott
Hermitikus Hilbert nyalabbal.

A 8. fejezetben a direktképeket targyaljuk. Az itt szerepld konstrukeio ked-
vezG esetekben egy sima ill. analitikus Hilbert mez& strukturat ad a direktképen.
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Végiil a 9. fejezetben visszatériink a geometriai kvantélds egyértelmiiségi
probléméajara. A kvantalashoz az adaptalt Kahler strukturak csaladjat hasznéal-
juk. A kvantalas egy direktkép problémara vezet. Sok esetben ez a direktkép egy
analitikus Hilbert mez& lesz. S6t csoportsokasagok esetén ez a Hilbert mezé la-
pos, azaz a parhuzamos eltolas azonositja a kiilonb6z6 kvantum Hilbert tereket,
a kvantalas tehat egyértelmi. Az is kideriil, hogy a kompakt, irreducibilis, szim-
metrikus terek kozott pontosan a csoportsokasagok azok, amelyekre a kvantalas
egyértelmd.

Az [ADW, Hi] cikkek kvantélési javaslatait kompakt, szimplektikus sokasé-
gok Kihler vagy majdnem Ké&hler kvantélasara tobb szerzé is targyalja. Vina
[Vifi] az N fazistéren tekintette Kahler struktirak egy bizonyos csaladjat, kisza-
molta az igy kapott kvantum Hilbert tereken egy természetes moédon definialt
konnexié gorbiiletét, azt talalta, hogy altalaban ez nullatol kiilonbozs. Foth és
Uribe [FU] kicserélte az L — N elkvantumnyalédbot egy L* magas hatvényra
és kiszamolta az igy adodé konnexié gorbiiletét. Még a k — oo szemiklasszikus
kizelitésben sem tartott nullahoz a gorbiilet. Charles [Char] azonban belatta,
hogyha a kvantalasi sémaba a félforma korrekciot is belevessziik, akkor a sze-
miklasszikus kozelitésben a gorbiilet mar nulldhoz tart.

EREDMENYEK:

2. Fejezet. Bizonyos Stein sokasiagok automorfiz-
musai

Ez a fejezet az [Sz95] cikk f6 eredményeit tartalmazza. Egy (M, g) kompakt,
valés-analitikus Riemann sokasag izometridi és a T"M—en (0 < r < oo) indu-
kalodo adaptélt komplex struktira biholomorfizmusai k6zo6tti kapcsolatot vizs-
galjuk. [LSz91, Theorem 5.6]-bdl tudjuk, hogy a

p:TM—=R, p):=g(v,v)

fiiggvény szigortian pluriszubharmonikus, igy egy s, Kéhler metrika potencial-
fliggvénye, ahol

kg (V,W) = —iddp(JV AW),  V,W eT.(TM)®C, =z&T M.

Mivel az adaptalt komplex struktura egyértelmd ([LSz91|[Theorem 4.2] és
a definicié invarians ¢ izometridira, ezért minden ¢ : (M,g9) — (M,g) izo-
metridra a ¢, indukalt leképezés egy biholomorfizmus. Mivel a p fliggvény is
nyilvanvaléan ¢, invaridns, ezért ¢, egy k4 izometria is. Véges r esetén ez az
allitds megfordithat6. Kicsit dltalanosabban a kdvetkez§ tétel igaz.

1. Tétel (disz. Theorem 2.1.1, [Sz95, Theorem A]). Legyen (M,g) és (N,h)
két kompakt, n—dimenzids Riemann sokasdg, és 0 < r,;s < co. Tegyiik fel, hogy
az adaptdlt komplex struktira létezik T"M-en ill. T°N-en. Jeldlje kg €s rky az
indukdlt Kdahler metrikdkat. Tegyik fel, hogy

O: (T"M,kg) — (T°N, Kp)

egy biholomorf izometria. Ekkor szikségképpen r = s. Tovabbd ha f := ®|,,,
akkor az f leképezés M-et N-re képezi izometrikus mddon és ® = f,.
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A bizonyitds a komplex homogén Monge-Ampére egyenletre vonatkozo
Bedford-Taylor [BT] minimum-elvet hasznalja. Ebbdl a tételbdl szarmazott az
in merevségi probléma kérdése, azaz igaz marad-e a tételbeli allitads, ha ®—rgl
csak azt tessziik fel, hogy biholomorfizmus. Ezt a kérdést egy sor cikkben
[Bul, K1, K2, KM1, KM2] kiilonféle modszereket hasznalva vizsgaltak, végiil
Burns és Hind-nek [BH] sikeriilt megmutatni, hogy a kérdésre igen a valasz.

Egy gyenge topologiai feltevés melett az 1. Tétel r = oo mellett is igaz.

2. Tétel (disz. Theorem 2.1.3, [Sz95, Theorem B]). Legyen (M, g) és (N, h) két
kompakt, n—dimenzios Riemann sokasdg. Tegyiik fel, hogy az adaptdlt komp-
lex struktira létezik T M-en ill. TN-en. Jeldlje kg és kp, az indukdlt Kihler
metrikdkat. Tegyiik fel, hogy az elsé kohomoldgia csoport H'(M,R) = 0, és

¢ (T,kg) — (T'N, Kkp)

egy biholomorf izometria. Ekkor a ® leképezés M -et sziikségképpen N -re képezi
diffeomorf mddon. Legyen f := ®|,,. Ekkor f : (M,g) — (N,h) izometria és
P = f,.

Ebben a tételben (1. Tétellel ellentétben) lényeges feltétel, hogy ® izometria,
a biholomorfizmus énmagaban nem elég. Egy biholomorfizmus elmozgathatja a
nullaszelést, s6t a biholomorfizmusok csoportja, Aut(TM) lehet végtelen dimen-
zi6s is, amit a kovetkezé példa mutat.

3. Példa (disz. Example 2.5.1, [Sz95, Example 7.1]). Legyen T" = S* x .- x St
az n—dimenzids torusz a szorzatmetrikdval. Ekkor T(T"), az adaptdlt komplex
struktirdval nem mds, mint C*" := C* x --- x C*, ahol C* = C\ {0}. Ha most
n>2 és f € O(C) tetszéleges, akkor a

Py (C)" — (C)"
Dy (21,22, 23,...,2n) —> (ef(zlzz)zl, e*Jc('zl’”)zQ7 23,y 2n)

leképezés konnyen lathaté mddon egy Aut(C*™) elemet ad, kilonbézé f-ekhez
mdst rendelve. Igy Aut(T(T™)) legaldbb akkora, mint O(C).

Valojaban egy torusz helyett vehettiink volna tetszéleges K # S' kompakt
Lie csoportot, Aut(Kc)) ekkor is végtelen dimenzios lesz [Sz98, Corollary 2.6].
Ezzel szemben Mok [Mo] egy tételét felhasznalva belatjuk, hogy

4. Tétel (disz. Theorem 2.1.2, [Sz95, Theorem 6.3]). Legyen (M, g) egy kompakt
Riemann sokasdg. Legyen 0 < r < oo. Tegyiik fel, hogy az adaptdlt komplex
struktira létezik T" M —en. Ekkor

(a) Aut(T" M) egy kompakt Lie csoport.

(b) Ha M irinyithato, vagy az univerzdlis feddje kompakt, akkor 0 < s <
S < r esetén TSM és TS M nem biholomorfak.

[PW, Sz91]-bdl tudjuk, hogy az n-dimenzids gémbon a kerek metrika adap-
talt komplex struktarajat véve T'S™ biholomor lesz a

Q":{(zl,...,zn+1)€(cn+1|Z%+---+z3+1:1}.

affin kupszelettel. S™ izometriacsoportjanak komplexifikiltja az O(n + 1,C)
komplex ortogonélis csoport, természetes moédon biholomorfizmusokkal hat Q-
en. Ez altalaban is igaz:
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5. Tétel (disz. Theorem 2.1.4, [Sz95, Theorem C]). Legyen (M, g) egy kompakt,
n—dimenzids Riemann sokasdg. Teqgyik fel, hogy az adaptdlt komplex struktira
létezik TM-en. Jeldlje G az (M, g) sokasdg izometria csoportjit. Tekintsik G-
t, mint egy transzformdcio csoportot T M-en, az indukdlt csoporthatdsra nézve.
Ekkor ez a G—hatds kiterjed a G¢ komplexifikdlt csoportnak eqy csaknem effektiv
holomorf hatdsdvad.

3. Fejezet. Kompakt, normalis Riemann homogén
terek

Ez a fejezet az [Sz98] cikk {6 eredményét tartalmazza. Emlékeztetsil idézziik
vissza, hogy egy M sokasagon vett g Riemann metrikat egész tipusinak hivunk,
ha az adaptalt komplex strukturaja az egész T'M-en definidlhaté. Ilyenek: az
euklideszi tér a lapos metrikaval, a kompakt Riemann szimmetrikus terek (az
1-rangu eset [PW], az altalanos eset: [Sz95, Theorem 2.5]), forgasfeliiletek egy
bizonyos egyparaméteres csaladja [Sz91, Theorem 2.6]. Egész metrikat kapunk
fedésnél illetve ilyen metrikdk direktszorzatanal. Sokaig nem is volt més példa.

Legyen K egy kompakt Lie csoport, L egy zart részcsoportja. Legyen g egy
biinvarians metrika K—n és M := K/L. g indukal egy gps metrikdt M —en, ez
a normalis Riemann homogén metrika.

A fejezet {6 eredménye a kbvetkezd tétel.

6. Tétel (disz. Theorem 3.1.1, [Sz98, Theorem 2.2]). Minden kompakt, Riemann
normdlis homogén metrika egész tipusi.

A bizonyitas ennél tobbet ad. Valojdban azt bizonyitjuk be, hogy megadhato
egy természetes diffeomorfizmus TM és K¢ /Lc k6zott, mely leképezéssel olyan
komplex strukturat nyeriink 7'M —en, ami a normalis metrikdhoz adaptélt. A
bizonyitas felhasznélja a K¢ /Lc homogén térrdl sz6l6 Mostow felbontési tételt,
illetve azt, hogy minden kompakt Lie csoport bedgyazhatdo megfelelGen nagy
meéretd unitér matrixok csoportjaba.

Kessbb Aguilarnak [Agl] a szimplektikus redukci6 modszerét hasznalva si-
keriilt mas egész tipusii metrikikat konstrualnia. Tovabbi példat azonban azéta
sem sikeriilt talalnia senkinek sem. GOmbokon az ellipszoidok ([Ag2]), a Lio-
uville metrikdk ([Ag3]), a Zoll metrikak [BL| és S® = SU(2)-n a balinvariéns
metrikak ([ABI] kozott is csak a kerek metrika ill. a mar ismert Berger metrika
lesz egész.

4. Fejezet. A geodetikus dramra invarians involu-
tiv struktiarak

Egy X sima sokasdgon egy involutiv strukttra nem més, mint az X komple-
xifikalt érintényalabjanak olyan V' komplex résznyalabja, melyre teljesiil, hogy
V-nek minden (lokalis) Z;, Zy szelésére a [Z1, Z3] Lie zarojel is V-nek egy (lo-
kalis) szelése lesz. Ez a fogalom kozos természetes altalanositasa a komplex ill.
CR strukturdknak és a folidzasoknak ([BCH, Tr, HJ, J, Mez, Le]). A geometri-
ail kvantalasban egy specialis involutiv struktiira, az tn. (nemnegativ) komplex
polarizacio jatszik fontos szerepet (J[W]).
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Ebben a fejezetben olyan involutiv strukturakat vizsgélunk, amelyek egy
kompakt szimmetrikus tér érintényalabjanak egy nyilt részén vannak értelmez-
ve és invariansak a normalizalt geodetikus aramra. Ezek a struktardk az adap-
talt komplex strukturanak egy alkalmas 1-paraméteres diffeomorfizmus csalad
alkalmazésaval kapott limeszeként allnak el6.

Ha a tér rangja 1, ez a limesz egy igazi komplex strukturat ad. A magasabb
rangt esetben egy bonyolultabb szerkezet involutiv struktira keletkezik. A két
esetet szétvalasztva vizsgaljuk. A fejezet elsG része az 1-rangu esetet tartalmazza.

Egy sokasag kilyukasztott érintényalabjan (TM), a nulla szelés komplemen-
terét értjiik.

v
P (v) = eexp(]| v H)m~ (3)

Legyen (M, g) egy Riemann sokasag, s > 0p € M, z € TyM. Nyz := sz,
R.(.) = R(.,2)z a Jacobi (vagy gorbiileti operator), ahol R a gorbiileti tenzor.
Az R, : T,M — T, M operatort a

R.(X) =g(X,2)z+R(X,2)z (4)

formula definialja. TM—en 9(§) := g(m., z) a kanonikus 1—forma, w := —d¥
a kanonikus szimplektikus forma. we az w komplexifikaltja. ¢(v) = /g(v,v).
A p—hez tartozé Hamilton vektormez§ &, amelynek drama v, a normalizilt
geodetikus aram.

4.1. Az l-rangu eset

A fejezetnek ez a része az [Sz99| cikk eredményeit tartalmazza.

A fejezet ezen elss felének 6 célja, hogy egy kompakt 1-rangi szimmetrikus
tér érintényalabjan két kiilonb6z6 konstrukcidobol szarmazéd komplex struktira
kozotti kapcesolatot feltarja. Az egyik a J4 adaptalt komplex struktira, a masik
Js, ami csak a kilyukasztott (ko)érintényalabon és csak nagyon specialis metrika
esetén létezik. Ezen komplex strukturak torténete a kovetkezd.

Souriau [So2| azonositotta a regularizalt Kepler sokasagot a T*S™ térrel, ahol
S™ az n—dimenziés gombfeliilet. Souriau ebben a cikkében azt is megmutatta,
hogy ez a tér diffeomorf a Q \ {0} komplex sokasaggal, ahol Qp = {z € C"*! |
Z;LLI z]2 = 0}. Ezért T*S™ 6rokol egy természetes Jg komplex struktarat.

Késébb Rawnsley [Ral] vette észre, hogy erre a komplex strukturara nézve
a normafiiggvény szigorian pluriszubharmonikus, a beléle nyert Kéhler metrika
Kéhler forméja megegyezik a koérintényalab kanonikus szimplektikus formaja-
val, tovabba a komplex struktira invaridns lesz a normalizalt geodetikus dram-
ra. Ezeket a tulajdonsdgokat hasznalva vizsgalta gombokon a geodetikus aram
kvantalasat [Ra2].

Ezutan Furutani és Tanaka [FT] definialt egy Kéhler strukturat a komp-
lex, ill. kvaterni6é projektiv terek kilyukasztott koérintényalabjan. Ez a Kéhler
struktira szintén invaridns a normalizalt geodetikus aramra. Ezt kihasznalva
targyalta Furutani és Yoshizawa [FY] a komplex, ill. kvaternié projektiv terek
geodetikus draméanak kvantalasat. Furutani és Tanaka megkozelitése Lie elmé-
leti és matrixokat hasznal. Ezeknek a struktaraknak Ii és Morikawa [IM] egy
geometriailag jobban kezelhet§ leirasat adta. Mi is ezt a leirdst hasznalva egy-
ségesen targyaljuk az Osszes 1—rangu kompakt szimmetrikus teret, a Cayley
projektiv sikot is tekintve.
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Ha (M, g) egy kompakt, 1—rangt, Riemann szimmetrikus tér, akkor 0 # z
esetén az R, gorbiileti operator pozitiv szemidefinit, R, (. (4)) pedig pozitiv
definit. Legyen T,(TM) = H, +V, a z pontban az érintétér direktfelbontésa
horizontalis és vertikalis alterekre. Megmutatjuk, hogy ebben a felbontasban a

JO = - (5)

formula egy majdnem komplex strukturat definial a TM sokasagon, mely gdmb
esetén megegyezik a Souriau [So2] ill. Rawnsley [Ral] definidlta komplex struk-
taraval, komplex vagy kvaterni6é projektiv tér esetén pedig a Furutani-Tanaka,
Ii-Morikawa [FT, IM] tanulmanyozta komplex strukturaval.

7. Tétel. (disz. Theorem 4.1.1, [S299, Theorem 3.2]) Legyen (M, g) egy kom-
pakt, 1-rangi Riemann szimmetrikus tér. J4 az adaptdlt komplex struktira meg-
szoritasa TM—re. Ekkor
Flim (P, ) Ja = Jo.
e—0

A normalizadlt geodetikus dram és az Ng, s > 0 leképezések Jy biholomorfizmusok.

4.2. Magasabb rangi eset

A fejezetnek ez a része az [Sz01] cikk néhany eredményét tartalmazza. A 7. Tételt
szeretnénk altalanositani. Legyen (M™, g) egy kompakt Riemann szimmetrikus
tér, z € T,, M. Ekkor a (4)-beli R. modositott gorbiileti operator csak pozitiv
szemidefinit, a magja nem trivialis. Ezért az (5) formulanak nincs értelme, a
Jo komplex strukttranak nem létezik (kozvetlen) analogonja. Ha ez nem is, az
(1,0) vektorok nyalabja itt is értelmes.

Az

g = {x" —i(VR.X) : X e T,,M®C} < T.(TM) ® C 6)

alterek egy &€ — TM, folytonos, n—rangt komplex vektornyalabot alkotnak (itt
a XY ill XY szimbolumok egy X vektor z-pontba vett horizontalis ill vertikalis
felemeltjét jelentik).

A (3) definialta diffeomorfizmust hasznalva, a 7. Tétel analogonjat kapjuk.

8. Tétel. (disz. Theorem 4.2.2, [Sz01, Theorem 3.1]) Legyen (M, g) egy kom-
pakt, Riemann szimmetrikus tér. T M —en vegyiik a g adaptdlt komplex strukti-
rajat. Ekkor

lim (@) (T*OTM) = €.

e—0

Az 1—rangu esetben ez a nyalab az (5)-beli Jy komplex struktira (1,0) tipu-
su érintGvektorainak a nyaldbja. A magasabb rangu esetben £ nem lesz sima,
TM—en egy un. rétegezettségi strukturat ad. Ez annak a kivetkezménye, hogy
a dimc &, ﬁEq dimenzi6 pontrol pontra valtozik TM —ben. Azon részhalmazok,
ahol ez a dimenzio6 allando, alkotjak a rétegeket. Azon pontok halmaza, ahol ez
a dimenzi6 a legkisebb, egy nyilt és siird részhalmaza TM —nek, ez a maximalis
dimenzidju réteg. £ egy rétegre megszoritva egy integralhaté Cauchy-Riemann
(=CR) strukturat definiadl. Ez a CR struktura szoros kapcsolatban van kom-
pakt Lie csoportok adjungalt orbitjainak komplex struktaraival. Errél szol a
disszertacio 4.2.3 szakasza.

A fejezet {6 eredménye a kovetkezs tétel.

10
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9. Tétel. (disz. Theorem 4.2.11, [Sz01, Theorem 6.1]) Legyen (M, g) egy kom-
pakt, Riemann szimmetrikus tér. Ekkor az € — TM nyaldb Ny €s 1y, invarians,
ahol s > 0, t € R. Az &, fibrumok wc—Lagrange alterek T,(TM) @ C—ben és
—iwe(a, @) > 0 minden o € E,—re. € egy rétegezését adja TM —nek. £ megszo-
ritisa egy tetszdleges rétegre valds-analitikus és involutiv. dimcE N E dllands a
rétegeken, a nyilt sirid rétegen =1 — 1, ahol | az M rangja.

A geometriai kvantalas nyelvére (|[W]) leforditva a tétel azt mondja, hogy az
&|p nyalab egy nemnegativ komplex polarizacioja (D,w)—nak és ez a polariza-
ci6 invaridns a normalizalt geodetikus dramra nézve.

A magasabb rangu esetekben a skalazasi modszerrel (a (3)-hoz hasonlo 1-
paraméteres diffeomorfizmus csaladdal, természetes feltételek mellett) nem kap-
hat6 a normalizalt geodetikus dramra invarians igazi komplex struktira a CR
struktara helyett (disz. Theorem 4.2.13= [Sz01, Theorem 7.1]).

5. Fejezet. Weyl csoport ekvivarians leképezések
és hiperkahler metrikak

5.1. Weyl csoport ekvivaridns leképezések

A fejezetnek ez a része a Koranyi Adammal kézos [KSz| cikk eredményeit tar-
talmazza. A szimmetrikus terek elméletében alapvets szerepet jatszik Chevalley
kiterjesztési tétele ([He, 299, ill 340. old.] ): legyen g egy valos, féligegyszert,
nemkompakt tipusid Lie algebra, 6 egy Cartan involicié, g = £+p eqy neki megfe-
lelg Cartan felbontés, a C p egy maximalis Abel altér. Ha most G egy Osszefiiggs
g Lie algebraju Lie csoport és ennek K a ¢ Lie algebrahoz tartozé részcsoportja,
akkor K hat p—n (az adjungalt reprezentacioval), a W Weyl csoport pedig hat
a—n. A kiterjesztési tétel azt allitja, hogy minden a—n adott W —invarians poli-
nom egyértelmd moédon kiterjed egy p—n értelmezett K —invaridns polinomma.

A tételt Dadok ([Da]) kiterjesztette polinomokrol C* fiiggvényekre. A valos-
analitikus véltozat szintén igaz, 1. pld. [He, 295.0ld]. Természetes kérdés, vajon
analég eredmények igazak-e W —ekvivarians leképezésekre. Kideriil, hogy mind
a 3 kategoridban (polinomialis, C*°, C¥) igaz a kiterjesztési tétel. Valojaban a
bizonyités egy tekintélyes része, jollehet kicsit indirekt formaban megtalalhato
Solomon [Sol| és Michor [Mil, Mi2] cikkeiben.

10. Tétel. (disz. Theorem 5.1.1, [KSz, Theorem 0.1]) Legyen g egy valds félig-
eqyszerd Lie algebra, g = € + p egy Cartan felbontdsa és a C p eqy mazimdlis
Abel altér. Legyen K az Int(g)—nek ¢ Lie algebrdhoz tartozé Lie részcsoportja
és W a Weyl csoport. Ekkor minden W — ekvivaridns polinomidlis (C°, ill C*)
a — a leképezés kiterjed eqy K— ekvivaridns p — p polinomidlis (C*, ill C*)
leképezéssé. A kiterjesztés eqyértelmi.

Ezt a kiterjesztési tételt a Dancerrel a hiperkdhler metrikakrol irott [DSz]|
cikkiink inspiralta (disz. section 5.2). Ott ugyanis a metrika konstrualasahoz
be kellett latni, hogy (klasszikus tipusia) kompakt, Hermitikus szimmetrikus te-
rek érintényaldbjan egy bizonyos fibrumtart6, megfelelé csoportra ekvivarians
leképezés sima. Ezt Andrew Dancerrel csak ugy tudtuk megtenni, hogy felhasz-
naltuk a szimmetrikus terek klasszifikicios tételét és minden itt fellépd tér esetén
ellendriztiik a simasagot. A 10. Tételbdl ez a simaséag rogton kovetkezik (1. disz.
Proposition 5.2.8). A 10.Tétel egy tovabbi kévetkezménye

11
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11. K6vetkezmeény. (disz. Corollary 5.1.2, [KSz, Corollary 0.2]) Legyen (M, g)
eqy kompakt, vagy nemkompakt tipusi Riemann szimmetrikus tér, mg € M,
a C Ty M mazimdlis Abel altér és W a Weyl csoport. Ekkor minden ¢ : a — a,
W —ekvivaridns C*° (C¥) leképezés kiterjed, méghozzd egyértelmd mddon egy
O : TM — TM izometriacsoport ekvivaridns leképezéssé. ® egy (C*, vagy C*)
diffeomorfizmus akkor és csak akkor, ha ¢ az.

A 10. Tétel rogton egy tovabbi problémat vet fel: hogyan lehet leirni egy
tetszoleges K— ekvivarians p — p leképezést? Nevezziink egy ilyen leképezést
radialisnak, ha létezik olyan a C p maximalis Abel altér, melyet az F' énmagéba
visz. Mivel K tranzitivan hat az ilyen a-k halmazan, egy radialis leképezés p-
nek minden a maximalis Abel alterét énmagaba viszi. Hivjuk g—t Hermitikus
tipusunak, ha p—n van K —invaridns komplex vektortér struktira (azaz a neki
megfelels szimmetrikus tér Hermitikus) és legyen g egyszert.

12. Tétel (disz. Theorem 5.1.3, [KSz, Theorem 0.3]). Legyen F : p — p egy
K —ekvivaridns polinomidlis (C>°, C¥ ) leképezés. Ha g nem Hermitikus tipusi,
akkor F' radidlis. Legyen g Hermitikus tipusd. Ha F; : p — p, j = 1,2 tetszileges
K —ekvivaridns radidlis polinomidlis (C*, C¥ ) leképezések, akkor F = Fy +
IF5 is eqy K—ekvivaridns radidlis polinomidlis (C*, C¥ ) leképezés. Minden
K —ekvivaridns radidlis polinomidlis (C*°, C¥ ) p — p leképezés megkaphato
ilyen mdodon.

5.2. Hiperkihler struktarak

A fejezetnek ez a része az Andrew Dancerrel k6zos [DSz] cikk eredményeit tar-
talmazza.

Egy X sokasagot hiperkomplexnek hivnak, ha van rajta két komplex struk-
tara, melyek majdnem komplex tenzora [ ill J antikommutal azaz IJ = —JI.
Ekkor K := IJ is egy integralhaté majdnem komplex struktira lesz, s6t igy ka-
punk komplex struktirdknak egy egész seregét. Minden (z,y, z) € R3-ra, melyre
22 +y?+22 =1, az 2l +yJ + zK is egy integralhaté majdnem komplex struk-
tara. Ha X-en egy g Riemann metrika is adott, mely Ké&hler I-re is és J-re is,
akkor X-et hiperkihlernek nevezik. Ekkor g Kéhler lesz mindegyik 1 +yJ+ 2K
komplex struktirara nézve. Egy (X*",g) Riemann sokasdg pontosan akkor hi-
perkihler, ha a holonémiacsoportja Sp(n)-ben van. Ezek a sokasdgok fontosak
tobbek kozott azért, mert egy ilyen metrika automatikusan Ricci lapos. Ezek a
Riemann sokasagok mint lehetséges 1j geometriak, elgszor Bergernek [Ber]| a ho-
lonémiacsoportok osztilyozasanal bukkantak fel. Az els§ példakat Eguchi and
Hanson [EH] konstrualta T*CP!—en, majd Calabi [C] T*CP"—en és Burns
[Bu2] a twistor konstrukciot hasznalva T* M —en, ahol M egy kompakt, Her-
mitikus szimmetrikus tér. Tovabbi fontos nemkompakt példak: az ALE terek,
gravitaciés instantonok, mérceelméleti egyenletek megoldésainak modulusterei
Nakajima tegez varietasai.

Ha M egy komplex sokasag, akkor T* M-en is indukalodik egy komplex struk-
tara. Ha M —en még egy g Riemann metrika is adott, ennek segitségével azo-
nositani tudjuk 7*M-et TM—el. Legyen I az igy T*M-bdl kapott komplex
struktara 7'M —en.

Ha g adaptalt komplex struktaraja (legyen ez J) szintén létezik az egész T M-
en, természetesen adodik a kérdés, hogy generédlnak-e egyiitt egy hiperkomplex(-
kihler) strukturat X = T'M-en?

12
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A nullaszelés mentén I és J valoban antikommutél (mindig), de mar a komp-
lex projektiv terek (a kanonikus Kéhler metrikaval) esetében sem antikommutal-
nak a nullaszelésen kiviil. Ezért olyan ¢ : TM — T M diffeomorfizmust keresiink,
melyre (¢p*J)I = —I1¢*J. Ez az Otlet kompakt, klasszikus tipusi Hermitikus
szimmetrikus (M, g) terek esetén miikodik. Ha ¢-t az izometriacsoportra nézve
ekvivariansnak keressiik, melyrdl még feltessziik, hogy egy adott Weyl kamrat
onmagara képez, akkor kidertil, hogy ilyen ¢ létezik, méghozza egy pozitiv kons-
tans erejéig egyértelmten.

Legyen M = U/K egy klasszikus tipust kompakt, irreducibilis, Hermiti-
kus szimmetrikus tér. u = € + p, Cartan felbontéssal, ahol u és ¢ az U ill. K
Lie algebraja és p. egy AdK invaridns komplementuma t—nak. Egy m pontot
rogzitve U/ K —ban, p,—ot azonosithatjuk T,,M —el. Legyen b, egy maximalis
Abel altér p,—ban.

13. Tétel. (Disz. Theorem 5.2.7, [DSz, Theorem 3.3] Létezik by,, —ban egy alkal-
mas ortonormdlt bdzis e, ..., e, a kévetkezd tulajdonsdggal. Legyen ¢ : TM —
TM egy U—ekvivaridns diffeomorfizmus mely minden b, —beli nyilt Weyl kam-
rat onmagdra képez. Ekkor ¢*J antikommutdl I—wvel pontosan akkor, ha van
olyan s > 0, hogy

T 1 T
¢(Z Ajej) = 3 Z sinh ™! (s\;)e;, (7
j=1 j=1

Geatti és Tannuzzi a [GI] cikkiikben a ¢ diffeomorfizmust hasznalva targyalja
a nemkompakt Hermitikus szimmetrikus terek esetét.

A 11. Kovetkezmény miatt egy (7) alaka ¢ : bh,, — b, diffeomorfizmus
kiterjed egy U —ekvivaridns valés-analitikus TM — T M diffeomorfizmussa. Egy
ilyen ¢ leképezéssel a ¢*J és I generalta hiperkomplex struktturahoz létezik egy
¢ Riemann metrika, mely I—re és ¢*J—re vonatkozoan is Kihler. Igy kapjuk

14. Tétel. (disz. Theorem 5.2.1, [DSz, Theorem 3.4]) Legyen (M = U/K,g)
eqy klasszikus tipusi, kompakt, irreducibilis, Hermitikus szimmetrikus tér. Ekkor
T M-en létezik egy U—invaridns hiperkahler metrika.

A tételiink Burns [Bu2] eredményére ad 4j bizonyitast az akst hasznalva.
Biquart és Gauduchon [BG]| a szimplektikus redukci6 modszerével adott egy
tijabb bizonyitast erre a tételre.

6. Fejezet. Adaptalt komplex struktarak és geo-
metriai kvantalas

6.1. Adaptalt komplex struktirak j megvilagitasban

Ez a rész a Lempert laszloval kozos [LSz12] cikk eredményeit tartalmazza. Le-
gyen (M, g) egy kompakt Riemann sokasag. Az N fazistér legyen az © : R — M
paraméterezett geodetikusok tere. T, N elemei azonosithatéak az  menti Jacobi
mezOkkel. Tetszbleges t9 € R egy N 3 x — @(ty) € TM diffeomorfizmust indu-
kél és a kanonikus szimplektikus forma visszahuzottja TM =~ T*M—18l N—re
nem fiigg to—to6l, legyen ez w. Ha &, € T, N Jacobi mezsk, akkor

w(&n) =g(&®),n' () —g(n(),§'(t)),  mindent € R, (8)

13
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ahol ’ jeloli a Levi-Civita kovarians derivéltat. © € N—re legyen L(z) = g(&, ).
Minden ¢ € M pontot azonositsunk az = ¢ konstans geodetikussal. Igy M —et
azonositottuk az N —beli nulla sebességii geodetikusokkal. A ¢t — a+bt, a,b € R
atparaméterezések hatnak N—en, ezzel az A affin dtparaméterezések Lie félcso-
portjanak egy jobb hatéasat kapjuk N—en. Ha r € [0,00), legyen A" C A azon
a + bt elemek halmaza, amelyekre |b| < r. A" egy Lie részfélcsoport, ha r < 1.
Legyen X C N egy A'-invarians nyilt részhalmaz.

15. Definicié. Ha adott eqy komplex sokasdg struktira A'—en, akkor X —en
eqy komplex struktirdt adaptdltnak hivunk, ha minden x € X—re az A 3 0 —
xo € X orbit leképezés holomorf.

Ha X —en van adaptalt komplex struktara, akkor A'— komplex struktiraja
balinvarians kell legyen (disz. Theorem 6.1.2). A'—en a balinvarians komplex
strukturdkat C\R paraméterezi a kovetkez6 modon. Minden o € A kiterjed
C—nek egy affin leképezésévé. Rogzitett s € C\R—re legyen I(s) az a visszahu-
zott komplex struktira, amit C—bél az Al > o + o5 € C leképezéssel kapunk.
I(s) balinvarians lesz és A'—en minden balinvaridns komplex strukttra ilyen
(disz. sect. 6.1.2)

16. Tétel. (disz. Theorem 6.1.4, 6.1.6 [LSz12, Theorem 2 and Corollary 3])
(a) Ha az A'—invaridns X C N nyilt részhalmazon van (A', I(s))—hez adaptdlt
komplex struktira, akkor ez egyértelmi. Jelolje ezt J(s). Ha csak egyetlen sy €
C\R—re létezik J(so), akkor J(s) is létezik minden s € C\R—re. Ha s, D5 jeldli
az ezen struktirdra vett komplex parcidlis derivdltakat, akkor iw = (Im 5)0,0,L
az X halmazon. Specidlisan w egy pozitiv vagy negativ (1,1) forma, az Im s
eldjelének megfelelden.

(b) Ha M valds-analitikus, akkor létezik eqy A —invaridns X nyilt kérnyezete
M C N—nek, hogy XAYIImsl—en van (A, 1(s))—hez adaptdlt J(s) komplex
struktira minden s € C\R—re.

A tételben szerepld adaptalt komplex strukturak egy kozos holomorf fibra-
lassé allnak Gssze:

17. Tétel. (disz. Theorem 6.1.11, [LSz12, Theorem 5]) Tegyiik fel, hogy az
At —invaridans X C N nyilt részhalmazon van I(i)—hez adaptdlt komplex struk-
tiura. Akkor a

Z ={(s,z) € (C\R) x N: z € Xy /lfmsl}

halmazon létezik egy egqyértelmd komplex struktira, amelynek a megszoritisa egy
{s} x XSVIms| fibrumra az I(s)—hez lesz adaptdlt és minden © € N—re az s —
(s,x) € Z leképezés holomorf ott, ahol definidlva van. A pr: (C\R) x N — N,
projekcioval & = pr*w—ra

i = 00(LIm s) a Z halmazon. (9)

(Itt LIm s az (s,z) — L(x)lms figguényt jelenti.) Végil ha X—en a J(i)
(I1(i)—hez adaptdlt) komplex struktirdt vesszik, akkor a

Z > (s,z) — (s,z0) € (C\R) x X, ahol oi = s, (10)

leképezés biholomorfizmus. Specidlisan Z > (s,x) — s € C holomorf.

14
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6.2. Geometriai kvantalas

Legyen az (M™, g) kompakt Riemann sokasag egy mechanikai rendszer klasszi-
kus konfiguraciés tere, ahol a metrika felel meg a kinetikus energia kétszeresé-
nek. Ezen rendszer geometriai kvantalasan, Kostant és Souriau receptje alapjan
([Ko, So, Wo] a kovetkez6t értjitk. Elscként vessziik az N fazisteret, ami gyakran
N =TM =~ T*M, de esetiinkben jobb vélasztas N—et az M paraméterezett
geodetikusainak tekinteni. Barmelyik konkrét realizéciot is valasztva N termé-
szetes modon egy szimplektikus sokaség lesz, ahol az w egy egzakt szimplektikus
forma N—en (egy megfelels valos a 1—forméara -w = da).

Majd vesziink egy £ — N Hermitikus vonalnyalabot elldtva egy metri-
kus konnexioval, melynek gorbiilete —iw (ez az un. el6kvantum nyalab). Ha
M egyszeresen Osszefiiggs, akkor ez a nyaladb egyértelmd. Mivel w egzakt, az
E = N x C — N nyalab a trividlis fibrum-metrikaval ellatva minden esetben
valaszthato. Igy az E szelései o) : N — C fiiggvények lesznek, a konnexi6t pe-
dig a Ve = (¢ + ia(¢)y formula definidlja. w™/m! egy térfogati format ad
N—en. A keresett kvantum Hilbert tér els6 jeloltje HP"? az E vonalnyalab L2
szeléseinek Hilbert tere.

Bizonyos fizikai elvek miatt ez a Hilbert tér tilsdgosan nagy, ezért a kvantala-
si eljardst modositani kell. Ezt a célt szolgalja N —en egy polarizacié valasztasa.
Egy természetes ilyen valasztas egy olyan komplex struktira megadasa N —en,
amelyre nézve w egy Kéhler forma. Ebben az esetben az E vonalnyaldbon is in-
dukélédik egy holomorf strukttra. Ennek segitségével ugy csokkentjiik HP™% —et,
hogy a H kvantum Hilbert térnek az F nyalab holomorf L? szeléseinek Hilbert
terét valasztjuk.

Gyakran sziikség van ennek a konstrukciénak tovabbi kis médositésara, az
un. félforma korrekciora, mely a kovetkezot jelenti. Tegyiik fel, hogy x egy négy-
zetgySke a Ky kanonikus nyaldbnak (azaz k @k ~ Ky ). Ekkor a HX°™ korrigalt
kvantum-Hilbert tér az E ® x nyalab holomorf L? szeléseibél all.

Bizonyos szituacidkban N —en létezik komplex struktiraknak egy egész csa-
ladja (melyet egy S halmaz paraméterez). Ekkor a H, (HE™) kvantum Hil-
bert terek is fiiggenek az N—en vilasztott K&hler strukturatol. A geometriai
kvantalas egyik alapkérdése az egyértelmiség: a kiilonb6zo valasztasokkal ka-
pott kvantum-Hilbert terek kanonikusan azonosithatoak-e? Ezt a kérdést sokan,
sokféle nézépontbol vizsgaltak. ([ADW, Bl1, B12, Char, FMMN1, FMMNZ2, FU,
Hall, Hal2, Hi, KW, Ko, Ra2, Viil.

Az 1990%es évek elején Hitchin [Hi], Axelrod, Della Pietra és Witten [ADW]
azt javasoltak, hogy abban az esetben, amikor maga az S halmaz is egy komplex
sokasag, ,tekintsiikk” a Hg Hilbert tereket, mint egy H — S Hilbert nyaléb fibru-
mait. Ha ezen a nyaldbon még egy Hermitikus konnexidt is sikeriil (természetes
modon) taldlni, akkor ennek parhuzamos eltolasa a H Hilbert terek kanonikus
unitér azonositdsat adja. A disszertacié masodik részét az egyértelmiiség kérdése
inspiralta. Az egyértelmiiséget az adaptalt komplex struktiurik csalddjara nézve
vizsgaljuk.

A félformaval nem korrigalt esetben [ADW] azt is javasolja, hogy tekintsiik a
H, csaladot a HP™®@ x S — S trivialis Hilbert nyalab H — S Hilbert résznyalab-
janak, a (kvantum) konnexié H—n pedig legyen a HP"®@ x S — S nyalab trivialis
konnexi6ja komponalva a H—ra vonatkozd ortogonélis projekcioval. Az adaptalt
komplex strukturdk csaladjara nézve nem ismert, hogy ez az 6tlet mikodik-e.
Ha a félforma korrekciot is szeretnénk figyelembe venni, Gjabb nehézség tamad.
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A K, — N kanonikus nyalab komplex strukturatol valo fiiggése miatt a négy-
zetgydke k., ennek kovetkeztében pedig az E ® ks nyalab L?—szeléseinek HP™?
Hilbert tere is fliggeni fog az s paramétertsl. Nem vildgos tehat, hogy egyéltalan
ez a HP"@ Hilbert tér csalad ellathato-e termésetes modon egy Hilbert nyaléb
struktaraval.

Legyen (M,g) egy olyan kompakt Riemann sokasig, melyre az adaptalt
komplex strukturak léteznek N—en. 6.1.-bél tudjuk, hogy az S fels6 félsik pa-
raméterezi ezeket. Legyen HP"™Q az HP"@ Hilbert terek diszjunkt unidja a ter-
mészetes p : HP"@ — S projekcioval. Igy egy konkrét példat kapunk Hilbert
mezdre.

18. Definicidé. Hilbert mezdén egy halmazok kézotti p: H — S leképezést értiink,
ahol minden Hy = p~1(s) fibrumon adott eqy Hilbert tér struktira. Ennek egy
szelése: eqy ¢: S — H leképezés, amelyre o(s) € Hs. Sem a H totdlis téren,
sem az S alaphalmazon apriori nincs megadva sem topoldgia sem sima sokasdg
struktira.

19. Tétel. (disz. Theorem 6.2.2, [Sz]) A p : HP™@ — S Hilbert mezén létezik
két nem ekvivalens sima Hilbert nyaldb struktira.

Az az &tlet, hogy a H**™" kvantum Hilbert terek csaladjan gy probaljunk
egy Hilbert nyalab struktturat definidlni, hogy a H ng csalad alkotta ,nyalab”
résznyalabjanak tekintjiik, a 19. Tétel alapjan nem miikédik. Ez a nehézség ve-
zetett el oda, hogy az [LSz14] cikkben bevezessiik a sima és analitikus Hilbert
mezd fogalmat, mint az Hermitikus konnexiéval ellatott Hilbert nyalab altala-
nositasait. A 7. fejezet részletesen targyalja ezeket az objektumokat. A 8. fejezet
arrél szol, hogy holomorf vektornyaldbok direkt képei gyakran ilyen altalanos
Hilbert mezsk (és nem feltétlen igazi nyaldbok) lesznek. A 9. fejezetben vissza-
tériink a kvantalas egyértelmisége kérdéshez, az adaptalt komplex struktiarak
csaladjat hasznédlva. A 17.Tétel garantalta holomorf szubmerzié alapvets szere-
pet jatszik ennek a kérdésnek egy direkt kép probléméava alakitdsaban. Az igy
nyert direkt kép, mint Hilbert mezs, lapossaga azzal lesz ekvivalens, hogy az
adott Riemann sokasag esetén N —en a kvantalas egyértelmii-e.

7. Fejezet. Hilbert mez6k

Ez a fejezet a Lempert laszloval kozos [LSz14] cikk egyik fejezete.
Legyen p: H — S egy Hilbert mezs.
A fibrumonkénti belsé szorzatot egyszerre tekintve kapjuk a

h: H® H — C, ahol H@H:H H, & H,.
seS

fiiggvényt. Egy S sima sokasagon Vect S jeloli a komplex értékd sima vektor-
mezdket.

20. Definici6. Legyen S egy sima sokasdg. Egy H — S Hilbert mezdn egy sima
struktira megaddsan a kovetkezdt értyik: adott H szeléseinek eqy I'°° halmaza,
mely zdrt az dsszeaddsra és a C°(S) elemeivel vald szorzdsra nézve, tovibbd
minden { € VectS-re adott egy Ve: ' — I'° linedris operdtor gy, hogy
&ne VectS, f € C®(S), v, € T esetén
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Very =Ve+Vy, Vie = Ve, Ve(fo) = E)p + [Veyp; (11)
h(p,¥) € C*(S) and Eh(p, ) = h(Vep,¥) + hip, VEy); (12)
{p(s): ¢ € T°°} C Hy sird, minden s € S — re. (13)

A V. operétorok egyiittesét egy H —n definialt konnexionak hivjuk és V—val
jeloljik. Egy sima strukturdval ellatott Hilbert mez&t sima Hilbert mezdének
hivunk. Az analég, de durvabb fogalmat, a folytonos Hilbert mezéket Godement
[Go] definidlta. Korabban Neumann Janos vezette be azt a fogalmat, amit mos-
tansag mérhets Hilbert mezsknek neveznek [Di, Ne2].

A H — S Hilbert mez6 R gorbiiletét

R(fﬂ?)@ = (vivﬂ - anf - v[f,n])%@ 5777 € Vect S7 p e Foo7

definialja. H — ¢ laposnak hivjuk, ha R = 0, azaz, R(£,n)p = 0 minden £, 7, ¢
esetén.

21. Definicié. Egy H — S sima Hilbert mezd trivializdlasdan egy olyanT: H —
V' leképezést értiink, ahol V egy Hilbert tér, melyre T|Hs unitér minden s €
S—re, és p € ', £ € VectS esetén

T e C™®(S;V) és T(Vep) = ETo.

Ha a H — S sima Hilbert mezé§ trivializalhato, akkor sziikségképpen la-
pos. A megforditas, ellentétben a nyalabok esetével, nem feltétlen igaz, ([l. disz.
Example 7.1.9 és section 8.3.3]). A megfordithatosaghoz erdsebb strukturara van
sziikség.

Legyen H — S egy sima Hilbert mez6 az S valés-analitikus sokasag felett.
Jelolje Vect” S C Vect S a valos-analitikus vektormezdk Lie algebrajat.

22. Definicié. (i) Egy ¢ € I'™° szelés analitikus ha minden kompakt C C S és
vektormezdk tetszdleges olyan = véges halmazdra, melyek analitikusak o C egy
kornyezetében, létezik egy € > 0, hogy

En
sup ol M Ve, ...Vglga)(s)l/Q < 00,

ahol a szuprémumot n =0,1,...,&; € E, és s € C—re kell venni. Az analitikus
szelések halmaza T“ C T'*°.

(ii) H — S egy analitikus Hilbert mezd, ha {p(s): ¢ € T¥} C Hy sird
minden s € S—re.

23. Tétel. (disz. Theorem 7.1.7, [LSz14, Theorem 2.5.2]) Legyen H — S egy
analitikus Hilbert mezd eqy S dsszefiiggd bdzis felett.

(i) HaT: H—V ésT': H— V' trivializdciok, akkor T' = 7T ahol T7: V —
V' unitér

(i) Ha S egyszeresen dsszefiiggd és H lapos, akkor H trivializdlhato.

Ebbdl azonnal adodik.

24. Koévetkezmény. (disz. Corollary 7.1.8, [LSz14, Corollary 2.3.3]) Legyen
H — S egy lapos, analitikus Hilbert mezd. Ekkor létezik eqy Hermitikus Hilbert
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nyaldb K — S, VX lapos konnexidval és eqy F: H — K leképezés, amely unitér
a Hs, K fibrumokon gy, hogy ¢ € T'> és € € VectS esetén

FoeC>®(S,K) é  F(Vep)=VEFo.

A (K,VX) Hermitikus Hilbert nyaldb konnexidtartd izometria erejéig egyértel-

mu.

Egy sima Hilbert mez6 projektiven lapos, ha az R(&,n): T — I'*° gorbiileti
operator egy r(£,n): S — C fliggvénnyel vald szorzésoperator. Szokas ebben az
esetben a gorbiiletet centrdlisnak is hivni.

25. Definicié. Egy H — S sima Hilbert mezd projektiv trivializdacidja egy olyan
T: H — V leképezés, ahol V egy Hilbert tér, melyre T|H, unitér ha s € S, és
létezik egy a 1-forma S—en, hogy minden ¢ € I'°°, £ € VectS esetén

Te e C™(S;V), T(Vep) =ETp + a(§)Te.

Ha H—-nak van projektiv trivializaci6ja, akkor H projektiven lapos, az
R(&,n) gorbiilet a da(&,n) fiiggvénnyel valo szorzasoperator lesz.

Forditva: ha H — S projektiven lapos, és r egzakt, akkor a nyaldbok esetéhez
hasonléan egy megfelelé vonalnyalabbal valo tenzorszorzat H—bol egy lapos
Hilbert mez6t ad, melyre a fenti trivializaciérol szolo tételt alkalmazva kapjuk.

26. Tétel. (disz. Theorem 7.1.11, [LSz14, Theorem 2.4.2]) Legyen H — S egy
analitikus Hilbert mezd eqy S dsszefliggd bdzis felett.

(i) HaT: H—V ésT': H— V' projektiv trivializdciok, akkor T' = f-(7T),
valamely f € C>(S) és 7: V — V' unitér transzformdcidval.

(i) Tegyiik fel, hogy az R(&,n) gorbilet az r(&,m)—el vald szorzds operdtora
és r egzakt. Ha S egyszeresen dsszefiiggd, akkor H—mnak van projektiv trivializd-
ciaja.

A fenti két tétel fontos kovetkezmeénye, hogy ha H — S egy (projektiven)
lapos analitikus Hilbert mez6, ahol S Osszefiiggs, egyszeresen Osszefliggs (és
H?(S,R) = 0), akkor a fenti trivializacios tételek miatt H fibrumait kanonikusan
(ill a projektiven lapos esetben egy skalartényezs erejéig) azonositani tudjuk.

8. Fejezet. Direkt képek mint Hilbert mezdk

Ez a fejezet a Lempert laszloval kozos [LSz14] cikk egyik fejezete.

A kovetkezs altalanos szituéciot tekintjiik. Legyenek Y, .S komplex sokasa-
gok, m: Y — S egy holomorf szubmerzié és v egy sima forma Y —on, amelynek
a megszoritasa Y, = 7w !s—re egy térfogati forma minden s € S—re. Legyen
(E,h®) =Y egy holomorf Hermitikus vektornyalab. E, := E|, . Legyen H, az
E, holomorf L? szeléseibdl allo Hilbert tér, a &

h(u,v) = /hE(u,v)u, u,v € Hy (14)

Y

18



dc_1536_18

belsé szorzattal ellatva. A H Hilbert terek alkotjak a H — S Hilbert mezst. A
f6 kérdés, hogy milyen feltételek mellett lehet H—t ellatni egy természetes sima
struktaraval.

Ezt két feltétel, egy geometriai és egy analitikus feltétel mellett tudjuk ga-
rantalni.

Legyen M™ egy sima sokasag, w egy folytonos m—forma M —en. |w| jelenti
az indukalt Borel mértéket, azaz ha lokalis koordinatdkban w = fdxi AdzoA. . .,
akkor |w| = |f|dzidz, . ... Tegyiik fel, hogy M iranyithato és L jeldlje a Lie
derivaltat.

27. Definicié. M —en egy & vektormezd integrdlisan teljes, ha igaz a kévetkezd.
Ha |w| és |Lew]| véges mértékek, akkor [ Lew = 0.
M

Ha példaul ¢ egy teljes valos vektormezd, akkor integrélisan is teljes.

Visszatérve az Y — S holomorf szubmerziohoz és E — Y holomorf vektor-
nyalabhoz, legyen B,: L?*(E,) — H, a Bergman projekci6. Ha ® olyan szelése
E—nek, hogy ®|Y, € L?(E), akkor B® jelentse E—nek azon szelését, melyre

(BQ)|Ys = B,(2Ys)

Ha ¢ egy vektormezd§ Y —on, akkor div{ = div,( jeloli azt a sima fiiggvényt,
amelyre
(Lew)|Ys = (divQ)v|Ys, s€S.

AzY — S, E — Y — ra vonatkozo geometriai feltétel:

(G) Létezik S—en sima (1,0) vektormezdknek egy = csalddja, ami pontonként
kifesziti a T'°S nyaldbot és minden & € Z—nek van egy integralisan teljes £¢
felemeltje Y —ra.

Az analitikus feltétel megfogalmazasahoz rogzitsitk =—t és a £° felemelteket
minden ¢ € Z—re. Ha 7] € Z, akkor 7° jeloli 7°—nek a konjugdltjat. Az analitikus
feltétel:

(A) Létezik egy Ap C C*(Y,E) altér a kovetkezs tulajdonsagokkal. Ha ® €
Ag, akkor
(A1) [ h®(®)v € R és folytonosan fiigg s € S—tdl; és
Y

(A2) ha ¢ € B, = &, akkor (divE®)®, VE®, VE.®, és B® € Ap. Tovabba
(A3) hau € H, és e > 0, akkor van olyan ® € Ag, hogy [ h¥(® —u)v < e.

28. Tétel. (disz. Theorem 8.2.3, [LSz14, Theorem 7.2.1]) Ha a geometriai (G)
és analitikus (A) feltételek teljesiilnek, akkor a p : H — S Hilbert mezén van
sima struktira.

A késtbbiekben fontos lesz a kovetkezd specidlis eset, amikor a (G) és (A)
feltételek ellendrizhetGek.

Legyen (F,h!) — X egy Hermitikus holomorf vektornyalab és 1 egy sima
térfogati forma X —en. Legyen S egy komplex sokasdg, Y = S x X, A(s,z) =
a(s)L(z)+b(s) € C=(Y) és tegyiik fel, hogy a < 0, L > 0. Legyenek m: Sx X —
S, pr: Sx X — X aprojekciok. Tekintsiik az (E, h¥) = pr*(F, hf") visszahtzott
nyalab direkt képét a v = e pr*yy relativ térfogati formara. Kapjuk a H — S
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Hilbert mez6t. Adott ¢t € R—re legyen W' az F olyan v mérhets szeléseinek
Hilbert tere, amelyre

ht(v) = | RF (v)ettyy < oo, (15)
/

és V' C W? a holomorf szelések altere.

29. Lemma. (disz. Lemma 8.4.1, [LSz14, Lemma 9.1.1]) Legyen {V;};c1 vek-
tortereknek egy halmaza, ahol minden V; az F bizonyos holomorf szeléseibdl dll.
Tegyiik fel, hogy t < 0—ra

(i) minden V; C V' és a (h')Y/? normdk kiillonbozé t—re mind ekvivalensek
Vi—n

(i) ha t +27 < 0 ésv € V;, akkor a W' Bergman projekcidja az e™ v elemet
V;—be viszi;

(i) Y, cp Vi strd Vi—ben.
Akkor a H — S Hilbert mezén van sima struktira. Ha a,b analitikus, akkor a
H mezd is.

A feltételek teljesiilnek, ha L korlatos és csak egyetlen V; = V' vektorteriink
van, valamely ¢t < 0—val. A 32. Tételben a lemmat nemkorlatos L—re alkalmaz-
zuk, de ekkor F'—nek nagy lesz a szimmetriacsoportja és a V; izotipikus alterekre
a feltételek ellendrizhetGek. A 29. Lemma feltevései mellett (és még feltéve, hogy
V; teljes), legyen t < 0 rogzitett és 7 < ¢/2. Legyen Q;(7): V; — V; az a Toeplitz
operator, amit a e("~YL fiiggvénnyel valo szorzas és a Wt—beli Bergman pro-

Pi(s) = eb(S)Qi(a(s)).

30. Tétel. (disz. Theorem 8.4.8, [LSz14, Theorem 9.2.1]) Legyen t < 0. A
29. Lemma feltételei mellett legyen Sy = {s € S : a(s) < t/2}. Ekkor a H
Hilbert mezd S;—re vett megszoritdsinak R gorbilete nulla ill. centrdlis pontosan
akkor, ha minden s € S; és £ (1,0) tipusi, n (0,1) tipusi Si—n definidlt sima
vektormezdre a

o(POP)(&(s),m(s)): Vi = Vs, el

operdtorok nulldk, ill. ridy, alakiak, ahol r nem fiigg i-t6l, legfeljebb s-tdl.

9. Fejezet. Az adaptalt komplex struktarak csa-
ladjanak kvantalasa

9.1. Kvantalas

Ez a rész a Lempert Laszloval kozos [LSz14] cikk egyik fejezete.

31. Tétel. (disz. Theorem 9.1.4, [LSz14, Theorem 10.5.1]) (M™, g) kom-
pakt Riemann sokasig, X C N nyilt halmaz, mely része egy A'—invaridns
N—beli nyilt halmaznak, ahol létezik az (AL, I(i))—hoz adaptdlt komplex struk-
tira. Kx — X a kanonikus nyaldb, © ennek egy el nem tind holomorf szelése
(feltéve, hogy létezik), h%x (©)Y/? pedig ennek normdja. Ekkor az adaptdlt Kih-
ler struktirdk csalddjdira a geometriai kvantdldssal kapott kvantum Hilbert mezd
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gy is megkaphaté, mint eqy S x X feletti trivialis Hermitikus holomorf vonal-
nyaldb direkt képe, e prvy relativ térfogati formdval, ahol pr: S x X — X a
projekcio és

A(s,z) = =L(z)/Im s — mlogIm s, vy =w™/m! (16)
a félforma korrekcio nélkil és
A(s,x) = —L(z)/Im s — (m/2) logIm s, vy = KX (@)Y2w™/m!  (17)

a félforma korrekcidval.

9.2. Lie Csoportok és homogén terek

Ez a rész a Lempert Laszloval kozos [LSz14] cikk egyik fejezete.

Legyen M = G /Gy egy kompakt, egyszeresen sszefliggs, Riemann normaélis
homogén tér, N a fazistere. S = {Im s > 0,s € C}. gill. go a G ill. Gy
Lie algebrédja. p C g a go ortogondlis komplementuma g—ben. A 6. és 16. tétel
miatt minden s € S—re a J(s) adaptalt komplex strukttra az egész N fazistéren
definidlva van. Kicsit altalanosabban legyen csak X C N egy G—invarians nyilt
kornyezete M C N—nek. Legyen H — S (félforma korrekeié nélkiil), ill. H<™™ —
S a félforma korrekcioval a J(s) komplex strukturak felhasznalaséval kapott
kvantum Hilbert mez&.

32. Tétel. (disz. Theorem 9.2.1, [LSz14, Theorem 11.1.1])
A H — Sill. H*™ — S kvantum Hilbert mez6kén megadhato analitikus
struktira.

A 32. Tétel kovetkezik a 29. Lemmabol és a 31. Tételbsl. G hat az O(X)
téren a gv = (¢g~')*v formulaval. A G irreducibilis y karaktereinek megfelels V,,
izotipikus alterek jatszak a 29. Lemméban a V;—k szerepét.

A félformaval korrigélt valtozathoz ki kell szamolni a h*(©) normét is.
Legyen P: C® g -+ C®p a C® g,—re vett projekcio.

33. Lemma. (disz. Lemma 9.2.2, [LSz14, Lemma 11.1.2] A Kx kanonikus
nyaldbnak van egy GC—invaridins © holomorf szelése, aminek a megszoritisa
N"TM—re az M Riemann térfogati formdja. Legyen ¢ € p, v € G és x(t) =
~v(expt{)o egy geodetikus. Tekintsik a CRp vektortéren a kévetkezd operdtorokat.

1_e—tadC
Ay (t,¢) =P(e ¢ 4 ——— Pad()|C®p,
2ad ¢ (18)
A ploe ™
2(t7<) - adé— | ®p7

ahol (1 — e~ %4¢) /ad ¢ a hatvinysordval van definidlva. Ekkor
WX (0) () = i™ det(A3(5, ) A (i, ) = AL(i, () A2 (i, O)).- (19)

A 32. Tételbeli analitikus Hilbert mezdk gorbiiletére alkalmazhaté a 30. Té-
tel. Az ebben a tételben szereplé P, Toeplitz operatorokra bizonyos esetekben
explicit formula adhaté. Legyen px azon ¢ € p pontok halmaza, amelyekre a
t — (expt¢)o geodetikus X —ben van. Ez egy nyilt részhalmaza p—nek. Ekkor
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34. Lemma. (disz. Lemma 9.2.3, [LSz14, Lemma 11.2.1] Tegyiik fel, hogy
dim Vi > 0 és Py(s) egy skaldr operdtor: Py(s) = py(s) idy, . Akkor

py(s) = / / A ONHC) (g, exp(—2iC)) dogo du(C), (20)

px Go

ahol d,g, a normalizdlt Haar mérték G,—on; a félforma korrekcid nélkili esetben
w eqy megfeleld eltolds invarians mérték p—mn, ami esetleg fiigg x—tdl, de s—tdl
nem, mig a félformdval korrigdlt esetben p az invaridns mérték megszorozva a

| det (A3 (7, C) A1 (5, ¢) — A} (i, ) A2(4, €) ['/2. (21)
fiigguénnyel.

Ha a P, operatorok skalar operatorok (ami teljesiil ha M egy kompakt Ri-
emann szimmetrikus tér, specidlisan ha egy kompakt Lie csoport ellatva egy
biinvaridns metrikaval), akkor a valaszt arra a kérdésre, hogy a keletkezs kvan-
tum Hilbert mez6 vajon lapos esetleg projektiven lapos (azaz végs6 soron, hogy
a kvantalas egyértelmi-e) attol fliggSen tudjuk megadni, mennyire jol tudjuk
kezelni a (20)-beli integralt.

A csoportok esetén a kovetkezs tétel valaszolja meg a kvantalas egyértel-
miségének kérdését. Az altalanosabb esetet, a kompakt szimmetrikus tereket a
kovetkezs részben targyaljuk.

35. Tétel. (disz. Theorem 9.2.4, [LSz14, Theorem 11.5.1]) Legyen M egy
kompakt Lie csoport, elldtva egy bitnvaridns metrikdval és X = N. Ekkor a
H*orm — S kvantum Hilbert mezd lapos.

Ha M egy kompakt Lie csoport, a 32. Tétel miatt a HX°™ — S kvantum
Hilbert mezén van analitikus struktara. Tovabba a P, (s) operatorok valéban
skalaroperatorok, a (21) fiiggvény és a p, fiiggvényeket megado6 (20) integralok
expliciten kiszamolhatoak. A kapott eredménybdl, a 30. Tétel alapjan kovetke-
zik, hogy a kvantum Hilbert mez& lapos.

A 23., 32. és 35. tételek kovetkezményeként kapjuk, hogy egy kompakt Lie
csoportra a kvantélas egyértelmid. Ha nem vennénk figyelembe a félforma kor-
rekciot, az allitas nem lenne igaz. M = SU(2) esetén a H — S mezd projektiven
sem lapos ([LSz14, section 11.3]).

9.3. Kompakt szimmetrikus terek kvantalasa.

Ez a rész az [Sz17] cikk eredményeit tartalmazza.

Legyen (M™, g) egy kompakt, egyszeresen Gsszefiiggs, irreducibilis, Riemann
szimmetrikus tér. H**"" — S az adaptalt Kihler strukturik felhasznalasaval
kapott, a félforma korrekciot is figyelembe vevs, kvantum Hilbert mezd.

36. Tétel. (disz. Theorem 9.3.2, [Sz17, Theorem 0.1]) Tegyiik fel, hogy a
HForm — S Hilbert mezd projektiven lapos. Ekkor M izometrikus egy biinva-
rians metrikdval elldtott kompakt Lie csoporttal.

A 32. Tétel és a 36. Tétel kovetkezményeként kapjuk a disszertacié masodik
részének fGtételét:
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37. Tétel. (disz. Theorem 9.3.3, [Sz17, Corollary 0.2]) Legyen (M™,g) egy
kompakt, egyszeresen dsszefiiggd, irreducibilis, Riemann szimmetrikus tér. A
HForm 5 S kvantum Hilbert mezd projektiven lapos akkor és csak akkor, ha
M izometrikus egy biinvaridns metrikdval ellatott kompakt Lie csoporttal. Ez
utdbbi esetben a Hilbert mezd lapos. A kvantdlds tehdt pontosan a kompakt cso-
portsokasdgokon egyértelmi.

Nem ismert, hogy a nem projektiven lapos esetben van-e Hilbert nyalab
struktira a H*™™ — S Hilbert mezén.

A 36. Tétel bizonyitasanak 6 1épései a kovetkezdk. A csoport esetéhez hason-
l6an, a H**"™™ — S mez6n az analitikus struktira léte kovetkezik a 32. Tételbdl.
A (21) fiiggvények még ebben az esetben is expliciten kiszamolhatoak, a P, (s)
operatorok is skalaroperatorok, de a p, (s) fiiggvényeket megadé (20) integralo-
kat mar nem lehet expliciten kiszdmolni.

Ezért a kovetkezs modszerrel éliink. A p, (s) fiiggvényt kifejezd integral va-
16jaban csak a 7 =Im s mennyiségtsl fliigg. Mivel s a fels6 félsik egy pontja,
ezért 0 < 7. Megvizsgaljuk a p,(s)—t ado integral aszimptotikus viselkedését,
amint 7 — 0, ill. ha 7 — oo.

A nulldhoz tart6 aszimptotika kiszamolasahoz a Watson lemma egy tobbval-
tozés varidnsara van sziikség.

A 7 — oo aszimptotika meghatérozasaban azt hasznaljuk ki, hogy a (20)
integral alakjabol lathatoan itt (ha M = U/K) az integrandus fliggvény egyik
része egy K—gdmbfiiggvény. Mivel M kompakt, ezek a K—gtmbfiiggvények a
megszoritott gyokokhoz tartozo tobbvaltozos Jacobi-polinomoknak felelnek meg.
A kulcs észrevétel pedig az, hogy bar szdmolni nem kénnyt ezekkel a polinomok-
kal, az aszimptotikdhoz valé adalékukat megérteni mégsem reménytelen. Ezek a
Jacobi polinomok valéjaban exponencialis polinomok, ahol minden tag megfelel
az adott K —reprezentacioé egy sulyanak. A f6 adalékot ado tag éppen a fGsuly-
hoz tartozik. Még az ehhez a taghoz tartozé egyiitthatot is ismerjiik, ez az an.
Harish-Chandra c—fiiggvény, melyre a Gindikin-Karpelevi¢ formula ad explicit,
meglehetGsen bonyolult képletet a gamma fliggvény és a megszoritott gyokok
multiplicitdsainak segitségével.

Ha a H*°™ — S mez6 projektiven lapos, a 30. Tételbsl nyeriink egy Ossze-
fiiggést x, x’ kiilonb6z6 karakterekhez tartozo p,(s) és p,/(s) fiiggvények ko-
zOtt. Ebbe az Osszefiiggésbe betaplaljuk a 7 — 0, ill. ha 7 — oo aszimptotikat
és Osszehasonlitjuk az eredményt. Ebb6l az deriik ki, hogy az M —hez tarto-
76 megszoritott gyokrendszer csak nagyon specialis lehet. Pontosan olyan, mint
egy kompakt Lie csoportnak. Ebb&l mar kovetkezik, hogy a tér izometrikus kell
legyen egy kompakt Lie csoporttal.
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