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Ez a disszertáció két f® részb®l áll. Az els® részt öt fejezet alkotja, amelyek
egymástól függetlenül is olvashatóak. Az els® fejezetben egy bevezetés után a
gyakran használt fogalmakat gy¶jtöttük össze, új eredményt nem tartalmaz.
A második fejezet bizonyos Stein sokaságok szimmetriáit vizsgálja, az [Sz95]
cikken alapszik. A harmadik fejezetben kompakt, normális Riemann homogén
terek adaptált komplex struktúráját vizsgáljuk az [Sz98] cikk alapján. A ne-
gyedik fejezetben a geodetikus áramra nézve invariáns komplex struktúra (ill.
még általánosabban involutív struktúra) problémáját tanulmányozzuk. A feje-
zet két cikkb®l válogat. A 4.1 rész az [Sz99] cikk, míg a 4.2 rész az [Sz01] cikk
néhány eredményét tartalmazza. Az ötödik fejezetben két kapcsolódó problémát
tekintünk. Az 5.1 részben azt vizsgáljuk, hogyan lehet általánosítani Chevalley
kiterjesztési tételét Weyl csoport ekvivariáns leképezésekre. Ez a rész a Korányi
Ádámmal közös [KSz] cikk eredményeit tartalmazza. Az 5.2 részben hiperkäh-
ler metrikák létezését vizsgáljuk (ko)érint®nyalábokon. Ez a rész az Andrew
Dancerrel közös [DSz] cikken alapszik. A disszertáció teljes második részét a
geometriai kvantálás egyértelm¶ségi problémája motiválja. Az itteni fejezetek
egymásra épülnek. A 6.1 rész a Lempert Lászlóval közös [LSz12] cikken alapul.
A 6.2 rész egy bevezet®t tartalmaz a geometriai kvantálásról továbbá egy még
nem publikált cikk [Sz] néhány eredményét a 6.2.5 és 6.2.6 részben. A 7. és 8.
fejezet, továbbá a 9.1, 9.2 és 9.4 részek a Lempert Lászlóval közös [LSz14] cikk
f® eredményeit gy¶jti egybe. A 9.3 rész a [Sz17] cikk eredményeit tartalmazza.

1. Bevezetés

Az adaptált struktúra fogalma az, amely összeköti az ebben a disszertációban
tárgyalt különféle problémákat. Habár ezt a fogalmat el®ször az [LSz91] cikkben
de�niáltuk, a vele ekvivalens �Monge-Ampère modell� volt a Notre Dame egyete-
men írott PhD disszertációm témája. A PhD disszertációm eredményei (néhány
a PhD fokozat megszerzése után elért eredménnyel együtt) az [LSz91, Sz91] cik-
kekben lett publikálva, azonban ezek az eredmények az MTA doktora címért
írott disszertációmban is fontos szerepet játszanak, ezért ezeket is röviden is-
mertetjük az itt következ® bevezet®ben.

Legyen Xn egy n−dimenziós komplex sokaság és u : X → R egy kétszer
di�erenciálható pluriszubharmonikus függvény. u kielégíti a komplex homogén
Monge-Ampère egyenletet, ha

(∂∂u)n = 0, (1)

vagy, z1, . . . , zn lokális koordinátákban

det (∂2u/∂zj∂zk) = 0.

Amikor n = 1, a fenti egyenletek a ∆u = 0 Laplace egyenletre redukálódnak.
A Monge-Ampère egyenlet a Laplace egyenlet legtermészetesebb általánosítása
magasabb dimenziós komplex sokaságokra. Az egyenlet el®ször Bremermann
egy cikkében [Br] bukkant fel. Bedford áttekint® cikke [Bed] foglalja össze a
Monge-Ampère egyenletr®l azóta íródott szerteágazó munkákat.

Mi a következ® kérdéssel szeretnénk foglalkozni. Az (1) egyenlet egy u megol-
dása, méginkább maga X mennyire van meghatározva, ha u-ra bizonyos globális
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feltevéseket teszünk? Olyan u pluriszubharmonikus megoldásait tekintjük (1)-
nek, amely végtelenhez tart, amint z ∈ X divergál X−ben, pontosabban hogy
minden c ∈ R−re

{z ∈ X : u(z) ≤ c} kompakt. (2)

Ebben az esetben u−t az X egy kimerít®függvényének hívjuk. Kicsit általáno-
sabban korlátos kimerít®függvényeket is fogunk tekinteni, azaz amikor (2) csak
c < supu < ∞−re van megkövetelve. Ilyen általánosságban túl sok megoldás
létezik. Ha pl X = Y ×Z ahol Y kompakt és Z Stein, és v tetsz®leges sima plu-
riszubharmonikus függvény Z−n, akkor u(y, z) = v(z) megoldás lesz. Az ehhez
hasonló példákat elkerülend®, feltesszük, hogy X maga Stein sokaság.

Stein sokaságok a Cn−beli holomor�atartományok általánosításai. Rajtuk
b®ségesen találhatóak nemkonstans holomorf függvények, ezért a függvénytan
természetes objektumai. Stein sokaságok pontosan azok a komplex sokaságok,
amelyek beágyazhatóak valamely CN−be zárt komplex részsokaságként. Grau-
ert egy tétele szerint X Stein akkor és csak akkor, ha létezik egy τ : X → [0,∞)
szigorúan pluriszubharmonikus kimerít®függvény. Egy rögzített Stein sokaságon
rengeteg ilyen kimerít®függvény van. Természetes módon merül fel a kérdés,
hogy van-e valamilyen értelemben kanonikus ezek között? Esetleg ennek segít-
ségével egy adott X jellemezhet® is az összes Stein sokaság között. Az ilyenfajta
potenciális uniformizációs tétel azért is különösen érdekes lehet, mert n > 1
dimenzióban nincs konform leképezések alaptétele.

A matematikában gyakran el®fordul, hogy egy bizonyos di�erenciálegyenlet
globális megoldása lehet®vé teszi az alapsokaság klasszi�kációját. Ilyen eset pél-
dául ha a görbület konstans. Mi a Monge-Ampère egyenletet szeretnénk hasonló
ötlett®l vezérelve, Stein sokaságok klasszi�kációjára felhasználni. Kiderül azon-
ban ([LSz91, Theorem 1.1]), hogy az (1) egyenletnek nem lehet mindenütt sima
kimerít®függvény megoldása. Meg kell engednünk, hogy a megoldásnak valami
fajta szingularitása legyen. A szingularitáshalmaz (= M) Harvey és Wells [HW]
egy tétele szerint teljesen valós, tehát a valós dimenziója legfeljebb n lehet.

Stoll volt az els®, aki észrevette, hogy egy globális feltétel, szingularitás egy
típusa és a Monge-Ampère egyenlet egyértelm¶en jellemezhet egy komplex soka-
ságot, rajta az umegoldással. A [Sto] cikkében azt a szituációt tekintette, amikor
M egy pontra redukálódik, amely esetben a természetes el®írt szingularitás egy
logaritmikus pólus. Stoll belátta, hogy ebben az esetben X biholomorf Cn−el,
u ekvivalens lesz log ‖z‖2−el, τ = expu pedig ‖z‖2−el (l. még [Bu3, Wo]).

Kés®bb Patricio és Wong a másik extrém esetet tekintette, amikor a szin-
gularitási halmaz M egy n−valós dimenziós részsokaság. Ekkor a természetes
(minimális) szingularitás �négyzetgyök� típusú (cf. [PW]). Patricio és Wong azt
sejtették, hogy már maga M mint sima sokaság egyértelm¶en meghatározza
X−et és u−t (feltéve, hogy M di�eomorf egy kompakt 1-rangú szimmetrikus
térrel). A sejtést csak azon extra feltevés mellett tudták belátni, amikor az u
megoldás szinguláris viselkedésér®l precízebb információ ismert. Továbbá konst-
ruáltak is olyan X és u példákat, amikor M egy kompakt 1-rangú szimmetrikus
tér, illetve egy tórusz. Ezen kívül a [PW] cikk további fontos adaléka annak a
gazdag geometriának a leírása, amit az u megoldás meghatároz. Azt, hogy a
Monge-Ampère egyenlet minden megoldásához egy érdekes geometria rendelhe-
t®, el®ször Stoll és Burns vették észre.

További �négyzetgyök� szingularitási típusú példákat talált Lempert [L2].
Ezekben a példákban M egy hiperbolikus sokaság és u egy korlátos kimerít®-
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függvény.
Az [LSz91] cikk alapvet®en a következ® objektumokat vizsgálja: egy X Ste-

in sokaság, rajta egy nem korlátos u kimerít®függvény, mely kielégíti az (1)
egyenletet, négyzetgyök típusú szingularitása van az M sokaság mentén (az-
az u2 szigorúan pluriszubharmonikus) és dimRM=dimCX. u2−b®l egy Kähler
metrika keletkezik X−en, amely megszorítása M−re egy g Riemann metrikát
ad. [LSz91]-ben beláttuk, hogy M és g biholomor�zmus erejéig meghatározza
X−et és u−t ( u korlátos esetén is). Ha M egy kompakt 1-rangú szimmetrikus
tér, ez [PW] tétele. Az eredményt úgy is interpretálhatjuk, hogy X az (M, g)
Riemann sokaság kanonikus komplexi�káltja. X mint sima sokaság di�eomorf
TM -el. A TM−en így keletkez® komplex struktúra lesz a g−hez adaptált komp-
lex struktúra. [LSz91]-ben azt is beláttuk, hogy az adaptált komplex struktúrák
ekvivalensek az (1) egyenlet négyzetgyök szingularitású megoldásaival.

Guillemin és Stenzel ([GS1, GS2]) rokon problémákat tanulmányoztak. �k
Riemann sokaságok koérint®nyalábján dolgoztak. Jóllehet a formális de�nícióik
mások, mint a miénk, végül ugyanazt az X komplex sokaságot és u függvényt
kapják, mint mi [LSz91]-ben.

[LSz91]-ben azt is belátjuk, hogy ha u nemkorlátos, akkor g metszetgörbüle-
tei nemnegatívak. Ebb®l adódik, hogy ha M di�eomorf egy tórusszal, akkor X
és u csaknem egyértelm¶en meg vannak határozva, nem lehetnek mások, mint
a Patrizio és Wong által talált példák egyike.

Azonban Patrizio-Wong eredeti sejtése nem igaz. Létezik ([Sz91]) nem ek-
vivalens példáknak egy olyan 1-paraméteres családja, hogy a szingularitási hal-
maz mindig di�eomorf a két dimenziós gömbfelülettel. [Sz91]-ben olyan X, u
példákat is konstruáltunk (mind négyzetgyök típusú szingularitással), melyre u
nemkorlátos, M tetsz®leges rangú kompakt szimmetrikus tér, ill u korlátos, és
M tetsz®leges kompakt, valós-analítikus sokaság lehet.

Az adaptált komplex struktúra fogalmát a Riemann esetr®l kés®bb kiter-
jesztették(ük) Koszul konnexiókra ([Bi, Sz04]), Finsler metrikákra ([DK]), és
mágneses áramlásokra ([HK2]).

Azonban az is kiderült, hogy egy Riemann sokaság (klasszikus) adaptált
komplex struktúrája csak egyik tagja természetes Kähler struktúrák egy egész
családjának ([LSz12]). Ez az a család, ami respektálja TM szimmetriáit (a geo-
detikus áram ill �brumonkénti számmal való szorzás generálta). Ezt a családot
s ∈ C\R paraméterezi. Im s > 0 esetén pozitív, míg Im s < 0 esetén negatív
Kähler metrikát kapunk. Az így kapott Kähler struktúrák alkotják a �brumait
egy Y → C\R holomorf �brálásnak és a klasszikus adaptált komplex struktúra
az s = i feletti �brumnak felel meg. Ezt a �brálást ki lehet terjeszteni C-fölé, de
az R feletti �brumok nem Kähler, hanem ún valós polarizációt adnak. Ez elvezet
az adaptált polarizáció fogalmához, aminek az adaptált komplex struktúra csak
egy extrém példája.

A [FMMN1, FMMN2] cikkek Kähler struktúráknak egy 1-paraméteres csa-
ládját vizsgálják egy kompakt Lie csoport koérint®nyalábján. Ez a család egy
valós polarizációvá fajul, amint a paraméter→ 0. A szerz®k ezt a családot hasz-
nálva adják geometriai magyarázatát az ún. Bargman-Segal-Hall transzformált-
nak [Hal1, Hal2]. A cikkek maguk nem említik expliciten az adaptált komplex
struktúrákat, de a család amit vizsgálnak nem más, mint az általunk vizsgált
adaptált polarizációk családja megszorítva a képzetes tengelyre.

A disszertációban az adaptált Kähler struktúrák családja kapcsán vizsgáljuk
a geometriai kvantálás egyik alapkérdését, az egyértelm¶ség problémáját.
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A geometriai kvantálás a legegyszer¶bb szituációban egy M Riemann so-
kasághoz egy L → X Hermitikus vonalnyalábot és annak (bizonyos) szelései
alkotta H Hilbert teret rendel (H az ún. kvantum Hilbert tér). A Kähler kvan-
tálás esetén L egy holomorf Hermitikus vonalnyaláb lesz, H pedig az L holomorf
L2 szeléseinek tere. Gyakran az ismert, hogy hogyan konstruáljuk meg L−et, de
a konstrukció bizonyos választásokkal jár, vagyis valójában vonalnyaláboknak
egy egész Ls → Xs családjával és a nekik megfelel® Hs Hilbert terekkel van
dolgunk, ahol s ∈ S paraméterezi a lehetséges választásokat.

Az egyértelm¶ség problémája: Hs → Ht kanonikus (projektív) unitér leképe-
zések megtalálását jelenti, a különböz® s 6= t ∈ S paraméterekre. Ez a geometriai
kvantálás egy fundamentális problémája. Erre a problémára különböz® megol-
dások ismertek. Az els® a Stone-von Neumann tétel [St1, Ne1] jóval a geometriai
kvantálás feltalálása el®ttr®l származik. Minden olyan szituációban alkalmazha-
tó, amikor adott két Hilbert tér és mindkett®n a Heisenberg Lie algebra egy-egy
irreducibilis unitér reprezentációja. Ekkor egy skalár tényez® erejéig egyértelm¶
unitér leképezés létezik, ami kommutál a két reprezentációval.

Azonban a geometriai kvantálás produkálta Hilbert téren (az a�n tér kvantá-
lásától eltekintve) nincs ilyen reprezentáció. Ugyanakkor a geometriai kvantálás
ismeri az ún. Blattner-Kostant-Sternberg (BKS) [Bl1, Bl2, Ko] párosítás fogal-
mát, ami néha megadja a keresett unitér leképezést, de még viszonylag egyszer¶
esetekben sem mindig unitér [Ra2].

A '90-es évek elején Hitchin [Hi], Axelrod, Della Pietra és Witten [ADW]
olyan szituációt tekintettek, amikor a lehetséges s paraméterek egy S komplex
sokaságot alkottak. [Hi] és [ADW] azt javasolták, hogy tekintsük a Hs Hilbert
tereket, mint egy H → S Hilbert nyaláb �brumait, vezessünk be egy Hermiti-
kus konnexiót H−n és használjuk a párhuzamos eltolást a Hs és Ht �brumok
azonosítására. Ellen®rizend®, hogy hogyan függ a párhuzamos eltolás a válasz-
tott úttól s és t között, bizonyos esetekben kiszámolták a konnexió görbületét.
Kiderült, a görbület egy skalároperátor. Ezért [ADW, Hi] arra következtettek,
hogy a párhuzamos eltolás, skalár tényez® erejéig, független az úttól és meg-
adja a keresett Hs ≈ Ht azonosítást. Hitchin kompakt fázistereket kvantált,
Hilbert terei véges dimenziósak, bizonyításai matematikailag precízek. [ADW]
merészebb, nemkompakt s®t végtelen dimenziós tereket kvantál, ami végtelen
dimenziós Hilbert terekhez vagy még �rosszabbakhoz� vezet. A cikk matematikai
szempontból nem teljesen megalapozott.

Az általános szituáció a következ®. Legyen π : Y → S egy holomorf szub-
merzió π−1s = Ys ⊂ Y komplex részsokaság �brumokkal. Legyen ν egy olyan
sima forma Y−on, hogy minden s−re a megszorítás az Ys−ra egy térfogati for-
mát ad. Legyen (E, hE) → Y egy Hermitikus holomorf vektornyaláb. Legyen
Hs az E|Ys holomorf L2 szeléseinek Hilbert tere. L2 abban az értelemben, hogy∫
Ys
hE(u)ν <∞.
[ADW] kvantálási eljárása ennek egy nagyon speciális esetét adja. Ott az

(E|Ys, hE) vonalnyalábokat mind sima nyalábokat azonosíthatjuk és a HprQ
s

Hilbert tereket (az E|Ys nyaláb L2 szeléseinek tere) tekinthetjük úgy, mint a
HprQ → S triviális Hilbert nyaláb �brumait. Ez természetes módon megtehet®,
mert [ADW] nem használja a félforma korrekciót. HprQ → S minden �bru-
mában ül egy Hs altér és [ADW] kijelenti, hogy a Hs alterek egy H ⊂ HprQ

résznyalábot alkotnak. Azonban a cikk nem ad semmiféle támpontot arra vo-
natkozólag miért lenne ez igaz, vagy, hogy mit is kellene itt résznyaláb alatt
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érteni.
A�n szimplektikus terek kvantálásánál a fenti problémák orvosolhatóak:

vagy hivatkozunk Woodhouse könyvének [W, Section 9.9]-beli formuláira, vagy
Kirwin és Wu [KW] cikkére. Az els® a BKS párosításon alapszik, a második a
Bargmann�Segal transzformálton.

Az [ADW] cikkben szerepl®höz szorosan kapcsolódó konnexiót és annak pár-
huzamos eltolását tanulmányozzák az [FMMN1, FMMN2] cikkek. Ezekben a
szerz®k túlmennek az a�n tereken. Egy kompakt Lie csoport koérint®nyalábján
tekintenek polarizációknak egy 1-valós paraméteres családját. Az eredményül
kapott kvantum Hilbert terek nyalábján bevezetnek egy konnexiót, amelyhez
tartozó párhuzamos eltolást a Bargmann�Segal transzformált Hall féle általá-
nosítása [Hal1, Hal2] segítségével fejeznek ki. Mindez utólagosan igazolja a kon-
nexió de�nícióját, de az egyértelm¶ség problémájáról (ami [Hal2] óta nem volt
ismert) keveset mond.

Kétségtelenül nagyon szimpatikus az a felismerés, hogy a BKS párosítás, a
Bargmann-Segal és Fourier transzformációk interpretálhatóak párhuzamos elto-
lásként, igazolva [ADW]-t, de mindez kétségessé teszi a konnexió bevezetésének
eredeti célját. Ha mind a BKS párosítás, mind a Bargmann�Segal transzformált
már azonosítja a különböz® Hs Hilbert tereket, akkor miért próbáljunk egy kon-
nexiót de�niálni és vizsgálni annak párhuzamos eltolását? Másként fogalmazva
az [ADW] javasolta konnexió választ ad-e az egyértelm¶ség problémájára olyan
esetben, amikor a BKS párosítás nem unitér és nincs a Bargmann�Segal transz-
formálthoz hasonló explicit integráltranszformáció amit felhasználhatnánk? Ez
az a kérdés, amivel a disszertáció második részében foglalkozunk és részben
megválaszolunk.

Az itt található fejezetek jó része a fent vázolt általános szituációval foglal-
kozik: egy π : Y → S holomorf szubmerzió, egy E → Y Hermitikus holomorf
vektornyaláb és Hs az E|Ys holomorf L2−szeléseinek Hilbert tere. A Hs terek
egy p : H → S Hilbert mez®t alkotnak, ahol H egyszer¶en a {Hs}s∈S disz-
junkt unió, p pedig a természetes projekció. Azt kérdezzük, hogy ellátható-e H
egy Hilbert nyaláb struktúrával és ezen a nyalábon egy konnexióval, továbbá,
indukál-e ez a konnexió egy útfüggetlen párhuzamos eltolást? Vagyis meg sze-
retnénk érteni E−nek a π leképezésnél vett direkt képét. π−r®l nem tesszük
fel, hogy perfekt (kompakt ®se kompakt). Ha az lenne, Grauert tétele [Gr] meg-
adja a direkt kép holomorf struktúráját. Azonban a f® nehézséget számunkra
pont az jelenti, hogy a minket érdekl® esetekben π nem perfekt. Berndtsson
a [Be1, Be2, Be3] cikkekben már vizsgálta bizonyos nem perfekt direkt képek
görbületét, [Be4]ben egy meglep® alkalmazást is adva.

Hiábavaló lenne teljesen általános Y → S submerziót és E nyalábot tekinte-
ni. A Hs terek ugyanis általában nem alkotnak vektornyalábot. Mégis bizonyos
konstrukciók egész általános szituációkban is végrehajthatóak. Kedvez® esetek-
ben ezekb®l nyerjük azokat az objektumokat, amiket sima ill. analítikus Hilbert
mez®knek hívunk. Ezek a mez®k a konnexióval ellátott Hermitikus Hilbert nya-
lábok általánosításai, de annál jóval gyengébb fogalmat takarnak. Azonban a
görbület fogalma értelmes marad ezekre a mez®kre is. A 7. fejezet f® eredmé-
nyei szerint ha egy analítikus Hilbert mez® görbülete nulla, (vagy centrális),
akkor a mez® ekvivalens egy lapos (ill. projektíven lapos) konnexióval ellátott
Hermitikus Hilbert nyalábbal.

A 8. fejezetben a direktképeket tárgyaljuk. Az itt szerepl® konstrukció ked-
vez® esetekben egy sima ill. analítikus Hilbert mez® struktúrát ad a direktképen.
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Végül a 9. fejezetben visszatérünk a geometriai kvantálás egyértelm¶ségi
problémájára. A kvantáláshoz az adaptált Kähler struktúrák családját használ-
juk. A kvantálás egy direktkép problémára vezet. Sok esetben ez a direktkép egy
analítikus Hilbert mez® lesz. S®t csoportsokaságok esetén ez a Hilbert mez® la-
pos, azaz a parhuzamos eltolás azonosítja a különböz® kvantum Hilbert tereket,
a kvantálás tehát egyértelm¶. Az is kiderül, hogy a kompakt, irreducibilis, szim-
metrikus terek között pontosan a csoportsokaságok azok, amelyekre a kvantálás
egyértelm¶.

Az [ADW, Hi] cikkek kvantálási javaslatait kompakt, szimplektikus sokasá-
gok Kähler vagy majdnem Kähler kvantálására több szerz® is tárgyalja. Viña
[Viñ] az N fázistéren tekintette Kähler struktúrák egy bizonyos családját, kiszá-
molta az így kapott kvantum Hilbert tereken egy természetes módon de�niált
konnexió görbületét, azt találta, hogy általában ez nullától különböz®. Foth és
Uribe [FU] kicserélte az L → N el®kvantumnyalábot egy Lk magas hatványra
és kiszámolta az így adódó konnexió görbületét. Még a k →∞ szemiklasszikus
közelítésben sem tartott nullához a görbület. Charles [Char] azonban belátta,
hogyha a kvantálási sémába a félforma korrekciót is belevesszük, akkor a sze-
miklasszikus közelítésben a görbület már nullához tart.

EREDMÉNYEK:

2. Fejezet. Bizonyos Stein sokaságok automor�z-

musai

Ez a fejezet az [Sz95] cikk f® eredményeit tartalmazza. Egy (M, g) kompakt,
valós-analítikus Riemann sokaság izometriái és a T rM−en (0 < r ≤ ∞) indu-
kálódó adaptált komplex struktúra biholomor�zmusai közötti kapcsolatot vizs-
gáljuk. [LSz91, Theorem 5.6]-b®l tudjuk, hogy a

ρ : TM → R, ρ(v) := g(v, v)

függvény szigorúan pluriszubharmonikus, így egy κg Kähler metrika potenciál-
függvénye, ahol

κg(V,W ) = −i∂∂̄ρ(JV ∧W ), V,W ∈ Tz(TM)⊗ C, z ∈ T rM.

Mivel az adaptált komplex struktúra egyértelm¶ ([LSz91][Theorem 4.2] és
a de�níció invariáns g izometriáira, ezért minden ϕ : (M, g) → (M, g) izo-
metriára a ϕ∗ indukált leképezés egy biholomor�zmus. Mivel a ρ függvény is
nyilvánvalóan ϕ∗ invariáns, ezért ϕ∗ egy κg izometria is. Véges r esetén ez az
állítás megfordítható. Kicsit általánosabban a következ® tétel igaz.

1. Tétel (disz. Theorem 2.1.1, [Sz95, Theorem A]). Legyen (M, g) és (N,h)
két kompakt, n−dimenziós Riemann sokaság, és 0 < r, s <∞. Tegyük fel, hogy
az adaptált komplex struktúra létezik T rM -en ill. T sN -en. Jelölje κg és κh az
indukált Kähler metrikákat. Tegyük fel, hogy

Φ : (T rM,κg) −→ (T sN,κh)

egy biholomorf izometria. Ekkor szükségképpen r = s. Továbbá ha f := Φ|M ,
akkor az f leképezés M -et N -re képezi izometrikus módon és Φ ≡ f∗.

6

dc_1536_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



A bizonyítás a komplex homogén Monge-Ampère egyenletre vonatkozó
Bedford-Taylor [BT] minimum-elvet használja. Ebb®l a tételb®l származott az
ún merevségi probléma kérdése, azaz igaz marad-e a tételbeli állítás, ha Φ−r®l
csak azt tesszük fel, hogy biholomor�zmus. Ezt a kérdést egy sor cikkben
[Bu1, K1, K2, KM1, KM2] különféle módszereket használva vizsgálták, végül
Burns és Hind-nek [BH] sikerült megmutatni, hogy a kérdésre igen a válasz.

Egy gyenge topológiai feltevés melett az 1. Tétel r =∞ mellett is igaz.

2. Tétel (disz. Theorem 2.1.3, [Sz95, Theorem B]). Legyen (M, g) és (N,h) két
kompakt, n−dimenziós Riemann sokaság. Tegyük fel, hogy az adaptált komp-
lex struktúra létezik TM -en ill. TN -en. Jelölje κg és κh az indukált Kähler
metrikákat. Tegyük fel, hogy az els® kohomológia csoport H1(M,R) = 0, és

Φ : (T, κg) −→ (TN, κh)

egy biholomorf izometria. Ekkor a Φ leképezés M -et szükségképpen N -re képezi
di�eomorf módon. Legyen f := Φ|M . Ekkor f : (M, g) → (N,h) izometria és
Φ ≡ f∗.

Ebben a tételben (1. Tétellel ellentétben) lényeges feltétel, hogy Φ izometria,
a biholomor�zmus önmagában nem elég. Egy biholomor�zmus elmozgathatja a
nullaszelést, s®t a biholomor�zmusok csoportja, Aut(TM) lehet végtelen dimen-
ziós is, amit a következ® példa mutat.

3. Példa (disz. Example 2.5.1, [Sz95, Example 7.1]). Legyen Tn = S1×· · ·×S1

az n−dimenziós tórusz a szorzatmetrikával. Ekkor T (Tn), az adaptált komplex
struktúrával nem más, mint C∗n := C∗ × · · · ×C∗, ahol C∗ = C \ {0}. Ha most
n ≥ 2 és f ∈ O(C) tetsz®leges, akkor a

Φf : (C∗)n −→ (C∗)n

Φf : (z1, z2, z3, . . . , zn) 7−→ (ef(z1z2)z1, e
−f(z1z2)z2, z3, . . . , zn)

leképezés könnyen látható módon egy Aut(C∗n) elemet ad, különböz® f -ekhez
mást rendelve. Így Aut(T (Tn)) legalább akkora, mint O(C).

Valójában egy tórusz helyett vehettünk volna tetsz®leges K 6= S1 kompakt
Lie csoportot, Aut(KC)) ekkor is végtelen dimenziós lesz [Sz98, Corollary 2.6].
Ezzel szemben Mok [Mo] egy tételét felhasználva belátjuk, hogy

4. Tétel (disz. Theorem 2.1.2, [Sz95, Theorem 6.3]). Legyen (M, g) egy kompakt
Riemann sokaság. Legyen 0 < r < ∞. Tegyük fel, hogy az adaptált komplex
struktúra létezik T rM−en. Ekkor

(a) Aut(T rM) egy kompakt Lie csoport.
(b) Ha M irányítható, vagy az univerzális fed®je kompakt, akkor 0 < s <

S ≤ r esetén T sM és TSM nem biholomorfak.

[PW, Sz91]-b®l tudjuk, hogy az n-dimenziós gömbön a kerek metrika adap-
tált komplex struktúráját véve TSn biholomor lesz a

Qn = {(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1 | z2
1 + · · ·+ z2

n+1 = 1}.

a�n kúpszelettel. Sn izometriacsoportjának komplexi�káltja az O(n + 1,C)
komplex ortogonális csoport, természetes módon biholomor�zmusokkal hat Qn-
en. Ez általában is igaz:
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5. Tétel (disz. Theorem 2.1.4, [Sz95, Theorem C]). Legyen (M, g) egy kompakt,
n−dimenziós Riemann sokaság. Tegyük fel, hogy az adaptált komplex struktúra
létezik TM -en. Jelölje G az (M, g) sokaság izometria csoportját. Tekintsük G-
t, mint egy transzformáció csoportot TM -en, az indukált csoporthatásra nézve.
Ekkor ez a G−hatás kiterjed a GC komplexi�kált csoportnak egy csaknem e�ektív
holomorf hatásává.

3. Fejezet. Kompakt, normális Riemann homogén

terek

Ez a fejezet az [Sz98] cikk f® eredményét tartalmazza. Emlékeztet®ül idézzük
vissza, hogy egyM sokaságon vett g Riemann metrikát egész típusúnak hívunk,
ha az adaptált komplex struktúrája az egész TM -en de�niálható. Ilyenek: az
euklideszi tér a lapos metrikával, a kompakt Riemann szimmetrikus terek (az
1-rangú eset [PW], az általános eset: [Sz95, Theorem 2.5]), forgásfelületek egy
bizonyos egyparaméteres családja [Sz91, Theorem 2.6]. Egész metrikát kapunk
fedésnél illetve ilyen metrikák direktszorzatánál. Sokáig nem is volt más példa.

Legyen K egy kompakt Lie csoport, L egy zárt részcsoportja. Legyen g egy
biinvariáns metrika K−n és M := K/L. g indukál egy gM metrikát M−en, ez
a normális Riemann homogén metrika.

A fejezet f® eredménye a következ® tétel.

6. Tétel (disz. Theorem 3.1.1, [Sz98, Theorem 2.2]). Minden kompakt, Riemann
normális homogén metrika egész típusú.

A bizonyítás ennél többet ad. Valójában azt bizonyítjuk be, hogy megadható
egy természetes di�eomor�zmus TM és KC/LC között, mely leképezéssel olyan
komplex struktúrát nyerünk TM−en, ami a normális metrikához adaptált. A
bizonyítás felhasználja a KC/LC homogén térr®l szóló Mostow felbontási tételt,
illetve azt, hogy minden kompakt Lie csoport beágyazható megfelel®en nagy
méret¶ unitér mátrixok csoportjába.

Kes®bb Aguilarnak [Ag1] a szimplektikus redukció módszerét használva si-
került más egész típusú metrikákat konstruálnia. További példát azonban azóta
sem sikerült találnia senkinek sem. Gömbökön az ellipszoidok ([Ag2]), a Lio-
uville metrikák ([Ag3]), a Zoll metrikák [BL] és S3 = SU(2)-n a balinvariáns
metrikák([ABI] között is csak a kerek metrika ill. a már ismert Berger metrika
lesz egész.

4. Fejezet. A geodetikus áramra invariáns involu-

tív struktúrák

Egy X sima sokaságon egy involutív struktúra nem más, mint az X komple-
xi�kált érint®nyalábjának olyan V komplex résznyalábja, melyre teljesül, hogy
V -nek minden (lokális) Z1, Z2 szelésére a [Z1, Z2] Lie zárójel is V -nek egy (lo-
kális) szelése lesz. Ez a fogalom közös természetes általánosítása a komplex ill.
CR struktúráknak és a fóliázásoknak ([BCH, Tr, HJ, J, Mez, Le]). A geometri-
ai kvantálásban egy speciális involutív struktúra, az ún. (nemnegatív) komplex
polarizáció játszik fontos szerepet ([W]).
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Ebben a fejezetben olyan involutív struktúrákat vizsgálunk, amelyek egy
kompakt szimmetrikus tér érint®nyalábjának egy nyílt részén vannak értelmez-
ve és invariánsak a normalizált geodetikus áramra. Ezek a struktúrák az adap-
tált komplex struktúrának egy alkalmas 1-paraméteres di�eomor�zmus család
alkalmazásával kapott limeszeként állnak el®.

Ha a tér rangja 1, ez a limesz egy igazi komplex struktúrát ad. A magasabb
rangú esetben egy bonyolultabb szerkezet¶ involutív struktúra keletkezik. A két
esetet szétválasztva vizsgáljuk. A fejezet els® része az 1-rangú esetet tartalmazza.

Egy sokaság kilyukasztott érint®nyalábján (�TM), a nulla szelés komplemen-
terét értjük.

Φε(v) := ε exp(‖ v ‖) v

‖v‖
. (3)

Legyen (M, g) egy Riemann sokaság, s > 0 p ∈ M , z ∈ TpM . Nsz := sz,
Rz(.) = R(., z)z a Jacobi (vagy görbületi operátor), ahol R a görbületi tenzor.
Az R̂z : TpM → TpM operátort a

R̂z(X) = g(X, z)z +R(X, z)z (4)

formula de�niálja. TM−en ϑ(ξ) := g(π∗ξ, z) a kanonikus 1−forma, ω := −dϑ
a kanonikus szimplektikus forma. ωC az ω komplexi�káltja. ϕ(v) :=

√
g(v, v).

A ϕ−hez tartozó Hamilton vektormez® ξϕ, amelynek árama ψt a normalizált
geodetikus áram.

4.1. Az 1-rangú eset

A fejezetnek ez a része az [Sz99] cikk eredményeit tartalmazza.
A fejezet ezen els® felének f® célja, hogy egy kompakt 1-rangú szimmetrikus

tér érint®nyalábján két különböz® konstrukcióból származó komplex struktúra
közötti kapcsolatot feltárja. Az egyik a JA adaptált komplex struktúra, a másik
JS , ami csak a kilyukasztott (ko)érint®nyalábon és csak nagyon speciális metrika
esetén létezik. Ezen komplex struktúrák története a következ®.

Souriau [So2] azonosította a regularizált Kepler sokaságot a �T∗Sn térrel, ahol
Sn az n−dimenziós gömbfelület. Souriau ebben a cikkében azt is megmutatta,
hogy ez a tér di�eomorf a Q \ {0} komplex sokasággal, ahol Q0 = {z ∈ Cn+1 |∑n+1
j=1 z

2
j = 0}. Ezért �T∗Sn örököl egy természetes JS komplex struktúrát.

Kés®bb Rawnsley [Ra1] vette észre, hogy erre a komplex struktúrára nézve
a normafüggvény szigorúan pluriszubharmonikus, a bel®le nyert Kähler metrika
Kähler formája megegyezik a koérint®nyaláb kanonikus szimplektikus formájá-
val, továbbá a komplex struktúra invariáns lesz a normalizált geodetikus áram-
ra. Ezeket a tulajdonságokat használva vizsgálta gömbökön a geodetikus áram
kvantálását [Ra2].

Ezután Furutani és Tanaka [FT] de�niált egy Kähler struktúrát a komp-
lex, ill. kvaternió projektív terek kilyukasztott koérint®nyalábján. Ez a Kähler
struktúra szintén invariáns a normalizált geodetikus áramra. Ezt kihasználva
tárgyalta Furutani és Yoshizawa [FY] a komplex, ill. kvaternió projektív terek
geodetikus áramának kvantálását. Furutani és Tanaka megközelítése Lie elmé-
leti és mátrixokat használ. Ezeknek a struktúráknak Ii és Morikawa [IM] egy
geometriailag jobban kezelhet® leírását adta. Mi is ezt a leírást használva egy-
ségesen tárgyaljuk az összes 1−rangú kompakt szimmetrikus teret, a Cayley
projektív síkot is tekintve.
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Ha (M, g) egy kompakt, 1−rangú, Riemann szimmetrikus tér, akkor 0 6= z
esetén az Rz görbületi operátor pozitív szemide�nit, R̂z (l. (4)) pedig pozitív
de�nit. Legyen Tz(TM) = Hz + Vz a z pontban az érint®tér direktfelbontása
horizontális és vertikális alterekre. Megmutatjuk, hogy ebben a felbontásban a

J0 :=

 0 −
(√

R̂z

)−1√
R̂z 0

 (5)

formula egy majdnem komplex struktúrát de�niál a �TM sokaságon, mely gömb
esetén megegyezik a Souriau [So2] ill. Rawnsley [Ra1] de�niálta komplex struk-
túrával, komplex vagy kvaternió projektív tér esetén pedig a Furutani-Tanaka,
Ii-Morikawa [FT, IM] tanulmányozta komplex struktúrával.

7. Tétel. (disz. Theorem 4.1.1, [Sz99, Theorem 3.2]) Legyen (M, g) egy kom-
pakt, 1�rangú Riemann szimmetrikus tér. JA az adaptált komplex struktúra meg-
szorítása �TM−re. Ekkor

∃ lim
ε→0

(Φε)∗JA = J0.

A normalizált geodetikus áram és az Ns, s > 0 leképezések J0 biholomor�zmusok.

4.2. Magasabb rangú eset

A fejezetnek ez a része az [Sz01] cikk néhány eredményét tartalmazza. A 7. Tételt
szeretnénk általánosítani. Legyen (Mn, g) egy kompakt Riemann szimmetrikus
tér, z ∈ TmM . Ekkor a (4)-beli R̂z módosított görbületi operátor csak pozitív
szemide�nit, a magja nem triviális. Ezért az (5) formulának nincs értelme, a
J0 komplex struktúrának nem létezik (közvetlen) analogonja. Ha ez nem is, az
(1,0) vektorok nyalábja itt is értelmes.

Az

Ez := {XH
z − i(

√
R̂zX)Vz : X ∈ TmM ⊗ C} < Tz(TM)⊗ C (6)

alterek egy E → �TM , folytonos, n−rangú komplex vektornyalábot alkotnak (itt
a XV

z ill XV
z szimbólumok egy X vektor z-pontba vett horizontális ill vertikális

felemeltjét jelentik).
A (3) de�niálta di�eomor�zmust használva, a 7. Tétel analogonját kapjuk.

8. Tétel. (disz. Theorem 4.2.2, [Sz01, Theorem 3.1]) Legyen (M, g) egy kom-
pakt, Riemann szimmetrikus tér. TM−en vegyük a g adaptált komplex struktú-
ráját. Ekkor

lim
ε→0

(Φε)∗(T
1,0 �TM) = E .

Az 1−rangú esetben ez a nyaláb az (5)-beli J0 komplex struktúra (1,0) típu-
sú érint®vektorainak a nyalábja. A magasabb rangú esetben E nem lesz sima,
�TM−en egy ún. rétegezettségi struktúrát ad. Ez annak a következménye, hogy
a dimC Eq ∩Eq dimenzió pontról pontra változik �TM−ben. Azon részhalmazok,
ahol ez a dimenzió állandó, alkotják a rétegeket. Azon pontok halmaza, ahol ez
a dimenzió a legkisebb, egy nyílt és s¶r¶ részhalmaza �TM−nek, ez a maximális
dimenziójú réteg. E egy rétegre megszorítva egy integrálható Cauchy-Riemann
(=CR) struktúrát de�niál. Ez a CR struktúra szoros kapcsolatban van kom-
pakt Lie csoportok adjungált orbitjainak komplex struktúráival. Err®l szól a
disszertáció 4.2.3 szakasza.

A fejezet f® eredménye a következ® tétel.
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9. Tétel. (disz. Theorem 4.2.11, [Sz01, Theorem 6.1]) Legyen (M, g) egy kom-
pakt, Riemann szimmetrikus tér. Ekkor az E → �TM nyaláb Ns és ψt, invariáns,
ahol s > 0, t ∈ R. Az Ez �brumok ωC−Lagrange alterek Tz(TM) ⊗ C−ben és
−iωC(α, α) ≥ 0 minden α ∈ Ez−re. E egy rétegezését adja �TM−nek. E megszo-
rítása egy tetsz®leges rétegre valós-analítikus és involutív. dimCE ∩ E állandó a
rétegeken, a nyílt s¶r¶ rétegen = l − 1, ahol l az M rangja.

A geometriai kvantálás nyelvére ([W]) lefordítva a tétel azt mondja, hogy az
E|D nyaláb egy nemnegatív komplex polarizációja (D,ω)−nak és ez a polarizá-
ció invariáns a normalizált geodetikus áramra nézve.

A magasabb rangú esetekben a skálázási módszerrel (a (3)-hoz hasonló 1-
paraméteres di�eomor�zmus családdal, természetes feltételek mellett) nem kap-
ható a normalizált geodetikus áramra invariáns igazi komplex struktúra a CR
struktúra helyett (disz. Theorem 4.2.13= [Sz01, Theorem 7.1]).

5. Fejezet. Weyl csoport ekvivariáns leképezések

és hiperkähler metrikák

5.1. Weyl csoport ekvivariáns leképezések

A fejezetnek ez a része a Korányi Ádámmal közös [KSz] cikk eredményeit tar-
talmazza. A szimmetrikus terek elméletében alapvet® szerepet játszik Chevalley
kiterjesztési tétele ([He, 299, ill 340. old.] ): legyen g egy valós, féligegyszer¶,
nemkompakt típusú Lie algebra, θ egy Cartan involúció, g = k+p eqy neki megfe-
lel® Cartan felbontás, a ⊂ p egy maximális Abel altér. Ha most G egy összefügg®
g Lie algebrájú Lie csoport és ennek K a k Lie algebrához tartozó részcsoportja,
akkor K hat p−n (az adjungált reprezentációval), a W Weyl csoport pedig hat
a−n. A kiterjesztési tétel azt állítja, hogy minden a−n adott W−invariáns poli-
nom egyértelm¶ módon kiterjed egy p−n értelmezett K−invariáns polinommá.

A tételt Dadok ([Da]) kiterjesztette polinomokról C∞ függvényekre. A valós-
analítikus változat szintén igaz, l. pld. [He, 295.old]. Természetes kérdés, vajon
analóg eredmények igazak-e W−ekvivariáns leképezésekre. Kiderül, hogy mind
a 3 kategóriában (polinomiális, C∞, Cω) igaz a kiterjesztési tétel. Valójában a
bizonyítás egy tekintélyes része, jóllehet kicsit indirekt formában megtalálható
Solomon [Sol] és Michor [Mi1, Mi2] cikkeiben.

10. Tétel. (disz. Theorem 5.1.1, [KSz, Theorem 0.1]) Legyen g egy valós félig-
egyszer¶ Lie algebra, g = k + p egy Cartan felbontása és a ⊂ p egy maximális
Abel altér. Legyen K az Int(g)−nek k Lie algebrához tartozó Lie részcsoportja
és W a Weyl csoport. Ekkor minden W− ekvivariáns polinomiális (C∞, ill Cω)
a → a leképezés kiterjed egy K− ekvivariáns p → p polinomiális (C∞, ill Cω)
leképezéssé. A kiterjesztés egyértelm¶.

Ezt a kiterjesztési tételt a Dancerrel a hiperkähler metrikákról írott [DSz]]
cikkünk inspirálta (disz. section 5.2). Ott ugyanis a metrika konstruálásához
be kellett látni, hogy (klasszikus típusú) kompakt, Hermitikus szimmetrikus te-
rek érint®nyalábján egy bizonyos �brumtartó, megfelel® csoportra ekvivariáns
leképezés sima. Ezt Andrew Dancerrel csak úgy tudtuk megtenni, hogy felhasz-
náltuk a szimmetrikus terek klasszi�kációs tételét és minden itt fellép® tér esetén
ellen®riztük a simaságot. A 10. Tételb®l ez a simaság rögtön következik (l. disz.
Proposition 5.2.8). A 10.Tétel egy további következménye
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11. Következmény. (disz. Corollary 5.1.2, [KSz, Corollary 0.2]) Legyen (M, g)
egy kompakt, vagy nemkompakt típusú Riemann szimmetrikus tér, m0 ∈ M ,
a ⊂ Tm0

M maximális Abel altér és W a Weyl csoport. Ekkor minden ϕ : a→ a,
W−ekvivariáns C∞ (Cω) leképezés kiterjed, méghozzá egyértelm¶ módon egy
Φ : TM → TM izometriacsoport ekvivariáns leképezéssé. Φ egy (C∞, vagy Cω)
di�eomor�zmus akkor és csak akkor, ha ϕ az.

A 10. Tétel rögtön egy további problémát vet fel: hogyan lehet leírni egy
tetsz®leges K− ekvivariáns p → p leképezést? Nevezzünk egy ilyen leképezést
radiálisnak, ha létezik olyan a ⊂ p maximális Abel altér, melyet az F önmagába
visz. Mivel K tranzitívan hat az ilyen a-k halmazán, egy radiális leképezés p-
nek minden a maximális Abel alterét önmagába viszi. Hívjuk g−t Hermitikus
típusúnak, ha p−n van K−invariáns komplex vektortér struktúra (azaz a neki
megfelel® szimmetrikus tér Hermitikus) és legyen g egyszer¶.

12. Tétel (disz. Theorem 5.1.3, [KSz, Theorem 0.3]). Legyen F : p → p egy
K−ekvivariáns polinomiális (C∞, Cω ) leképezés. Ha g nem Hermitikus típusú,
akkor F radiális. Legyen g Hermitikus típusú. Ha Fj : p→ p, j = 1, 2 tetsz®leges
K−ekvivariáns radiális polinomiális (C∞, Cω ) leképezések, akkor F = F1 +
IF2 is egy K−ekvivariáns radiális polinomiális (C∞, Cω ) leképezés. Minden
K−ekvivariáns radiális polinomiális (C∞, Cω ) p → p leképezés megkapható
ilyen módon.

5.2. Hiperkähler struktúrák

A fejezetnek ez a része az Andrew Dancerrel közös [DSz] cikk eredményeit tar-
talmazza.

Egy X sokaságot hiperkomplexnek hívnak, ha van rajta két komplex struk-
túra, melyek majdnem komplex tenzora I ill J antikommutál azaz IJ = −JI.
Ekkor K := IJ is egy integrálható majdnem komplex struktúra lesz, s®t így ka-
punk komplex struktúráknak egy egész seregét. Minden (x, y, z) ∈ R3-ra, melyre
x2 + y2 + z2 = 1, az xI + yJ + zK is egy integrálható majdnem komplex struk-
túra. Ha X-en egy g Riemann metrika is adott, mely Kähler I-re is és J-re is,
akkor X-et hiperkählernek nevezik. Ekkor g Kähler lesz mindegyik xI+yJ+zK
komplex struktúrára nézve. Egy (X4n, g) Riemann sokaság pontosan akkor hi-
perkähler, ha a holonómiacsoportja Sp(n)-ben van. Ezek a sokaságok fontosak
többek között azért, mert egy ilyen metrika automatikusan Ricci lapos. Ezek a
Riemann sokaságok mint lehetséges új geometriák, el®ször Bergernek [Ber] a ho-
lonómiacsoportok osztályozásánál bukkantak fel. Az els® példákat Eguchi and
Hanson [EH] konstruálta T ∗CP 1−en, majd Calabi [C] T ∗CPn−en és Burns
[Bu2] a twistor konstrukciót használva T ∗M−en, ahol M egy kompakt, Her-
mitikus szimmetrikus tér. További fontos nemkompakt példák: az ALE terek,
gravitációs instantonok, mérceelméleti egyenletek megoldásainak modulusterei
Nakajima tegez varietásai.

HaM egy komplex sokaság, akkor T ∗M -en is indukálódik egy komplex struk-
túra. Ha M−en még egy g Riemann metrika is adott, ennek segítségével azo-
nosítani tudjuk T ∗M -et TM−el. Legyen I az így T ∗M -b®l kapott komplex
struktúra TM−en.

Ha g adaptált komplex struktúrája (legyen ez J) szintén létezik az egész TM -
en, természetesen adódik a kérdés, hogy generálnak-e együtt egy hiperkomplex(-
kähler) struktúrát X = TM -en?
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A nullaszelés mentén I és J valóban antikommutál (mindig), de már a komp-
lex projektív terek (a kanonikus Kähler metrikával) esetében sem antikommutál-
nak a nullaszelésen kívül. Ezért olyan φ : TM → TM di�eomor�zmust keresünk,
melyre (φ∗J)I = −Iφ∗J . Ez az ötlet kompakt, klasszikus típusú Hermitikus
szimmetrikus (M, g) terek esetén m¶ködik. Ha φ-t az izometriacsoportra nézve
ekvivariánsnak keressük, melyr®l még feltesszük, hogy egy adott Weyl kamrát
önmagára képez, akkor kiderül, hogy ilyen φ létezik, méghozzá egy pozitív kons-
tans erejéig egyértelm¶en.

Legyen M = U/K egy klasszikus típusú kompakt, irreducibilis, Hermiti-
kus szimmetrikus tér. u = k + p∗ Cartan felbontással, ahol u és k az U ill. K
Lie algebrája és p∗ egy AdK invariáns komplementuma k−nak. Egy m pontot
rögzítve U/K−ban, p∗−ot azonosíthatjuk TmM−el. Legyen hp∗ egy maximális
Abel altér p∗−ban.

13. Tétel. (Disz. Theorem 5.2.7, [DSz, Theorem 3.3] Létezik hp∗−ban egy alkal-
mas ortonormált bázis e1, . . . , er a következ® tulajdonsággal. Legyen φ : TM →
TM egy U−ekvivariáns di�eomor�zmus mely minden hp∗−beli nyílt Weyl kam-
rát önmagára képez. Ekkor φ∗J antikommutál I−vel pontosan akkor, ha van
olyan s > 0, hogy

φ(

r∑
j=1

λjej) =
1

2

r∑
j=1

sinh−1(sλj)ej , (7)

Geatti és Iannuzzi a [GI] cikkükben a φ di�eomor�zmust használva tárgyalja
a nemkompakt Hermitikus szimmetrikus terek esetét.

A 11. Következmény miatt egy (7) alakú φ : hp∗ → hp∗ di�eomor�zmus
kiterjed egy U−ekvivariáns valós-analítikus TM → TM di�eomor�zmussá. Egy
ilyen φ leképezéssel a φ∗J és I generálta hiperkomplex struktúrához létezik egy
g Riemann metrika, mely I−re és φ∗J−re vonatkozóan is Kähler. Így kapjuk

14. Tétel. (disz. Theorem 5.2.1, [DSz, Theorem 3.4]) Legyen (M = U/K, g)
egy klasszikus típusú, kompakt, irreducibilis, Hermitikus szimmetrikus tér. Ekkor
TM -en létezik egy U−invariáns hiperkähler metrika.

A tételünk Burns [Bu2] eredményére ad új bizonyítást az akst használva.
Biquart és Gauduchon [BG] a szimplektikus redukció módszerével adott egy
újabb bizonyítást erre a tételre.

6. Fejezet. Adaptált komplex struktúrák és geo-

metriai kvantálás

6.1. Adaptált komplex struktúrák új megvilágításban

Ez a rész a Lempert lászlóval közös [LSz12] cikk eredményeit tartalmazza. Le-
gyen (M, g) egy kompakt Riemann sokaság. Az N fázistér legyen az x : R→M
paraméterezett geodetikusok tere. TxN elemei azonosíthatóak az x menti Jacobi
mez®kkel. Tetsz®leges t0 ∈ R egy N 3 x 7→ ẋ(t0) ∈ TM di�eomor�zmust indu-
kál és a kanonikus szimplektikus forma visszahúzottja TM ≈ T ∗M−r®l N−re
nem függ t0−tól, legyen ez ω. Ha ξ, η ∈ TxN Jacobi mez®k, akkor

ω(ξ, η) = g(ξ(t), η′(t))− g(η(t), ξ′(t)), minden t ∈ R, (8)

13

dc_1536_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



ahol ′ jelöli a Levi-Civita kovariáns deriváltat. x ∈ N−re legyen L(x) = g(ẋ, ẋ).
Minden q ∈ M pontot azonosítsunk az ≡ q konstans geodetikussal. Így M−et
azonosítottuk az N−beli nulla sebesség¶ geodetikusokkal. A t 7→ a+bt, a, b ∈ R
átparaméterezések hatnak N−en, ezzel az A a�n átparaméterezések Lie félcso-
portjának egy jobb hatását kapjuk N−en. Ha r ∈ [0,∞), legyen Ar ⊂ A azon
a + bt elemek halmaza, amelyekre |b| ≤ r. Ar egy Lie részfélcsoport, ha r ≤ 1.
Legyen X ⊂ N egy A1�invariáns nyílt részhalmaz.

15. De�níció. Ha adott egy komplex sokaság struktúra A1−en, akkor X−en
egy komplex struktúrát adaptáltnak hívunk, ha minden x ∈ X−re az A1 3 σ 7→
xσ ∈ X orbit leképezés holomorf.

Ha X−en van adaptált komplex struktúra, akkor A1− komplex struktúrája
balinvariáns kell legyen (disz. Theorem 6.1.2). A1−en a balinvariáns komplex
struktúrákat C\R paraméterezi a következ® módon. Minden σ ∈ A kiterjed
C−nek egy a�n leképezésévé. Rögzített s ∈ C\R−re legyen I(s) az a visszahú-
zott komplex struktúra, amit C−b®l az A1 3 σ 7→ σs ∈ C leképezéssel kapunk.
I(s) balinvariáns lesz és A1−en minden balinvariáns komplex struktúra ilyen
(disz. sect. 6.1.2)

16. Tétel. (disz. Theorem 6.1.4, 6.1.6 [LSz12, Theorem 2 and Corollary 3])
(a) Ha az A1−invariáns X ⊂ N nyílt részhalmazon van (A1, I(s))−hez adaptált
komplex struktúra, akkor ez egyértelm¶. Jelölje ezt J(s). Ha csak egyetlen s0 ∈
C\R−re létezik J(s0), akkor J(s) is létezik minden s ∈ C\R−re. Ha ∂s, ∂s jelöli
az ezen struktúrára vett komplex parciális deriváltakat, akkor iω = (Im s)∂s∂sL
az X halmazon. Speciálisan ω egy pozitív vagy negatív (1, 1) forma, az Im s
el®jelének megfelel®en.

(b) HaM valós-analítikus, akkor létezik egy A1−invariáns X nyílt környezete
M ⊂ N−nek, hogy XA1/|Im s|−en van (A1, I(s))−hez adaptált J(s) komplex
struktúra minden s ∈ C\R−re.

A tételben szerepl® adaptált komplex struktúrák egy közös holomorf �brá-
lássá állnak össze:

17. Tétel. (disz. Theorem 6.1.11, [LSz12, Theorem 5]) Tegyük fel, hogy az
A1−invariáns X ⊂ N nyílt részhalmazon van I(i)−hez adaptált komplex struk-
túra. Akkor a

Z = {(s, x) ∈ (C\R)×N : x ∈ XΣ1/|Im s|}

halmazon létezik egy egyértelm¶ komplex struktúra, amelynek a megszorítása egy
{s}×XΣ1/|Im s| �brumra az I(s)−hez lesz adaptált és minden x ∈ N−re az s 7→
(s, x) ∈ Z leképezés holomorf ott, ahol de�niálva van. A pr : (C \ R)×N → N ,
projekcióval ω̃ := pr∗ω−ra

iω̃ = ∂∂(L Im s) a Z halmazon. (9)

(Itt LIm s az (s, x) 7→ L(x)Im s függvényt jelenti.) Végül ha X−en a J(i)
(I(i)−hez adaptált) komplex struktúrát vesszük, akkor a

Z 3 (s, x) 7→ (s, xσ) ∈ (C\R)×X, ahol σi = s, (10)

leképezés biholomor�zmus. Speciálisan Z 3 (s, x) 7→ s ∈ C holomorf.
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6.2. Geometriai kvantálás

Legyen az (Mm, g) kompakt Riemann sokaság egy mechanikai rendszer klasszi-
kus kon�gurációs tere, ahol a metrika felel meg a kinetikus energia kétszeresé-
nek. Ezen rendszer geometriai kvantálásán, Kostant és Souriau receptje alapján
([Ko, So, Wo] a következ®t értjük. Els®ként vesszük az N fázisteret, ami gyakran
N = TM ≈ T ∗M , de esetünkben jobb választás N−et az M paraméterezett
geodetikusainak tekinteni. Bármelyik konkrét realizációt is választva N termé-
szetes módon egy szimplektikus sokaság lesz, ahol az ω egy egzakt szimplektikus
forma N−en (egy megfelel® valós a 1−formára -ω = da).

Majd veszünk egy E → N Hermitikus vonalnyalábot ellátva egy metri-
kus konnexióval, melynek görbülete −iω (ez az ún. el®kvantum nyaláb). Ha
M egyszeresen összefügg®, akkor ez a nyaláb egyértelm¶. Mivel ω egzakt, az
E = N × C → N nyaláb a triviális �brum-metrikával ellátva minden esetben
választható. Így az E szelései ψ : N → C függvények lesznek, a konnexiót pe-
dig a ∇ζψ = ζψ + ia(ζ)ψ formula de�niálja. ωm/m! egy térfogati formát ad
N−en. A keresett kvantum Hilbert tér els® jelöltje HprQ az E vonalnyaláb L2

szeléseinek Hilbert tere.
Bizonyos �zikai elvek miatt ez a Hilbert tér túlságosan nagy, ezért a kvantálá-

si eljárást módosítani kell. Ezt a célt szolgálja N−en egy polarizáció választása.
Egy természetes ilyen választás egy olyan komplex struktúra megadása N−en,
amelyre nézve ω egy Kähler forma. Ebben az esetben az E vonalnyalábon is in-
dukálódik egy holomorf struktúra. Ennek segítségével úgy csökkentjükHprQ−et,
hogy a H kvantum Hilbert térnek az E nyaláb holomorf L2 szeléseinek Hilbert
terét választjuk.

Gyakran szükség van ennek a konstrukciónak további kis módosítására, az
ún. félforma korrekcióra, mely a következ®t jelenti. Tegyük fel, hogy κ egy négy-
zetgyöke a KN kanonikus nyalábnak (azaz κ⊗κ ' KN ). Ekkor a Hkorr korrigált
kvantum-Hilbert tér az E ⊗ κ nyaláb holomorf L2 szeléseib®l áll.

Bizonyos szituációkban N−en létezik komplex struktúráknak egy egész csa-
ládja (melyet egy S halmaz paraméterez). Ekkor a Hs (Hkorr

s ) kvantum Hil-
bert terek is függenek az N−en választott Kähler struktúrától. A geometriai
kvantálás egyik alapkérdése az egyértelm¶ség: a különbözö választásokkal ka-
pott kvantum-Hilbert terek kanonikusan azonosíthatóak-e? Ezt a kérdést sokan,
sokféle néz®pontból vizsgálták. ([ADW, Bl1, Bl2, Char, FMMN1, FMMN2, FU,
Hal1, Hal2, Hi, KW, Ko, Ra2, Viñ].

Az 1990'es évek elején Hitchin [Hi], Axelrod, Della Pietra és Witten [ADW]
azt javasolták, hogy abban az esetben, amikor maga az S halmaz is egy komplex
sokaság, �tekintsük� a Hs Hilbert tereket, mint egy H → S Hilbert nyaláb �bru-
mait. Ha ezen a nyalábon még egy Hermitikus konnexiót is sikerül (természetes
módon) találni, akkor ennek párhuzamos eltolása a Hs Hilbert terek kanonikus
unitér azonosítását adja. A disszertáció második részét az egyértelm¶ség kérdése
inspirálta. Az egyértelm¶séget az adaptált komplex struktúrák családjára nézve
vizsgáljuk.

A félformával nem korrigált esetben [ADW] azt is javasolja, hogy tekintsük a
Hs családot a HprQ×S → S triviális Hilbert nyaláb H → S Hilbert résznyaláb-
jának, a (kvantum) konnexió H−n pedig legyen a HprQ×S → S nyaláb triviális
konnexiója komponálva aH−ra vonatkozó ortogonális projekcióval. Az adaptált
komplex struktúrák családjára nézve nem ismert, hogy ez az ötlet m¶ködik-e.
Ha a félforma korrekciót is szeretnénk �gyelembe venni, újabb nehézség támad.
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A Ks → N kanonikus nyaláb komplex struktúrától való függése miatt a négy-
zetgyöke κs, ennek következtében pedig az E ⊗ κs nyaláb L2−szeléseinek HprQ

s

Hilbert tere is függeni fog az s paramétert®l. Nem világos tehát, hogy egyáltalán
ez a HprQ

s Hilbert tér család ellátható-e termésetes módon egy Hilbert nyaláb
struktúrával.

Legyen (M, g) egy olyan kompakt Riemann sokaság, melyre az adaptált
komplex struktúrák léteznek N−en. 6.1.-b®l tudjuk, hogy az S fels® félsík pa-
raméterezi ezeket. Legyen HprQ az HprQ

s Hilbert terek diszjunkt uniója a ter-
mészetes p : HprQ → S projekcióval. Így egy konkrét példát kapunk Hilbert
mez®re.

18. De�níció. Hilbert mez®n egy halmazok közötti p : H → S leképezést értünk,
ahol minden Hs = p−1(s) �brumon adott egy Hilbert tér struktúra. Ennek egy
szelése: egy ϕ : S → H leképezés, amelyre ϕ(s) ∈ Hs. Sem a H totális téren,
sem az S alaphalmazon apriori nincs megadva sem topológia sem sima sokaság
struktúra.

19. Tétel. (disz. Theorem 6.2.2, [Sz]) A p : HprQ → S Hilbert mez®n létezik
két nem ekvivalens sima Hilbert nyaláb struktúra.

Az az ötlet, hogy a Hkorr
s kvantum Hilbert terek családján úgy próbáljunk

egy Hilbert nyaláb struktúrát de�niálni, hogy a HprQ
s család alkotta �nyaláb�

résznyalábjának tekintjük, a 19. Tétel alapján nem m¶ködik. Ez a nehézség ve-
zetett el oda, hogy az [LSz14] cikkben bevezessük a sima és analítikus Hilbert
mez® fogalmát, mint az Hermitikus konnexióval ellátott Hilbert nyaláb általá-
nosításait. A 7. fejezet részletesen tárgyalja ezeket az objektumokat. A 8. fejezet
arról szól, hogy holomorf vektornyalábok direkt képei gyakran ilyen általános
Hilbert mez®k (és nem feltétlen igazi nyalábok) lesznek. A 9. fejezetben vissza-
térünk a kvantálás egyértelm¶sége kérdéshez, az adaptált komplex struktúrák
családját használva. A 17.Tétel garantálta holomorf szubmerzió alapvet® szere-
pet játszik ennek a kérdésnek egy direkt kép problémává alakításában. Az így
nyert direkt kép, mint Hilbert mez®, lapossága azzal lesz ekvivalens, hogy az
adott Riemann sokaság esetén N−en a kvantálás egyértelm¶-e.

7. Fejezet. Hilbert mez®k

Ez a fejezet a Lempert lászlóval közös [LSz14] cikk egyik fejezete.
Legyen p : H → S egy Hilbert mez®.
A �brumonkénti bels® szorzatot egyszerre tekintve kapjuk a

h : H ⊕H → C, ahol H ⊕H =
∐
s∈S

Hs ⊕Hs.

függvényt. Egy S sima sokaságon Vect S jelöli a komplex érték¶ sima vektor-
mez®ket.

20. De�níció. Legyen S egy sima sokaság. Egy H → S Hilbert mez®n egy sima
struktúra megadásán a következ®t értjük: adott H szeléseinek egy Γ∞ halmaza,
mely zárt az összeadásra és a C∞(S) elemeivel való szorzásra nézve, továbbá
minden ξ ∈ VectS-re adott egy ∇ξ : Γ∞ → Γ∞ lineáris operátor úgy, hogy
ξ, η ∈ VectS, f ∈ C∞(S), ϕ,ψ ∈ Γ∞ esetén
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∇ξ+η = ∇ξ +∇η, ∇fξ = f∇ξ, ∇ξ(fϕ) = (ξf)ϕ+ f∇ξϕ; (11)

h(ϕ,ψ) ∈ C∞(S) and ξh(ϕ,ψ) = h(∇ξϕ,ψ) + h(ϕ,∇ξψ); (12)

{ϕ(s) : ϕ ∈ Γ∞} ⊂ Hs s¶r¶, minden s ∈ S − re. (13)

A ∇ξ operátorok együttesét egy H−n de�niált konnexiónak hívjuk és ∇−val
jelöljük. Egy sima struktúrával ellátott Hilbert mez®t sima Hilbert mez®nek
hívunk. Az analóg, de durvább fogalmat, a folytonos Hilbert mez®ket Godement
[Go] de�niálta. Korábban Neumann János vezette be azt a fogalmat, amit mos-
tanság mérhet® Hilbert mez®knek neveznek [Di, Ne2].

A H → S Hilbert mez® R görbületét

R(ξ, η)ϕ = (∇ξ∇η −∇η∇ξ −∇[ξ,η])ϕ, ξ, η ∈ VectS, ϕ ∈ Γ∞,

de�niálja. H − t laposnak hívjuk, ha R = 0, azaz, R(ξ, η)ϕ = 0 minden ξ, η, ϕ
esetén.

21. De�níció. Egy H → S sima Hilbert mez® trivializálásán egy olyan T : H →
V leképezést értünk, ahol V egy Hilbert tér, melyre T |Hs unitér minden s ∈
S−re, és ϕ ∈ Γ∞, ξ ∈ VectS esetén

Tϕ ∈ C∞(S;V ) és T (∇ξϕ) = ξTϕ.

Ha a H → S sima Hilbert mez® trivializálható, akkor szükségképpen la-
pos. A megfordítás, ellentétben a nyalábok esetével, nem feltétlen igaz, ([l. disz.
Example 7.1.9 és section 8.3.3]). A megfordíthatósághoz er®sebb struktúrára van
szükség.

Legyen H → S egy sima Hilbert mez® az S valós-analítikus sokaság felett.
Jelölje VectωS ⊂ VectS a valós-analítikus vektormez®k Lie algebráját.

22. De�níció. (i) Egy ϕ ∈ Γ∞ szelés analítikus ha minden kompakt C ⊂ S és
vektormez®k tetsz®leges olyan Ξ véges halmazára, melyek analítikusak a C egy
környezetében, létezik egy ε > 0, hogy

sup
εn

n!
h(∇ξn . . .∇ξ1ϕ)(s)1/2 <∞,

ahol a szuprémumot n = 0, 1, . . . , ξj ∈ Ξ, és s ∈ C−re kell venni. Az analítikus
szelések halmaza Γω ⊂ Γ∞.

(ii) H → S egy analítikus Hilbert mez®, ha {ϕ(s) : ϕ ∈ Γω} ⊂ Hs s¶r¶
minden s ∈ S−re.

23. Tétel. (disz. Theorem 7.1.7, [LSz14, Theorem 2.3.2]) Legyen H → S egy
analítikus Hilbert mez® egy S összefügg® bázis felett.

(i) Ha T : H → V és T ′ : H → V ′ trivializációk, akkor T ′ = τT ahol τ : V →
V ′ unitér

(ii) Ha S egyszeresen összefügg® és H lapos, akkor H trivializálható.

Ebb®l azonnal adódik.

24. Következmény. (disz. Corollary 7.1.8, [LSz14, Corollary 2.3.3]) Legyen
H → S egy lapos, analítikus Hilbert mez®. Ekkor létezik egy Hermitikus Hilbert
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nyaláb K → S, ∇K lapos konnexióval és egy F : H → K leképezés, amely unitér
a Hs,Ks �brumokon úgy, hogy ϕ ∈ Γ∞ és ξ ∈ VectS esetén

Fϕ ∈ C∞(S,K) és F (∇ξϕ) = ∇Kξ Fϕ.

A (K,∇K) Hermitikus Hilbert nyaláb konnexiótartó izometria erejéig egyértel-
m¶.

Egy sima Hilbert mez® projektíven lapos, ha az R(ξ, η) : Γ∞ → Γ∞ görbületi
operátor egy r(ξ, η) : S → C függvénnyel való szorzásoperátor. Szokás ebben az
esetben a görbületet centrálisnak is hívni.

25. De�níció. Egy H → S sima Hilbert mez® projektív trivializációja egy olyan
T : H → V leképezés, ahol V egy Hilbert tér, melyre T |Hs unitér ha s ∈ S, és
létezik egy a 1�forma S−en, hogy minden ϕ ∈ Γ∞, ξ ∈ VectS esetén

Tϕ ∈ C∞(S;V ), T (∇ξϕ) = ξTϕ+ a(ξ)Tϕ.

Ha H−-nak van projektív trivializációja, akkor H projektíven lapos, az
R(ξ, η) görbület a da(ξ, η) függvénnyel való szorzásoperátor lesz.

Fordítva: haH → S projektíven lapos, és r egzakt, akkor a nyalábok esetéhez
hasonlóan egy megfelel® vonalnyalábbal való tenzorszorzat H−ból egy lapos
Hilbert mez®t ad, melyre a fenti trivializációról szóló tételt alkalmazva kapjuk.

26. Tétel. (disz. Theorem 7.1.11, [LSz14, Theorem 2.4.2]) Legyen H → S egy
analítikus Hilbert mez® egy S összefügg® bázis felett.

(i) Ha T : H → V és T ′ : H → V ′ projektív trivializációk, akkor T ′ = f ·(τT ),
valamely f ∈ C∞(S) és τ : V → V ′ unitér transzformációval.

(ii) Tegyük fel, hogy az R(ξ, η) görbület az r(ξ, η)−el való szorzás operátora
és r egzakt. Ha S egyszeresen összefügg®, akkor H−nak van projektív trivializá-
ciója.

A fenti két tétel fontos következménye, hogy ha H → S egy (projektíven)
lapos analítikus Hilbert mez®, ahol S összefügg®, egyszeresen összefügg® (és
H2(S,R) = 0), akkor a fenti trivializációs tételek miattH �brumait kanonikusan
(ill a projektíven lapos esetben egy skalártényez® erejéig) azonosítani tudjuk.

8. Fejezet. Direkt képek mint Hilbert mez®k

Ez a fejezet a Lempert lászlóval közös [LSz14] cikk egyik fejezete.
A következ® általános szituációt tekintjük. Legyenek Y, S komplex sokasá-

gok, π : Y → S egy holomorf szubmerzió és ν egy sima forma Y−on, amelynek
a megszorítása Ys = π−1s−re egy térfogati forma minden s ∈ S−re. Legyen
(E, hE)→ Y egy holomorf Hermitikus vektornyaláb. Es := E|Ys . Legyen Hs az
Es holomorf L2 szeléseib®l álló Hilbert tér, a

h(u, v) =

∫
Ys

hE(u, v)ν, u, v ∈ Hs (14)
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bels® szorzattal ellátva. A Hs Hilbert terek alkotják a H → S Hilbert mez®t. A
f® kérdés, hogy milyen feltételek mellett lehet H−t ellátni egy természetes sima
struktúrával.

Ezt két feltétel, egy geometriai és egy analítikus feltétel mellett tudjuk ga-
rantálni.

Legyen Mm egy sima sokaság, ω egy folytonos m−forma M−en. |ω| jelenti
az indukált Borel mértéket, azaz ha lokális koordinátákban ω = fdx1∧dx2∧ . . .,
akkor |ω| = |f |dx1dx2 . . .. Tegyük fel, hogy M irányítható és Lξ jelölje a Lie
deriváltat.

27. De�níció. M−en egy ξ vektormez® integrálisan teljes, ha igaz a következ®.
Ha |ω| és |Lξω| véges mértékek, akkor

∫
M

Lξω = 0.

Ha például ξ egy teljes valós vektormez®, akkor integrálisan is teljes.
Visszatérve az Y → S holomorf szubmerzióhoz és E → Y holomorf vektor-

nyalábhoz, legyen Bs : L2(Es) → Hs a Bergman projekció. Ha Φ olyan szelése
E−nek, hogy Φ|Ys ∈ L2(Es), akkor BΦ jelentse E−nek azon szelését, melyre

(BΦ)|Ys = Bs(Φ|Ys)

Ha ζ egy vektormez® Y−on, akkor div ζ = divνζ jelöli azt a sima függvényt,
amelyre

(Lζν)|Ys = (div ζ)ν|Ys, s ∈ S.

Az Y → S, E → Y− ra vonatkozó geometriai feltétel:

(G) Létezik S−en sima (1,0) vektormez®knek egy Ξ családja, ami pontonként
kifeszíti a T 1,0S nyalábot és minden ξ ∈ Ξ−nek van egy integrálisan teljes ξc

felemeltje Y−ra.
Az analítikus feltétel megfogalmazásához rögzítsük Ξ−t és a ξc felemelteket

minden ξ ∈ Ξ−re. Ha η ∈ Ξ, akkor ηc jelöli ηc−nek a konjugáltját. Az analítikus
feltétel:

(A) Létezik egy AE ⊂ C∞(Y,E) altér a következ® tulajdonságokkal. Ha Φ ∈
AE , akkor

(A1)
∫
Ys

hE(Φ)ν ∈ R és folytonosan függ s ∈ S−t®l; és

(A2) ha ξ ∈ Ξ, η = ξ, akkor (div ξc)Φ, ∇EξcΦ, ∇EηcΦ, és BΦ ∈ AE . Továbbá
(A3) ha u ∈ Hs és ε > 0, akkor van olyan Φ ∈ AE , hogy

∫
Ys

hE(Φ− u)ν < ε.

28. Tétel. (disz. Theorem 8.2.3, [LSz14, Theorem 7.2.1]) Ha a geometriai (G)
és analítikus (A) feltételek teljesülnek, akkor a p : H → S Hilbert mez®n van
sima struktúra.

A kés®bbiekben fontos lesz a következ® speciális eset, amikor a (G) és (A)
feltételek ellen®rizhet®ek.

Legyen (F, hF ) → X egy Hermitikus holomorf vektornyaláb és ν0 egy sima
térfogati forma X−en. Legyen S egy komplex sokaság, Y = S × X, Λ(s, x) =
a(s)L(x)+b(s) ∈ C∞(Y ) és tegyük fel, hogy a < 0, L > 0. Legyenek π : S×X →
S, pr : S×X → X a projekciók. Tekintsük az (E, hE) = pr∗(F, hF ) visszahúzott
nyaláb direkt képét a ν = eΛpr∗ν0 relatív térfogati formára. Kapjuk a H → S
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Hilbert mez®t. Adott t ∈ R−re legyen W t az F olyan v mérhet® szeléseinek
Hilbert tere, amelyre

ht(v) =

∫
X

hF (v)etLν0 <∞, (15)

és V t ⊂W t a holomorf szelések altere.

29. Lemma. (disz. Lemma 8.4.1, [LSz14, Lemma 9.1.1]) Legyen {Vi}i∈I vek-
tortereknek egy halmaza, ahol minden Vi az F bizonyos holomorf szeléseib®l áll.
Tegyük fel, hogy t < 0−ra

(i) minden Vi ⊂ V t és a (ht)1/2 normák különböz® t−re mind ekvivalensek
Vi−n

(ii) ha t+ 2τ < 0 és v ∈ Vi, akkor a W t Bergman projekciója az eτLv elemet
Vi−be viszi;

(iii)
∑
i∈I Vi s¶r¶ V

t−ben.
Akkor a H → S Hilbert mez®n van sima struktúra. Ha a, b analítikus, akkor a
H mez® is.

A feltételek teljesülnek, ha L korlátos és csak egyetlen Vi = V t vektorterünk
van, valamely t < 0−val. A 32. Tételben a lemmát nemkorlátos L−re alkalmaz-
zuk, de ekkor F−nek nagy lesz a szimmetriacsoportja és a Vi izotipikus alterekre
a feltételek ellen®rizhet®ek. A 29. Lemma feltevései mellett (és még feltéve, hogy
Vi teljes), legyen t < 0 rögzített és τ < t/2. Legyen Qi(τ) : Vi → Vi az a Toeplitz
operátor, amit a e(τ−t)L függvénnyel való szorzás és a W t−beli Bergman pro-
jekció kompozíciójával kapunk. (29. Lemma (ii) miatt Qi(τ) : Vi → Vi). Legyen
Pi(s) = eb(s)Qi(a(s)).

30. Tétel. (disz. Theorem 8.4.3, [LSz14, Theorem 9.2.1]) Legyen t < 0. A
29. Lemma feltételei mellett legyen St = {s ∈ S : a(s) < t/2}. Ekkor a H
Hilbert mez® St−re vett megszorításának R görbülete nulla ill. centrális pontosan
akkor, ha minden s ∈ St és ξ (1,0) típusú, η (0,1) típusú St−n de�niált sima
vektormez®re a

∂(P−1
i ∂Pi)

(
ξ(s), η(s)

)
: Vi → Vi, i ∈ I,

operátorok nullák, ill. ridVi alakúak, ahol r nem függ i-t®l, legfeljebb s-t®l.

9. Fejezet. Az adaptált komplex struktúrák csa-

ládjának kvantálása

9.1. Kvantálás

Ez a rész a Lempert Lászlóval közös [LSz14] cikk egyik fejezete.

31. Tétel. (disz. Theorem 9.1.4, [LSz14, Theorem 10.5.1]) (Mm, g) kom-
pakt Riemann sokaság, X ⊂ N nyílt halmaz, mely része egy A1�invariáns
N−beli nyílt halmaznak, ahol létezik az (A1, I(i))−hoz adaptált komplex struk-
túra. KX → X a kanonikus nyaláb, Θ ennek egy el nem t¶n® holomorf szelése
(feltéve, hogy létezik), hKX (Θ)1/2 pedig ennek normája. Ekkor az adaptált Käh-
ler struktúrák családjára a geometriai kvantálással kapott kvantum Hilbert mez®

20

dc_1536_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



úgy is megkapható, mint egy S ×X feletti triviális Hermitikus holomorf vonal-
nyaláb direkt képe, eΛpr∗ν0 relatív térfogati formával, ahol pr : S × X → X a
projekció és

Λ(s, x) = −L(x)/Im s−m log Im s, ν0 = ωm/m! (16)

a félforma korrekció nélkül és

Λ(s, x) = −L(x)/Im s− (m/2) log Im s, ν0 = hKX (Θ)1/2ωm/m! (17)

a félforma korrekcióval.

9.2. Lie Csoportok és homogén terek

Ez a rész a Lempert Lászlóval közös [LSz14] cikk egyik fejezete.
LegyenM = G/G0 egy kompakt, egyszeresen összefügg®, Riemann normális

homogén tér, N a fázistere. S = {Im s > 0, s ∈ C}. g ill. g0 a G ill. G0

Lie algebrája. p ⊂ g a g0 ortogonális komplementuma g−ben. A 6. és 16. tétel
miatt minden s ∈ S−re a J(s) adaptált komplex struktúra az egész N fázistéren
de�niálva van. Kicsit általánosabban legyen csak X ⊂ N egy G−invariáns nyílt
környezeteM ⊂ N−nek. LegyenH → S (félforma korrekció nélkül), ill.Hkorr →
S a félforma korrekcióval a J(s) komplex struktúrák felhasználásával kapott
kvantum Hilbert mez®.

32. Tétel. (disz. Theorem 9.2.1, [LSz14, Theorem 11.1.1])
A H → S ill. Hkorr → S kvantum Hilbert mez®kön megadható analítikus

struktúra.

A 32. Tétel következik a 29. Lemmából és a 31. Tételb®l. G hat az O(X)
téren a gv = (g−1)∗v formulával. A G irreducibilis χ karaktereinek megfelel® Vχ
izotipikus alterek játszák a 29. Lemmában a Vi−k szerepét.

A félformával korrigált változathoz ki kell számolni a hKX (Θ) normát is.
Legyen P : C⊗ g→ C⊗ p a C⊗ go−re vett projekció.

33. Lemma. (disz. Lemma 9.2.2, [LSz14, Lemma 11.1.2] A KX kanonikus
nyalábnak van egy GC−invariáns Θ holomorf szelése, aminek a megszorítása∧m

TM−re az M Riemann térfogati formája. Legyen ζ ∈ p, γ ∈ G és x(t) =
γ(exp tζ)o egy geodetikus. Tekintsük a C⊗p vektortéren a következ® operátorokat.

A1(t, ζ) = P (e−tad ζ +
1− e−tad ζ

2ad ζ
Pad ζ)|C⊗ p,

A2(t, ζ) = P
1− e−tad ζ

ad ζ
|C⊗ p,

(18)

ahol (1− e−tad ζ)/ad ζ a hatványsorával van de�niálva. Ekkor

hKX (Θ)(x) = im det
(
A∗2(i, ζ)A1(i, ζ)−A∗1(i, ζ)A2(i, ζ)

)
. (19)

A 32. Tételbeli analítikus Hilbert mez®k görbületére alkalmazható a 30. Té-
tel. Az ebben a tételben szerepl® Pχ Toeplitz operátorokra bizonyos esetekben
explicit formula adható. Legyen pX azon ζ ∈ p pontok halmaza, amelyekre a
t 7→ (exp tζ)o geodetikus X−ben van. Ez egy nyílt részhalmaza p−nek. Ekkor
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34. Lemma. (disz. Lemma 9.2.3, [LSz14, Lemma 11.2.1] Tegyük fel, hogy
dimVχ > 0 és Pχ(s) egy skalár operátor: Pχ(s) = pχ(s) idVχ . Akkor

pχ(s) =

∫
pX

∫
Go

ea(s)|ζ|2+b(s)χ(go exp(−2iζ)) dogo dµ(ζ), (20)

ahol dogo a normalizált Haar mérték Go−on; a félforma korrekció nélküli esetben
µ egy megfelel® eltolás invariáns mérték p−n, ami esetleg függ χ−t®l, de s−t®l
nem, míg a félformával korrigált esetben µ az invariáns mérték megszorozva a

|det
(
A∗2(i, ζ)A1(i, ζ)−A∗1(i, ζ)A2(i, ζ)

)
|1/2. (21)

függvénnyel.

Ha a Pχ operátorok skalár operátorok (ami teljesül ha M egy kompakt Ri-
emann szimmetrikus tér, speciálisan ha egy kompakt Lie csoport ellátva egy
biinvariáns metrikával), akkor a választ arra a kérdésre, hogy a keletkez® kvan-
tum Hilbert mez® vajon lapos esetleg projektíven lapos (azaz végs® soron, hogy
a kvantálás egyértelm¶-e) attól függ®en tudjuk megadni, mennyire jól tudjuk
kezelni a (20)-beli integrált.

A csoportok esetén a következ® tétel válaszolja meg a kvantálás egyértel-
m¶ségének kérdését. Az általánosabb esetet, a kompakt szimmetrikus tereket a
következ® részben tárgyaljuk.

35. Tétel. (disz. Theorem 9.2.4, [LSz14, Theorem 11.3.1]) Legyen M egy
kompakt Lie csoport, ellátva egy biinvariáns metrikával és X = N . Ekkor a
Hkorr → S kvantum Hilbert mez® lapos.

Ha M egy kompakt Lie csoport, a 32. Tétel miatt a Hkorr → S kvantum
Hilbert mez®n van analítikus struktúra. Továbbá a Pχ(s) operátorok valóban
skalároperátorok, a (21) függvény és a pχ függvényeket megadó (20) integrálok
expliciten kiszámolhatóak. A kapott eredményb®l, a 30. Tétel alapján követke-
zik, hogy a kvantum Hilbert mez® lapos.

A 23., 32. és 35. tételek következményeként kapjuk, hogy egy kompakt Lie
csoportra a kvantálás egyértelm¶. Ha nem vennénk �gyelembe a félforma kor-
rekciót, az állítás nem lenne igaz.M = SU(2) esetén a H → S mez® projektíven
sem lapos ([LSz14, section 11.3]).

9.3. Kompakt szimmetrikus terek kvantálása.

Ez a rész az [Sz17] cikk eredményeit tartalmazza.
Legyen (Mm, g) egy kompakt, egyszeresen összefügg®, irreducibilis, Riemann

szimmetrikus tér. Hkorr → S az adaptált Kähler struktúrák felhasználásával
kapott, a félforma korrekciót is �gyelembe vev®, kvantum Hilbert mez®.

36. Tétel. (disz. Theorem 9.3.2, [Sz17, Theorem 0.1]) Tegyük fel, hogy a
Hkorr → S Hilbert mez® projektíven lapos. Ekkor M izometrikus egy biinva-
riáns metrikával ellátott kompakt Lie csoporttal.

A 32. Tétel és a 36. Tétel következményeként kapjuk a disszertáció második
részének f®tételét:

22

dc_1536_18

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



37. Tétel. (disz. Theorem 9.3.3, [Sz17, Corollary 0.2]) Legyen (Mm, g) egy
kompakt, egyszeresen összefügg®, irreducibilis, Riemann szimmetrikus tér. A
Hkorr → S kvantum Hilbert mez® projektíven lapos akkor és csak akkor, ha
M izometrikus egy biinvariáns metrikával ellátott kompakt Lie csoporttal. Ez
utóbbi esetben a Hilbert mez® lapos. A kvantálás tehát pontosan a kompakt cso-
portsokaságokon egyértelm¶.

Nem ismert, hogy a nem projektíven lapos esetben van-e Hilbert nyaláb
struktúra a Hkorr → S Hilbert mez®n.

A 36. Tétel bizonyításának f® lépései a következ®k. A csoport esetéhez hason-
lóan, a Hkorr → S mez®n az analítikus struktúra léte következik a 32. Tételb®l.
A (21) függvények még ebben az esetben is expliciten kiszámolhatóak, a Pχ(s)
operátorok is skalároperátorok, de a pχ(s) függvényeket megadó (20) integrálo-
kat már nem lehet expliciten kiszámolni.

Ezért a következ® módszerrel élünk. A pχ(s) függvényt kifejez® integrál va-
lójában csak a τ =Im s mennyiségt®l függ. Mivel s a fels® félsík egy pontja,
ezért 0 < τ . Megvizsgáljuk a pχ(s)−t adó integrál aszimptotikus viselkedését,
amint τ → 0, ill. ha τ →∞.

A nullához tartó aszimptotika kiszámolásához a Watson lemma egy többvál-
tozós variánsára van szükség.

A τ → ∞ aszimptotika meghatározásában azt használjuk ki, hogy a (20)
integrál alakjából láthatóan itt (ha M = U/K) az integrandus függvény egyik
része egy K−gömbfüggvény. Mivel M kompakt, ezek a K−gömbfüggvények a
megszorított gyökökhöz tartozó többváltozós Jacobi-polinomoknak felelnek meg.
A kulcs észrevétel pedig az, hogy bár számolni nem könny¶ ezekkel a polinomok-
kal, az aszimptotikához való adalékukat megérteni mégsem reménytelen. Ezek a
Jacobi polinomok valójában exponenciális polinomok, ahol minden tag megfelel
az adott K−reprezentáció egy súlyának. A f® adalékot adó tag éppen a f®súly-
hoz tartozik. Még az ehhez a taghoz tartozó együtthatót is ismerjük, ez az ún.
Harish-Chandra c−függvény, melyre a Gindikin-Karpelevi£ formula ad explicit,
meglehet®sen bonyolult képletet a gamma függvény és a megszorított gyökök
multiplicitásainak segítségével.

Ha a Hkorr → S mez® projektíven lapos, a 30. Tételb®l nyerünk egy össze-
függést χ, χ′ különböz® karakterekhez tartozó pχ(s) és pχ′(s) függvények kö-
zött. Ebbe az összefüggésbe betápláljuk a τ → 0, ill. ha τ → ∞ aszimptotikát
és összehasonlítjuk az eredményt. Ebb®l az derük ki, hogy az M−hez tarto-
zó megszorított gyökrendszer csak nagyon speciális lehet. Pontosan olyan, mint
egy kompakt Lie csoportnak. Ebb®l már következik, hogy a tér izometrikus kell
legyen egy kompakt Lie csoporttal.
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