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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Multiplikatív függvények
Sok szerző vizsgálta a multiplikatív számelméleti függvények1 különböző aszimptotikus

tulajdonságait. Az elemi és az analitikus számelmélet egyik fontos célkitűzése éles hiba-
taggal rendelkező aszimptotikus formulák levezetése

ř

nďx fpnq összegekre, ahol fpnq egy
speciális multiplikatív függvény, vagy valamely multiplikatív függvényosztályhoz tartozik.

Például a Dirichlet-féle osztóprobléma azon θ kitevők infimumának a meghatározását
jelenti, amelyekre

ÿ

nďx

τpnq “ x log x` p2γ ´ 1qx`Opxθ`εq, (1.1)

fennáll minden ε ą 0 esetén. Ismert, hogy 1{4 ď θ ď 131{416
.
“ 0.314903. Pontosabban,

(1.1) eddigi legjobb hibatagja Opx131{416plog xq26947{8320q, ami Huxley [16] eredménye.2
Általánosabban, rögzített pozitív a1 ď ¨ ¨ ¨ ď ak egészek esetén tekintsük a τpa1, . . . , ak;nq

:“
ř

d
a1
1 ¨¨¨d

ak
k “n

1 osztófüggvényt és jelölje ∆pa1, . . . , ak;xq a következő aszimptotikus képlet
maradéktagját:

ÿ

nďx

τpa1, . . . , ak;nq “ Hpa1, . . . , ak;xq `∆pa1, . . . , ak;xq,

ahol Hpa1, . . . , ak;xq a főtag. Lásd például Krätzel [18, Ch. 6] könyvét. Az a1 “ ¨ ¨ ¨ “

ak “ 1 esetben a τkpnq Piltz-függvényt kapjuk és legyen, a szokásos jelölés szerint, ∆kpxq
a megfelelő maradéktag (Piltz osztóprobléma).

A négyzetmentes osztóprobléma Mertens munkásságára nyúlik vissza (1874). Legyen
1olyan f : NÑ C függvények, amelyekre fpmnq “ fpmqfpnq teljesül, ha pm,nq “ 1
2Egy 2017 szeptemberi új preprintben Bourgain és Watt [4] a jobb θ ď 517{1648

.
“ 0.313713 eredményt

bizonyítják. Ugyanez a hibatag érvényes a Gauss-féle körproblémára is.
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τ p2qpnq “ 2ωpnq az n négyzetmentes osztóinak száma. Akkor

ÿ

nďx

τ p2qpnq “
6

π2
x

ˆ

log x` 2γ ´ 1´
2ζ 1p2q

ζp2q

˙

`OpRpxqq, (1.2)

ahol Rpxq ! x1{2δpxq, a

δpxq :“ expp´cplog xq3{5plog log xq´1{5
q (1.3)

jelöléssel, c egy pozitív konstans. Lásd Suryanarayana és Siva Rama Prasad [30]. Ha a
Riemann-hipotézis (RH) igaz, akkor Rpxq ! x4{11`ε, lásd Baker [2].

Az Euler-féle φpnq függvényre vonatkozik a

ÿ

nďx

φpnq “
3

π2
x2
`O

`

xplog xq2{3plog log xq4{3
˘

, (1.4)

aszimptotikus formula, a jelenleg ismert legjobb hibataggal, amely Walfisz [55, Satz 1, p.
144] eredménye. A

ÿ

nďx

1

φpnq
“ A plog x` γ ´Bq `O

`

x´1
plog xq2{3

˘

(1.5)

formulát, ahol

A “
ζp2qζp3q

ζp6q
“

315ζp3q

2π4
, B “

ÿ

p

log p

p2 ´ p` 1
, (1.6)

először Landau vezette le a gyengébb O px´1 log xq maradékkal. Lásd De Koninck és Ivíc
[9, Th. 1.1] könyvét. A (1.5) képletben szereplő maradék Sita Rama Chandra Rao [27]
eredménye.

Tekintsük most az f : N Ñ r0, 1s multiplikatív függvények W osztályát. Wirsing [57]
nevezetes tétele szerint ha f PW , akkor az

Mpfq :“ lim
xÑ8

1

x

ÿ

nďx

fpnq

középérték létezik és

Mpfq “
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙ 8
ÿ

ν“0

fppνq

pν
,

ahol a szorzat nullának tekintendő, ha a
ř

p
1´fppq

p
sor divergál.

Más jellegű eredmények bizonyos multiplikatív függvények maximális nagyságrendjé-
re vonatkoznak. Például a következő jól alkalmazható tétel, amelyet Suryanarayana és
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Sita Rama Chandra Rao [29] bizonyított, megadja egy prím-független multiplikatív függ-
vényosztály maximális nagyságrendjét: Legyen f egy olyan pozitív függvény, amelyre
fpnq “ Opnβq, ahol β ą 0 rögzített. Legyen F multiplikatív úgy, hogy F ppνq “ fpνq
minden pν (ν ě 1) prímhatványra. Akkor

lim sup
nÑ8

logF pnq log log n

log n
“ sup

mě1

log fpmq

m
.

Ez a tétel alkalmazható az F pnq “ τpnq osztófüggvényre és

lim sup
nÑ8

log τpnq log log n

log n
“ log 2, (1.7)

adódik, ami jólismert eredmény. Itt (1.7) igaz marad, ha τpnq helyett a τ p2qpnq függvényt
írjuk. Ha F pnq “ τ peqpnq, az n exponenciális osztóinak száma, akkor

lim sup
nÑ8

log τ peqpnq log log n

log n
“

log 2

2
,

amit Erdős korábban igazolt. Lásd [28, Th. 6.2].
Ramanujan [26] számelméleti függvényeknek a cqpnq összegek3 szerinti pontonként

konvergens sorfejtését adta. Például, legyen σpnq az n osztóinak összege. Minden rögzített
n P N esetén

σpnq

n
“ ζp2q

8
ÿ

q“1

cqpnq

q2
(1.8)

“
π2

6

ˆ

1`
p´1qn

22
`

2 cosp2πn{3q

32
`

2 cospπn{2q

42
` ¨ ¨ ¨

˙

,

ami megmutatja hogy σpnq{n értékei miként váltakoznak harmonikusan a π2{6 középérték
körül.

Egy nem azonosan nulla f : Nk Ñ C függvényt multiplikatívnak nevezünk, ha

fpm1n1, . . . ,mknkq “ fpm1, . . . ,mkqfpn1, . . . , nkq

teljesül feltéve, hogy pm1 ¨ ¨ ¨mk, n1 ¨ ¨ ¨nkq “ 1. Ha f multiplikatív, akkor értékeit meg-
határozzák az fppν1 , . . . , pνkq értékek, ahol p prím és ν1, . . . , νk P N Y t0u. Pontosabban,
fp1, . . . , 1q “ 1 és minden n1, . . . , nk P N esetén

fpn1, . . . , nkq “
ź

p

fppνppn1q, . . . , pνppnkqq.

3ezeket ma Ramanujan-összegeknek nevezzük
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Ha k “ 1, akkor visszakapjuk a szokásos multiplikativitást. Egyszerű példák k-változós
multiplikatív függvényekre az pn1, . . . , nkq és rn1, . . . , nks. További példák ilyen függvé-
nyekre spn1, . . . , nkq és cpn1, . . . , nkq, a pZn1ˆ¨ ¨ ¨ˆZnk ,`q csoport összes részcsoportjának,
illetve a ciklikus részcsoportjainak a száma. Jelölje %r az olyan pn1, . . . , nrq P N

r rende-
zett szám r-esek halmazának karakterisztikus függvényét, amelyekre n1, . . . , nr páronként
relatív prímek. Akkor %r egy r-változós multiplikatív függvény és teljesül a

ÿ

d1|n1,...,dr|nr

%rpd1, . . . , drq “ τpn1 ¨ ¨ ¨nrq pn1, . . . , nr P Nq. (1.9)

azonosság.
A többváltozás multiplikatív függvények részletes vizsgálatát adta Vaidyanathaswamy

[54] több, mint nyolcvanöt évvel ezelőtt. A [54] dolgozat szinte kizárólag csak algebrai és
aritmetikai tulajdonságokat tartalmaz. A mai napig is csak kevés olyan eredmény van az
irodalomban, amely többváltozás multiplikatív függvények aszimptotikus tulajdonságaira
vonatkozik. A [46] dolgozatomban ennek a témának egy áttekintését adtam.

Az f : Nk Ñ C függvény középértéke

Mpfq :“ lim
x1,...,xkÑ8

1

x1 ¨ ¨ ¨ xk

ÿ

n1ďx1,...,nkďxk

fpn1, . . . , nkq,

feltéve, hogy ez a határérték létezik. A Wintner tétel (amely az egyváltozós esetre vonat-
kozik) általánosításaként Ushiroya [52, Th. 1] igazolta a következő eredményt: Ha f egy
olyan k-változós függvény (nem feltétlen multiplikatív), hogy

8
ÿ

n1,...,nk“1

|pµk ˚ fqpn1, . . . , nkq|

n1 ¨ ¨ ¨nk
ă 8,

akkor az Mpfq középérték létezik és

Mpfq “
8
ÿ

n1,...,nk“1

pµk ˚ fqpn1, . . . , nkq

n1 ¨ ¨ ¨nk
,

ahol ˚ a Dirichlet-konvolúciót jelöli, amit

pf ˚ gqpn1, . . . , nkq “
ÿ

d1|n1,...,dk|nk

fpd1, . . . , dkqgpn1{d1, . . . , nk{dkq,

definiál, µkpn1, . . . , nkq “ µpn1q ¨ ¨ ¨µpnkq pedig a k-változós Möbius-függvény (a konstans
1 függvény inverze a ˚ konvolúcióra nézve).
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A [46] dolgozatomban megadtam az előbbi eredményt multiplikatív függvényekre, a
következőképpen, lásd [46, Prop. 19]: Legyen f : Nk Ñ C egy multiplikatív függvény.
Tegyük fel, hogy

ÿ

p

8
ÿ

ν1,...,νk“0
ν1`¨¨¨`νkě1

|pµk ˚ fqpp
ν1 , . . . , pνkq|

pν1`¨¨¨`νk
ă 8.

Akkor az Mpfq középérték létezik és

Mpfq “
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙k 8
ÿ

ν1,...,νk“0

fppν1 , . . . , pνkq

pν1`¨¨¨`νk
.

A többváltozós esetben nem ismerek ennél általánosabb középértéktételt. Bizonyos
speciális f függvények esetén

ř

n1,...,nkďx
fpn1, . . . , nkq összegekre vonatkozó aszimptotikus

képleteket vezettek le Balazard, Naimi, Pétermann [3] és de la Bretèche [10], analitikus
módszerrel. Például, a [3] cikkben a szerzők egy k-változós effektív Perron inverziós
formulát használtak (egy nagyon bonyolult eljárással) annak bizonyítására, hogy

ÿ

n1,...,nkďx

µpn1q ¨ ¨ ¨µpnkq

rn1, . . . , nks
“ Pkplog xq `Opδpxqq,

ahol Pkptq egy polinom t-ben és δpxq-et (1.3) definiálja. Azt is igazolták, hogy ha k
páratlan, akkor Pkptq azonosan nulla (k “ 1 esetén ez ekvivalens a prímszámtétellel).

1.2. Az értekezés eredményeiről
Ezt az értekezést az utóbbi 16 évben kifejtett kutatómunkám alapján írtam. Azokat

az eredményeimet gyűjtöttem össze, amelyeket a legfontosabbaknak tartok és amelyek
kapcsolódnak a 1.1 Szakaszban leírtakhoz. Ezeket az eredményeimet a [33, 34, 35, 36,
37, 39, 40, 41, 43, 44, 45, 47, 48, 49] egyszerzős dolgozataimban publikáltam, valamint a
következő társszerzős cikkeimben: [13] (társszerző Mario Hampejs), [14] (társszerző Titus
Hilberdink), [23] (társszerző Werner Georg Nowak), [31] (társszerző Marius Tărnăuceanu),
[50] (társszerző Eduard Wirsing), [51] (társszerző Wenguang Zhai).

Bemutatom az irodalombeli fontosabb előzetes eredményeket és azokat, amelyek az
én dolgozataim után születtek. Kiemelek csoportelméleti, kombinatorikai és numerikus
számítási vonatkozásokat is.

A 2 Fejezetben az egyváltozós multiplikatív függvényekre vonatkozó eredményeim sze-
repelnek. A

ř

nďx fpnq típusú összegek aszimpotikus becsléseire a konvolúció-módszert
használom. Ehhez az szükséges, hogy az f függvényt f “ g ˚ h Dirichlet-konvolúcióként
írjuk. Ha a gpnq függvény „eléggé kicsi” és van egy „ jó” formula a

ř

nďx hpnq összeg-
re, akkor megfelelően éles hibatagú aszimptotikus képletet tudunk levezetni a

ř

nďx fpnq
összegre.
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A levezetett hibatagok sok esetben javítják az irodalomban ismerteket. Ezek nagy
része feltételhez nem kötött, de néhány esetben használom a Riemann-sejtés igaz vol-
tát. A kapott maradéktagok több esetben is olyan nevezetes problémák maradéktagjaitól
függnek, mint az (1.1) Dirichlet-féle osztóprobléma vagy az (1.2) négyzetmentes osztó-
probléma.

A 3 Fejezet a többváltozós multiplikatív függvényekkel kapcsolatos eredményeimet tar-
talmazza. Bizonyos F pn1, . . . , nkq multiplikatív függvényekre vonatkozó aszimptotikák le-
vezetésére kidolgoztam a többváltozós konvolúció-módszer részleteit. Sok esetben ez tűnik
a legtermészetesebb eljárásnak. Ahhoz, hogy felírjunk és alkalmazzunk egy többváltozós
konvolúciós azonosságot, szükséges a megfelelő

8
ÿ

n1,...,nr“1

F pn1, . . . , nrq

ns11 ¨ ¨ ¨n
sr
r

“
ź

p

8
ÿ

ν1,...,νr“0

F ppν1 , . . . , pνrq

pν1s1`¨¨¨`νrsr
,

többszörös Dirichlet-sorok és Euler-szorzatok alapos vizsgálata. A bizonyításaimban elemi
módszereket használok. A technikai nehézség abban áll, hogy az eljárás során

ÿ

n1ďx,...,ntďx
nt`1ąx,...,nkąx

ψpn1, . . . , nkq,

típusú többszörös összegeket kell megbecsülni bizonyos fellépő k-változós ψ multiplikatív
függvényekre.

1.3. Jelölések
Az értekezésben a standard jelöléseket használom. Néhányat közülük az alábbiakban

rögzítek. További jelölések magyarázata az első előfordulás helyén szerepel.
‚ N, Z, R, C jelöli a pozitív egészek, az egész, a valós, illetve a komplex számok

halmazát;
‚ Zn “ Z{nZ a modulo n (n P N) maradékosztályok halmaza;
‚ az n P N prímtényezős alakja n “

ś

p p
νppnq, ahol a szorzat az összes p prímre

vonatkozik és véges sok kitevő kivételével minden νppnq nulla;
‚ pn1, . . . nkq és gcdpn1, . . . nkq az n1, . . . , nk P N számok legnagyobb közös osztója;
‚ rn1, . . . , nks és lcmpn1, . . . , nkq az n1, . . . , nk P N számok legkisebb közös többszöröse;
‚ id az idpnq “ n (n P N) függvény;
‚ τpnq az n osztóinak száma, σpnq az n osztóinak összege, σspnq az n osztói s-edik

hatványösszege;
‚ φpnq az Euler-függvény, φspnq “ ns

ś

p|np1´ 1{psq az s-edrendű Jordan-függvény;
‚ µpnq a Möbius-függvény, ψpnq “ n

ś

p|np1`1{pq a Dedekind-függvény, κpnq “
ś

p|n p
az n legnagyobb négyzetmentes osztója;
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‚ ωpnq az n különböző prímosztóinak száma, Ωpnq “
ř

p νppnq az n prímhatvány-
osztóinak száma;
‚ τ p2qpnq “ 2ωpnq az n négyzetmentes osztóinak száma;
‚ τkpnq a Piltz-függvény, ami megadja az n “ d1 ¨ ¨ ¨ dk felírások számát;
‚ τ peqpnq “

ś

pν ||n τpνq az n exponenciális osztóinak száma;
‚ σpeqpnq “

ś

pν ||n

ř

d|ν p
d az n exponenciális osztóinak összege;

‚ apnq az n-edrendű nemizomorf Abel-csoportok száma;
‚ P pnq “

řn
k“1pk, nq az lnko-összegfüggvény (Pillai-függvény);

‚ P pnq a partíciófüggvényt is jelöli;
‚ cqpnq “

ř

1ďkďq,pk,qq“1 expp2πikn{qq a Ramanujan-összegek;
‚ ˚ a számelméleti függvények Dirichlet-konvolúciója;
‚ ζ a Riemann-féle dzétafüggvény;
‚ γ

.
“ 0.577215 az Euler-állandó;

‚ G “
ř8

n“0
p´1qn

p2n`1q2
.
“ 0.915956 a Catalan-állandó;

‚
ř

p és
ś

p a prímek szerinti összegek és szorzatok;
‚ az O (!), o, Ω és „ jelöléseket a szokásos módon használjuk, az első esetén az

implikált konstans bizonyos paraméterektől függhet;
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2. fejezet

Egyváltozós multiplikatív függvényekre
vonatkozó eredmények

2.1. Átlagértékek
A τpnq osztófüggvényre Wilson (1922) analitikus eszközökkel bizonyította be, általá-

nosítva Ramanujan (1915) egy korábbi állítását, hogy minden r ě 2 egész esetén
ÿ

nďx

τpnqr “ xP2r´1plog xq `Opx
2r´1
2r`2

`ε
q, (2.1)

ahol P2r´1ptq egy (2r ´ 1)-edfokú polinom t-ben, amelynek főegyütthatója

Cr “
1

p2r ´ 1q!

ź

p

ˆ

1´
1

p

˙2r 8
ÿ

ν“0

pν ` 1qr

pν
.

Tekintsük most a τ peqpnq függvényt, amely az n exponenciális osztóinak száma. Lásd
a 2.4 Szakaszt. Itt τ peq multiplikatív és τ peqppνq “ τpνq minden pν (ν ě 1) prímhatványra.
Wu (1995) igazolta, Subbarao (1972) egy eredményét javítva, hogy

ÿ

nďx

τ peqpnq “ A1x`B1x
1{2
`Opx2{9 log xq, (2.2)

ahol

A1 :“
ź

p

˜

1`
8
ÿ

ν“2

τpνq ´ τpν ´ 1q

pν

¸

,

B1 :“
ź

p

˜

1`
8
ÿ

ν“5

τpνq ´ τpν ´ 1q ´ τpν ´ 2q ` τpν ´ 3q

pν{2

¸

.
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A (2.2) hibatagja szorosan kapcsolódik a τp1, 2;nq “
ř

ab2“n 1 függvényre vonatkozó
∆p1, 2;xq hibataghoz, és tovább javítható.

Legyen ∆k,`pxq :“ ∆pp1, `, `, . . . , `
looomooon

k´1

q;xq a megfelelő általánosított osztóprobléma hiba-

tagja.

2.1.1. Tétel (Tóth [35], [39, Th. 2]). Legyen f : NÑ C egy multiplikatív számelméleti
függvény. Tegyük fel, hogy

i) fppq “ fpp2q “ ¨ ¨ ¨ “ fpp`´1q “ 1, fpp`q “ k minden p prímre, ahol `, k ě 2 rögzített
egészek,

ii) fppνq ! 2ν{p``1q (ν Ñ 8) egyenletesen a p prímekre.
Akkor

8
ÿ

n“1

fpnq

ns
“ ζpsqζk´1

p`sqV psq,

abszolút konvergens <psq ą 1 esetén, ahol a V psq Dirichlet-sor abszolút konvergens, ha
<psq ą 1{p`` 1q.

Továbbá, tegyük fel, hogy ∆k,` ! xαk,`plog xqβk,`, ahol 1{p`` 1q ă αk,` ă 1{`. Akkor
ÿ

nďx

fpnq “ rCfx` x
1{`Pf,k´2plog xq `Rf pxq, (2.3)

ahol Pf,k´2 egy (k ´ 2)-edfokú polinom,

rCf :“
ź

p

˜

1`
8
ÿ

ν“`

fppνq ´ fppν´1q

pν

¸

,

és Rf pxq ! xαk,`plog xqβk,` (ugyanaz).

2.1.2. Megjegyzés. Minden k, ` ě 2 esetén ∆k,`pxq ! xuk,``ε, ahol uk,` :“ 2k´1
3`p2k´1q`

P

p 1
``1

, 1
`
q. Lásd [18, Th. 6.10]. Így Rf pxq ! xuk,``ε is igaz.

A 2.1.1 általános Tételt és a 2.1.2 Megjegyzést alkalmazva az fpnq “ τ peqpnqr függ-
vényre (az ` “ 2, k “ 2r választással) megkapjuk a (2.1) formula analógját:

2.1.3. Tétel (Tóth [35, Eq. (4)]). Legyen r ě 1 egy rögzített egész. Akkor
ÿ

nďx

τ peqpnqr “ Arx` x
1{2Q2r´2plog xq `Opxur`εq

minden ε ą 0 esetén, ahol

Ar :“
ź

p

˜

1`
8
ÿ

a“2

τpaqr ´ τpa´ 1qr

pa

¸

,

Q2r´2 egy (2r ´ 2)-edfokú polinom és ur :“ 2r`1´1
2r`2`1

.
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A 2.1.1 Tétel más speciális függvényekre is alkalmazható. Legyen apnq az n-edrendű
nemizomorf Abel-csoportok száma. Itt apnq multiplikatív és appνq “ P pνq a partíciófügg-
vény, minden pν (ν ě 1) prímhatványra. Az

ř

nďx apnq összegre először Erdős és Szekeres
(1934) vezettek le aszimptotikát. Zhang, Lü és Zhai [58]

ř

nďx apnq
2 aszimptotikus becs-

lését adták.

2.1.4. Következmény (Tóth [39, Th. 1]). Legyen r ě 2 egy rögzített egész. Tegyük
fel, hogy ∆rpxq :“ ∆pp1, 2, 2, . . . , 2

loooomoooon

2r´1

q;xq ! xαrplog xqβr , ahol 1{3 ă αr ă 1{2. Akkor

ÿ

nďx

apnqr “ Crx` x
1{2S2r´2plog xq `Rrpxq,

ahol

Cr :“
ź

p

˜

1`
8
ÿ

ν“2

P pνqr ´ P pν ´ 1qr

pν

¸

,

S2r´2 egy (2r´ 2)-edfokú polinom és Rrpxq ! xαrplog xqβr (ugyanaz). Igaz az Rrpxq ! xur

becslés, ahol ur a 2.1.3 Tételben adott.

2.1.5. Megjegyzés. Krätzel [19] egy eredménye szerint

∆2pxq “ ∆pp1, 2, 2, 2q;xq ! x45{127
plog xq5,

ahol 45{127
.
“ 0.354330 P p1{3, 1{2q. Így ugyanez a hibatag igaz

ř

nďx apnq
2 esetén. Ez

javítja az R2pxq ! x96{245`ε becslést, amit az [58] cikkben adtak.

2.1.6. Megjegyzés. Az én [35] cikkemre hivatkozva, Lelechenko [21, Th. 4] belátta, hogy
a 2.1.2 Megjegyzésbeli Rf pxq ! xuk,``ε maradék javítható. Mégpedig, uk,` “ 1

``1´θk´1

vehető, ahol θt-re ∆tpxq ! xθt`ε. Mivel θtpxq ď t´1
t`2

igaz t ě 4 esetén, következik, hogy
uk,` ď

k`1
`pk`1q`3

P p1{p` ` 1q, 1{`q, ha k ě 5. Emiatt, ha r ě 3, akkor a 2.1.3 Tétel és a
2.1.4 Következmény hibatagjai javíthatók az ur “ 2r`1

2r`1`5
választással.

2.2. Multiplikatív függvények alternáló összegei
Bordellès és Cloitre [5]

ÿ

nďx

p´1qn´1 1

fpnq
(2.4)

alternáló összegekre vezettek le aszimptotikákat, ahol fpnq bizonyos multiplikatív függvé-
nyek, például fpnq “ φpnq, σpnq, ψpnq.
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Ha fpnq multiplikatív, akkor p´1qn´1 1
fpnq

szintén multiplikatív. Továbbá

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 1

fpnqns
“

˜

8
ÿ

n“1

1

fpnqns

¸

¨

˝2

˜

8
ÿ

ν“0

1

fp2νq2νs

¸´1

´ 1

˛

‚,

így alkalmazhatók az
ř

nďx
1

fpnq
összegekre ismert eredmények, de jó hibatagok levezetése

érdekében szükség van bizonyos reciprok hatványsorok együtthatóinak pontos becslésére.
A következő eredményeim javítják az [5] cikkbeli maradéktagokat, a módszerem más,

és új eredményeket is bizonyítok. Tekintsük a következő Bell-hatványsort: S1{f pxq :“
ř8

ν“0 aνx
ν , ahol aν “ 1{fp2νq (ν ě 0), a0 “ 1. Jelölje S1{f pxq :“

ř8

ν“0 bνx
ν a reciprok

haványsort, amelyre b0 “ 1 és
řν
j“0 ajbν´j “ 0 (ν ě 1).

2.2.1. Tétel (Tóth [48, Prop. 7]). Legyen f : N Ñ Czt0u egy multiplikatív függvény.
Tegyük fel, hogy

(i) léteznek olyan Df és Ef konstansok, hogy

ÿ

nďx

1

fpnq
“ Df plog x` Ef q `O

`

x´1R1{f pxq
˘

, (2.5)

ahol 1 ! R1{f pxq “ opxq, ha xÑ 8, és R1{f pxq nemcsökkenő;
(ii) az S1{f pxq hatványsor konvergenciasugara r1{f ą 1;
(iii) a bν együtthatókra bν !Mν, ha ν Ñ 8, ahol 0 ăM ă 1 egy valós szám.
Akkor

ÿ

nďx

p´1qn´1 1

fpnq
“ Df

˜

ˆ

2

S1{f p1q
´ 1

˙

plog x` Ef q ` 2plog 2q
S 11{f p1q

S1{f p1q2

¸

`O
`

T1{f pxq
˘

,

(2.6)
ahol

T1{f pxq “

$

’

&

’

%

x´1R1{f pxq, ha 0 ăM ă 1
2
;

x´1R1{f pxq log x, ha M “ 1
2
;

xlogM{ log 2 maxplog x,R1{f pxqq, ha 1
2
ăM ă 1.

(2.7)

Ha fpnq “ φpnq és M “ 1{2, akkor az (1.5) formula „alternáló alakját” kapjuk:

2.2.2. Következmény (Tóth [48, Th. 17]).

ÿ

nďx

p´1qn´1 1

φpnq
“ ´

A

3

ˆ

log x` γ ´B ´
8

3
log 2

˙

`O
`

x´1
plog xq5{3

˘

, (2.8)

ahol A és B értékeit (1.6) definiálja.
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Ez javítja [5, Cor. 4, (i)] hibatagját, ami O px´1plog xq3q.

2.2.3. Következmény (Tóth [48, Th. 23]).

ÿ

nďx

p´1qn´1 1

σpnq
“ E

ˆˆ

2

K
´ 1

˙

plog x` γ ` F q ` 2plog 2q
K 1

K2

˙

(2.9)

`O
`

x´1
plog xq5{3plog log xq4{3

˘

,

ahol a fellépő konstansok értékei az értekezésben explicit módon adottak.

A (2.9) maradéka jobb, mint O px´1plog xq4q, lásd [5, Cor. 4, (v)].
A következő formula Ramanujan (1915) egy ismert képletének alternáló megfelelője:

2.2.4. Tétel (Tóth [48, Th. 27]). Minden rögzített N ě 1 estén

ÿ

nďx

p´1qn´1 1

τpnq
“ x

N
ÿ

t“1

Bt

plog xqt´1{2
`O

ˆ

x

plog xqN`1{2

˙

, (2.10)

ahol Bt (1 ď t ď N) explicit módon megadható konstansok,

B1 “
1
?
π

ˆ

1

log 2
´ 1

˙

ź

p

ˆ

a

p2 ´ p log

ˆ

p

p´ 1

˙˙

.

A (2.9) és (2.10) becslések levezetésére szükség van Kaluza [17] egy régi, reciprok
hatványsorokra vonatkozó eredményére. Más esetekben ez nem használható. A következő
új, explicit Kendall-típusú egyenlőtlenséget igazoltam, amely alkalmazható más, általam
vizsgált függvényekre is.

2.2.5. Állítás (Tóth [48, Prop. 12]). Legyen
ř8

ν“0 aνx
ν egy olyan komplex együtthatójú

hatványsor, amelyre a0 “ 1 és |aν | ď Aqν (ν ě 1) valamely A, q ą 0 konstansokra. Akkor
a reciprok hatványsor bν együtthatóira

|bν | ď AqνpA` 1qν´1
pν ě 1q.

Jelölje σ˚˚pnq az n bi-unitér osztóinak számát (bi-unitary divisors). A σ˚˚pnq függvény
multiplikatív. A 2.2.5 Állítást használva igazoltam, hogy

2.2.6. Tétel (Tóth [48, Th. 50]).

ÿ

nďx

p´1qn´1 1

σ˚˚pnq
“ A˚˚1 log x`B˚˚1 `Opxcplog xq14{3

plog log xq4{3q,

ahol A˚˚1 , B˚˚1 explicit konstansok és c “ plog 9{10q{plog 2q
.
“ ´0.152003.
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2.3. Maximális nagyságrendek
A továbbiakban egyszerűen alkalmazható tételeket mutatok be

L “ Lpfq :“ lim sup
nÑ8

fpnq

log log n

meghatározására, ahol f bizonyos nemnegatív valós értékű multiplikatív függvények. Le-
gyen

%ppq “ %pf, pq :“ sup
νě0

fppνq

a p prímekre, ahol %ppq ě fpp0q “ 1 és

R “ Rpfq :“
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙

%ppq.

Az L alsó, illetve felső becsléseire vonatkoznak az alábbiak:

2.3.1. Tétel (Tóth és Wirsing [50, Th. 1]). Tegyük fel, hogy %ppq ă 8 minden p
prímre és az R szorzat feltétel nélkül (azaz a sorrendtől függetlenül) konvergál, improprius
határértékek megengedettek. Akkor

L ď eγR. (2.11)

A következő tétel egy más feltételt használ.

2.3.2. Tétel (Tóth és Wirsing [50, Th. 2]). Tegyük fel, hogy %ppq ă 8 minden p-re,
az R szorzat konvergál, improprius határértékek megengedettek, és

%ppq ď 1` o

ˆ

log p

p

˙

.

Akkor (2.11) fennáll.

Ahhoz, hogy eγR az alsó becslés legyen, több információ szükséges. Mégpedig az kell,
hogy a %ppq szuprémum jól approximálható legyen a p nem túl nagy hatványainál.

2.3.3. Tétel (Tóth és Wirsing [50, Th. 3]). Tételezzük fel, hogy
(i) %ppq ă 8 minden p prímre,
(ii) minden p prímre létezik ep “ pop1q P N úgy, hogy

ź

p

fppepq%ppq´1
ą 0,

(iii) az R szorzat konvergál, improprius határértékek megengedettek.
Akkor

L ě eγR.
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2.3.4. Következmény (Tóth és Wirsing [50, Cor. 1]). Ha minden p prímre
(i) %ppq ď p1´ 1{pq´1, és
(ii) létezik olyan ep “ pop1q P N, hogy fppepq ě 1` 1{p, akkor

L “ eγR,

azaz fpnq maximális nagyságrendje eγR log log n.

A 2.3.4 Következmény alkalmazható például az fpnq “ σpnq, 1{φpnq függvényekre és
Gronwall (1913), valamint Landau (1909) ismert eredményeit kapjuk. Legyen fpnq “
σpeqpnq az n exponenciális osztóinak összege. Akkor

lim sup
nÑ8

σpeqpnq

n log log n
“

6

π2
eγ

adódik, ami Fabrykowski és Subbarao (1989) eredménye. Egy más alkalmazás a 2.5.4
Tétel. További alkalmazásokat adott Apostol (2013), Apostol és Petrescu (2013).

2.4. Exponenciális osztókkal definiált számelméleti függ-
vények

Legyen d “
ś

p p
νppdq az n “

ś

p p
νppnq szám egy osztója. Azt mondjuk, hogy d egy

exponenciális osztó, ha νppdq | νppnq minden p prímre. Jelölés: d |e n. Ezt a fogalmat
Subbarao [28] vezette be. Jelölje τ peqpnq és σpeqpnq az n exponenciális osztóinak a számát,
illetve összegét, amelyek multiplikatív függvények. Ezeket és más hasonló módon definiált
függvényeket sok szerző vizsgálta. Lásd például Cao és Zhai [7], Lelechenko [21, 22],
Pétermann és Wu [25], Wu [56].

2.4.1. Exponenciális Euler-függvény

A φpeqpnq exponenciális Euler-függvény multiplikatív és φpeqppνq “ φpνq minden pν

(ν ě 1) prímhatványra. A 2.1.1 Tétel és a 2.1.2 Megjegyzés egy újabb alkalmazásaként
kapjuk:

2.4.1. Tétel (Tóth [33, Th. 1], [35, Eq. (6)]). Legyen r ě 1 egy egész szám. Akkor
ÿ

nďx

φpeqpnqr “ Brx` x
1{3T2r´2plog xq `Opxtr`εq, (2.12)

minden ε ą 0 esetén, ahol

Br :“
ź

p

˜

1`
8
ÿ

a“3

φpaqr ´ φpa´ 1qr

pa

¸

,

T2r´2 egy (2r ´ 2)-edfokú polinom, t1 “ 1{5 és tr :“ 2r`1´1
3¨2r`1 , ha r ě 2.
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Az r “ 1 esetben Pétermann [24, Th. 1] Opx1{5 log xq-re javította (2.12) hibatagját.
Cao és Zhai [8] az pa, b, c, cq típusú négydimenziós osztóproblémára értek el új eredmé-
nyeket és alkalmazásként tovább javították a maradékot. Az r ě 3 esetben a maradékra
a jobb tr “

2r`1
3p2r`2q

is igaz, amint azt Lelechenko [21] megmutatta. Lásd még a 2.1.6
Megjegyzést.

2.4.2. Exponenciális Möbius-függvény

A µpeqpnq exponenciális Möbius-függvény multiplikatív és µpeqppνq “ µpνq minden pν

(ν ě 1) prímhatványra. A következő eredményem Wu [56, Th. 2] maradéktagját javítja,
ha a Riemann-sejtés (RH) igaz.

2.4.2. Tétel (Tóth [34, Th. 3]). Ha RH igaz, akkor
ÿ

nďx

|µpeqpnq| “ C1x`Opx
1{5`ε

q.

Itt C1 “
ś

p

´

1`
ř8

a“4
µ2paq´µ2pa´1q

pa

¯

az exponenciálisan négyzetmentes számok (min-
den νppnq ě 1 kitevő négyzetmentes) aszimptotikus sűrűsége. Később, Cao és Zhai [7,
Th. 1, 2] igazolták, hogy RH esetén

ř

nďx |µ
peqpnq| “ C1x`C2x

1{5 `Opx38{193`εq és hogy
ez utóbbi maradék Ωpx1{8q.

2.4.3. Tétel (Tóth [34, Th. 2]).
ÿ

nďx

µpeqpnq “ Kx`Opx1{2 expp´cplog xq9{25´δ
q, (2.13)

minden δ ą 0 esetén, ahol c ą 0 egy konstans és

K “
ź

p

˜

1`
8
ÿ

a“2

µpaq ´ µpa´ 1q

pa

¸

.

Ha RH igaz, akkor a maradék Opxp2´rq{p5´4rq`εq, ahol 1{4 ă r ă 1{3 a négyzetmentes
számokra vonatkozó hibatagban szereplő kitevő.

Itt r legjobb ismert értéke r “ 17{54
.
“ 0.314814 (Jia, 1993), így RH mellett (2.13)

maradéka Opx91{202`εq, ahol 91{202
.
“ 0.450495. A Perron-képletet használva Cao és Zhai

[7, Th. 1, 2] ezt Opx37{94`εq-ra javították és igazolták, hogy a hiba Ωpx1{4q.
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2.4.3. A tpeqpnq függvény

A [34] dolgozatomban bevezettem és vizsgáltam a tpeqpnq függvényt, ahol az n “

pa11 ¨ ¨ ¨ p
ar
r jelöléssel

tpeqpnq “ 2ωpa1q ¨ ¨ ¨ 2ωparq.

2.4.4. Tétel (Tóth [34, Th. 4]).
ÿ

nďx

tpeqpnq “ C1x` C2x
1{2
`Opx1{4`ε

q, (2.14)

ahol C1, C2 explicit módon adott konstansok.

Pétermann [24, Th. 1] a (2.14) maradékát Opx1{4q-re javította. Cao és Zhai [7, Th. 1,
2] RH mellett megmutatták, hogy ez Opx3728{15469`εq és Ωpx1{6q.

2.5. Lnko-összegfüggvények

2.5.1. Lnko-összegfüggvény

Az lnko-összegfüggvény (gcd-sum function, Pillai’s function) így definiált:

P pnq “
n
ÿ

k“1

pk, nq.

Itt P pnq multiplikatív és minden n P N esetén az p1, nq, . . . , pn, nq értékek számtani
közepe

Apnq :“
P pnq

n
“
ÿ

d|n

φpdq

d
“ τpnq

ź

pν ||n

ˆ

1´
ν{pν ` 1q

p

˙

, (2.15)

ami „közel van” τpnq-hez.
A P pnq függvény tulajdonságait sok szerző vizsgálta, lásd az én [37] survey cikkemet.

A következő eredményem az Apnq függvény négyzetes momentumára vonatkozik. Legyen
α4 a τ4pnq Piltz osztóproblémában fellépő kitevő. Ismert, hogy α4 ď 1{2 (Hardy és
Littlewood) és az a sejtés, hogy α4 “ 3{8.

2.5.1. Tétel (Tóth [37, Th. 1]). i) Minden ε ą 0-ra
ÿ

nďx

Apnq2 “ xpC1 log3 x` C2 log2 x` C3 log x` C4q `Opx
1{2`ε

q, (2.16)

ahol
C1 “

1

π2

ź

p

ˆ

1`
1

p3
´

4

ppp` 1q

˙

,
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és C2, C3, C4 explicit konstansok.
ii) Tegyük fel, hogy α4 ă 1{2. Akkor (2.16) hibatagja Opx1{2δpxqq, ahol δpxq-et (1.3)

definiálja.
iii) Ha RH igaz, akkor (2.16) hibatagja Opxp2´α4q{p5´4α4qλpxqq, ahol

λpxq :“ exppplog xq1{2plog log xq14
q.

2.5.2. Megjegyzés. LegyenMpxq “
ř

nďx µpnq a Mertens-függvény. Az előbbi maradék-
tag az Mpxq !

?
xλpxq becslés következménye, ami az eddigi legjobb, és Soundararajan

(2009) eredménye. Analitikus módszerrel Zhang és Zhai [60, Th. 1] általánosították a
(2.16) képletet

ř

nďxApnq
k esetére, ahol k ě 2 egész szám, de a k “ 2-re vonatkozó

maradéktagot nem javították.

2.5.2. Exponenciális lnko-összegfüggvény

A [33] cikkemben bevezettem a

P peqpnq “
n
ÿ

j“1
κpjq“κpnq

pj, nqpeq,

függvényt, ahol pj, nqpeq a j és n legnagyobb közös exponenciális osztója. Ez a Pillai-
függvény exponenciális megfelelője. A P peqpnq függvény multiplikatív és minden pν (ν ě 1)
prímhatványra

P peqppνq “
ν
ÿ

t“1

ppt,νq “
ÿ

d|ν

pdφpν{dq.

2.5.3. Tétel (Tóth [33, Th. 3]).
ÿ

nďx

P peqpnq “ C4x
2
`Opxplog xq5{3q, (2.17)

ahol C4 egy explicit konstans.

2.5.4. Tétel (Tóth [33, Th. 4]).

lim sup
nÑ8

P peqpnq

n log log n
“

6

π2
eγ. (2.18)

Itt (2.18) egyszerű következménye, hogy (2.17)-ben a maradék Ωpx log log xq. Péter-
mann [24, Th. 2] igazolta, hogy ez a maradék Ω˘px log log xq.
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2.5.3. A (mod n) reguláris egészekkel definiált lnko-összegfüggvény

Azt mondjuk, hogy a k P Z szám reguláris (mod n), ha létezik olyan x P Z szám,
hogy k2x ” k (mod n), azaz pk a Zn maradékosztálygyűrű egy Neumann-reguláris eleme.
Legyen Regn “ tk : 1 ď k ď n, k reguláris (mod n)u.

A [36] dolgozatomban bevezettem a

rP pnq :“
ÿ

kPRegn

pk, nq

függvényt, amely multiplikatív és minden n P N esetén

rP pnq “ n
ź

p|n

ˆ

2´
1

p

˙

“ 2ωpnqn
ź

p|n

ˆ

1´
1

2p

˙

. (2.19)

2.5.5. Tétel (Tóth [36, Th. 2]).

ÿ

nďx

rP pnq “
x2

2ζp2q
pK1 log x`K2q `Opx

3{2δpxqq, (2.20)

ahol K1 és K2 explicit konstansok és δpxq-et (1.3) definiálja.
Ha RH igaz, akkor (2.20) hibatagja Opxp7´5θq{p5´4θqηpxqq, ahol θ a Dirichlet osztóprob-

léma kitevője és ηpxq :“ exp pBplog xqplog log xq´1q (B ą 0 egy konstans).

2.5.6. Tétel (Tóth [36, Th. 1]). A rP pnq minimális nagyságrendje 3n{2, logp rP pnq{nq
maximális nagyságrendje pedig log 2 log n{ log log n.

Zhang és Zhai [59] rámutattak arra, hogy (2.20) hibatagja szoros kapcsolatban van
a négyzetmentes osztóproblémával. Használva Baker [2] eredményét (lásd Bevezetés)
igazolták, hogy RH mellett a hiba Opx15{11`εq.

2.6. Ramanujan-összegek súlyozott átlagai
Alkan [1] a ckpjq Ramanujan-összegek

Srpkq :“
1

kr`1

k
ÿ

j“1

jrckpjq pr P Nq (2.21)

súlyozott átlagait vizsgálta és igazolta, hogy minden k, r P N esetén

Srpkq “
φpkq

2k
`

1

r ` 1

tr{2u
ÿ

m“1

ˆ

r ` 1

2m

˙

B2m

ź

p|k

ˆ

1´
1

p2m

˙

, (2.22)
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ami az
ÿ

kďx

Srpkq “

˜

3

π2
`

1

r ` 1

tr{2u
ÿ

m“1

ˆ

r ` 1

2m

˙

B2m

ζp2m` 1q

¸

x`Oplog xq

aszimptotikához vezet, ahol Bm (m ě 0) a Bernoulli-számok.
A [43] cikkemben (2.22) egy egyszerűbb bizonyítását adtam és igazoltam a következő

új azonosságokat:

2.6.1. Állítás (Tóth [43, Prop. 2, 4, 5]). Minden k P N-re

1

k

k
ÿ

j“1

plog jqckpjq “ Λpkq `
ÿ

d|k

µpdq

d
logpd!q, (2.23)

1

φpkq

k
ÿ

j“1

plog Γpj{kqqckpjq “
1

2

ÿ

p|k

log p

p´ 1
´

log 2π

2
pk ě 2q, (2.24)

1

2k

k
ÿ

j“0

ˆ

k

j

˙

ckpjq “
ÿ

d|k

µpk{dq
d
ÿ

`“1

p´1q`k{d coskp`π{dq (2.25)

ahol Λ a von Mangoldt-függvény, Γ pedig a Gamma-függvény.

2.7. Többismeretlenes kvadratikus kongruenciák megol-
dásszáma

Legyen k P N, n P Z és jelölje Nkpn, rq az x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

k ” n (mod r) kvadratikus
kongruencia inkongruens megoldásainak számát. Az r ÞÑ Nkpn, rq függvény multiplikatív.
Jólismert, hogy ha r “ ps egy prímhatvány, akkorNkpn, p

sqmegadható a Gauss- és Jacobi-
összegekkel. Kevésbé ismert az, hogy ha k páros és r páratlan, akkor Nkpn, rq kifejezhető
a cqpnq Ramanujan-összegekkel. Továbbá, ha k páratlan, r páratlan és pn, rq “ 1, akkor
Nkpn, rq felírható a Möbius-függvény és a Jacobi-szimbólum segítségével.

A [45] dolgozatomban rövid, közvetlen bizonyítását adtam ezeknek az azonosságok-
nak és igazoltam a következő aszimptotikus képleteket, amelyek tudomásom szerint nem
szerepelnek az irodalomban.

2.7.1. Tétel (Tóth [45, Prop. 28]).

ÿ

rďx

N1p0, rq “
3

π2
x log x` cx`Opx2{3

q,

ahol c “ 3
π2

´

3γ ´ 1´ 2ζ1p2q
ζp2q

¯

.
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2.7.2. Tétel (Tóth [45, Prop. 30]).
ÿ

rďx

N1p1, rq “
6

π2
x log x` c1x`Opx

1{2δpxqq,

ahol c1 “
6
π2

´

2γ ´ 1´ log 2
2
´

2ζ1p2q
ζp2q

¯

és δpxq-et (1.3) definiálja. Ha RH igaz, akkor a

maradék Opx4{11`εq.

2.7.3. Tétel (Tóth [45, Prop. 34]).
ÿ

rďx

N2p0, rq “
π

8G
x2
`Opx547{416

plog xq26947{8320
q

ahol G a Catalan-állandó.1

Itt azN1p0, rq-re vonatkozó aszimptotika az (1.1) Dirichlet-képlet megfelelője,
ř

nďxN1p1, rq
a négyzetmentes osztóproblémával kapcsolatos, míg

ř

nďxN2p0, rq a Gauss-féle körprob-
léma analógja.

2.8. Véges Abel-csoportok részcsoportjainak száma
A véges Abel-csoportok részcsoportjai számának vizsgálata visszavezethető a p-csoportokra.

A részcsoportok számára különböző formulákat adtak Delsarte (1948), Yeh (1948), Sho-
kuev (1972), Bhowmik (1996) és mások. Lásd Butler [6] monográfiáját. Ugyanakkor,
igen körülményes alkalmazni ezeket a képleteket még a kevés generálóelemmel rendelkező
p-csoportok esetén is, és nehéz meghatározni a megfelelő Hall-polinomok együtthatóit.
Egyszerűbb a helyzet a kommutatív p-csoportok ciklikus részcsoportjai számára nézve.

Abel-féle p-csoportok helyett én a G :“ Zn1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Znk csoportokat vizsgáltam, ahol
n1, . . . , nk tetszőleges pozitív egészek. Jelölje spn1, . . . , nkq és cpn1, . . . , nkq a G összes rész-
csoportjának, illetve a ciklikus részcsoportjainak a számát. Ezek k-változós multiplikatív
függvények.

2.8.1. Tétel (Tóth [40, Th. 1]). Ha n1, . . . , nk P N, akkor

cpn1, . . . , nkq “
ÿ

d1|n1,...,dk|nk

φpd1q ¨ ¨ ¨φpdkq

φprd1, . . . , dksq
. (2.26)

Az spn1, . . . , nkq függvényre nem adható ilyen egyszerű képlet és nehéznek tűnik ezen
függvények aszimptotikus tulajdonságainak a vizsgálata tetszőleges k esetén. A k “ 2
és k “ 3 speciális esetekkel foglalkozom a következő szakaszokban. Az

ř

m,nďx spm,nq
összegre vonatkozó aszimptotika a 3.4 Szakaszban szerepel.

1Jobb maradéktag a Opx2165{1648q, ami következik Bourgain és Watt [4] eredményéből. Lásd a Beve-
zetést.
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2.8.1. A Zm ˆ Zn csoportok

A [44] cikkemben a ZmˆZn csoportok részcsoportjainak a következő reprezentációját
adtam. A bizonyítás a Goursat-lemmát használja. Minden m,n P N esetén legyen

Jm,n :“
!

pa, b, c, d, `q P N5 : a | m, b | a, c | n, d | c,
a

b
“
c

d
, ` ď

a

b
, gcd

´

`,
a

b

¯

“ 1
)

.

(2.27)
Ha pa, b, c, d, `q P Jm,n, akkor legyen

Ka,b,c,d,` :“
!´

i
m

a
, i`

n

c
` j

n

d

¯

: 0 ď i ď a´ 1, 0 ď j ď d´ 1
)

. (2.28)

2.8.2. Tétel (Tóth [44, Th. 3.1]). i) Az pa, b, c, d, `q ÞÑ Ka,b,c,d,` megfeleltetés egy bijek-
ció a Jm,n halmaz és Zm ˆ Zn részcsoportjai halmaza között.

ii) Ka,b,c,d,` » Zpb,dq ˆ Zra,cs, ahol pb, dq | ra, cs.
iii) A Ka,b,c,d,` részcsoport rendje ad és exponense ra, cs.
iv) A Ka,b,c,d,` részcsoport akkor és csak akkor ciklikus, ha pb, dq “ 1.

2.8.3. Tétel (Tóth [44, Th. 4.1]). Minden m,n P N esetén ZmˆZn részcsoportjainak
a száma

spm,nq “
ÿ

i|m,j|n

pi, jq “
ÿ

t|pm,nq

φptqτ
´m

t

¯

τ
´n

t

¯

. (2.29)

A [31, Prop. 3.2] dolgozatban igazoltuk, hogy Zm ˆ Zn (m,n P N) részcsoportjai
exponenseinek az összege σpmqσpnq. Tekintsük az m “ n esetet. Jelölje AEpnq a ZnˆZn
részcsoportjai exponenseinek a számtani közepét.

2.8.4. Tétel (Tărnăuceanu és Tóth [31, Prop. 3.3]).

ÿ

nďx

AEpnq “
C

2
x2
`O

`

x log3 x
˘

, (2.30)

ahol

C :“
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙ 8
ÿ

ν“0

ppν`1 ´ 1q2

p2νppν`2 ` pν`1 ´ p2ν ` 3qp` 2ν ` 1q
.

2.8.2. A Zm ˆ Zn ˆ Zr csoportok

2.8.5. Tétel (Hampejs és Tóth [13, Th. 2.1]). Ha m,n, r P N, akkor a Γ :“ Zm ˆ
Zn ˆ Zr részcsoportjai így reprezentálhatók:

(i) Legyenek a, b, c P N úgy, hogy a | m, b | n, c | r.
(ii) Legyen A :“ gcdpa, n{bq, B :“ gcdpb, r{cq, C :“ gcdpa, r{cq.
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(iii) Tekintsük

X :“
ABC

gcdpapr{cq, ABCq
.

(iv) Legyen s :“ at{A, ahol 0 ď t ď A´ 1.
(v) Legyen

v :“
bX

B gcdpt,Xq
w, ahol 0 ď w ď B gcdpt,Xq{X ´ 1.

(vi) Határozzuk meg az pr{cqu ” rvs{pbcq (mod a) lineáris kongruencia egy u0 megol-
dását.

(vii) Legyen u :“ u0 ` az{C, ahol 0 ď z ď C ´ 1.
(viii) Tekintsük:

Ua,b,c,t,w,z :“ xpa, 0, 0q, ps, b, 0q, pu, v, cqy

“ tpia` js` ku, jb` kv, kcq : 0 ď i ď n{a´ 1, 0 ď j ď n{b´ 1, 0 ď k ď n{c´ 1u.

Akkor Ua,b,c,t,w,z egy mnr{pabcq-rendű részcsoportja Γ-nak. Mi több, bijektív megfelelte-
tés van az (i)-(viii) feltételekkel meghatározott pa, b, c, t, w, zq vektorok és Γ részcsoportjai
között.

Következményként adódik:

2.8.6. Tétel (Hampejs és Tóth [13, Th. 2.2]). Ha m,n, r P N, akkor Zm ˆ Zn ˆ Zr
részcsoportjainak a száma

spm,n, rq “
ÿ

a|m, b|n, c|r

ABC

X2
P pXq, (2.31)

a 2.8.5 Tétel jelölései szerint, ahol P pnq az lnko-összegfüggvény.

Megjegyzem, hogy a [31, Cor. 2.2] cikkben igazoltuk, hogy a Zpλ1 ˆZpλ2 ˆZpλ3 (λ1 ě

λ2 ě λ3 ě 1) p-csoport részcsoportjainak a száma F ppq
pp2´1q2pp´1q

, ahol

F ppq “pλ3 ` 1qpλ1 ´ λ2 ` 1qpλ2`λ3`5
` 2pλ3 ` 1qpλ2`λ3`4

´ 2pλ3 ` 1qpλ1 ´ λ2qp
λ2`λ3`3

´ 2pλ3 ` 1qpλ2`λ3`2
` pλ3 ` 1qpλ1 ´ λ2 ´ 1qpλ2`λ3`1

´ pλ1 ` λ2 ´ λ3 ` 3qp2λ3`4

´ 2p2λ3`3
` pλ1 ` λ2 ´ λ3 ´ 1qp2λ3`2

` pλ1 ` λ2 ` λ3 ` 5qp2
` 2p´ pλ1 ` λ2 ` λ3 ` 1q.

A fejezet utolsó eredménye a Z3
n csoport részcsoportjai számára vonatkozik, jelölés:

spnq :“ spn, n, nq.

2.8.7. Tétel (Hampejs és Tóth [13, Th. 2.3]).
ÿ

nďx

spnq “
x3

3
pAplog x` 2γ ´ 1q `Bq `Opx2`θ`ε

q, (2.32)

ahol A,B explicit konstansok és θ az (1.1) Dirichlet-féle osztóprobléma kitevője.
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3. fejezet

Többváltozós multiplikatív
függvényekre vonatkozó eredmények

3.1. k-anként relatív prím komponensű szám r-esek
Ismert, hogy a relatív prím komponensű szám r-esek (r ě 2) aszimptotikus sűrű-

sége 1{ζprq. Jelölje %r,2pn1, . . . , nrq azon pn1, . . . , nrq P N
r szám r-esek karakterisztikus

függvényét, amelyekre n1, . . . , nr páronként relatív prímek.
A [32] cikkemben induktív módszerrel igazoltam, hogy

ÿ

n1,...,nrďx

%r,2pn1, . . . , nrq “ dr,2x
r
`O

`

xr´1
plog xqr´1

˘

, (3.1)

ahol dr,2 “
ś

p

´

1´ 1
p

¯r´1 ´

1` r´1
p

¯

a megfelelő sűrűség.

Általánosabban, legyen %r,kpn1, . . . , nrq a k-anként relatív prím komponensű szám r-
esek karakterisztikus függvénye, ahol r ě k ě 2 adott egészek. A (3.1) formulámat
általánosítva és a módszeremet használva Hu [15] igazolta, hogy

ÿ

n1,...,nrďx

%r,kpn1, . . . , nrq “ dr,kx
r
`O

`

xr´1
plog xqδr,k

˘

, (3.2)

ahol dr,k a megfelelő aszimptotikus sűrűség (explicit módon adott) és

δr,k “ max

"ˆ

r ´ 1

j

˙

: 1 ď j ď k ´ 1

*

.

Más szerzők, például de Reyna és Heyman (2015), J. L. Fernández és P. Fernández
(2015) is foglalkoztak hasonló kérdésekkel.
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A [47] dolgozatomban abból indultam ki, hogy a %r,kpn1, . . . , nrq függvény multiplikatív
és Dirichlet-sorára explicit képlet adható. A többváltozós konvolúció-módszerrel, ami a
legtermészetesebbnek tűnik a kérdés vizsgálatára, javítottam (3.2) hibatagját. Jelölje
ejpx1, . . . , xrq a j-edfokú elemi szimmetrikus polinomokat.

3.1.1. Tétel (Tóth [47, Th. 2.1]). Legyenek r ě k ě 2 és si P C (1 ď i ď r). Ha
<si ą 1 (1 ď i ď r), akkor

8
ÿ

n1,...,nr“1

%r,kpn1, . . . , nrq

ns11 ¨ ¨ ¨n
sr
r

“ ζps1q ¨ ¨ ¨ ζpsrqDr,kps1, . . . , srq,

ahol

Dr,kps1, . . . , srq “
ź

p

˜

1´
r
ÿ

j“k

p´1qj´k
ˆ

j ´ 1

k ´ 1

˙

ejpp
´s1 , . . . , p´srq

¸

abszolút konvergens, ha <psi1 ` ¨ ¨ ¨ ` sijq ą 1 minden 1 ď i1 ă . . . ă ij ď r esetén
(k ď j ď r).

3.1.2. Tétel (Tóth [47, Th. 2.2]). Ha r ě k ě 2, akkor
ÿ

n1,...,nrďx

%r,kpn1, . . . , nrq “ Ar,kx
r
`O pRr,kpxqq ,

ahol

Ar,k “
ź

p

˜

1´
r
ÿ

j“k

p´1qj´k
ˆ

r

j

˙ˆ

j ´ 1

k ´ 1

˙

1

pj

¸

(3.3)

és

Rr,kpxq “

#

xr´1, ha r ě k ě 3,

xr´1plog xqr´1, ha r ě k “ 2.
(3.4)

3.2. k pozitív egész legkisebb közös többszörösének át-
lagértéke

Ismert, hogy ha r P N, akkor
ÿ

m,nďx

rm,nsr “
ζpr ` 2q

ζp2q
¨
x2pr`1q

pr ` 1q2
`Opx2r`1

plog xq2{3plog log xq4{3q,

ami az (1.4) Walfisz-formula következménye. J. L. Fernández és P. Fernández [12, Th.
3(b)] igazolták, hogy r P N esetén

ÿ

m,n,qďx

rm,n, qsr „ cr
x3pr`1q

pr ` 1q3
pxÑ 8q,
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ahol cr egy alkalmas konstans. A bizonyításuk az rm,n, qspm,nqpm, qqpn, qq “ mnqpm,n, qq
(m,n, q P N) azonosságon alapszik.

A következő eredmények
ř

n1,...,nkďx
fprn1, . . . , nksq összegek becslésére vonatkoznak,

ahol k ě 3 és f bizonyos feltételeknek megfelelő függvény.
Legyen r P R és jelölje Ar azoknak az f : N Ñ C multiplikatív függvényeknek az

osztályát, amelyekre léteznek olyan C1, C2 valós konstansok, hogy

|fppq ´ pr| ď C1p
r´1{2 minden p prímre, (i)

és
|fppνq| ď C2p

νr minden pν prímhatványra, ahol ν ě 2. (ii)

Például, a következő függvények Ar-beliek: fpnq “ nr, σpnqr, φpnqr, σpeqpnqr (r P R),
fpnq “ σrpnq “

ř

d|n d
r (r P R, r ě 1{2). Ha f korlátos és fppq “ 1 minden p prímre,

akkor f P A0.

3.2.1. Tétel (Hilberdink és Tóth [14, Th. 2.1]). Legyen k ě 2 és f P Ar, ahol
r ą ´1 valós szám. Akkor

ÿ

n1,...,nkďx

fprn1, . . . , nksq “ Cf,k
xkpr`1q

pr ` 1qk
`O

´

xkpr`1q´ 1
2

minpr`1,1q`ε
¯

, (3.5)

és
ÿ

n1,...,nkďx

fprn1, . . . , nksq

pn1 ¨ ¨ ¨nkqr
“ Cf,kx

k
`O

´

xk´
1
2

minpr`1,1q`ε
¯

, (3.6)

ahol

Cf,k “
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙k 8
ÿ

ν1,...,νk“0

fppmaxpν1,...,νkqq

ppr`1qpν1`¨¨¨`νkq
.

Itt (3.5) szerint fprn1, . . . , nksq átlagértéke Cf,kpn1 ¨ ¨ ¨nkq
r, abban az értelemben, hogy

ÿ

n1,...,nkďx

fprn1, . . . , nksq „
ÿ

n1,...,nkďx

Cf,kpn1 ¨ ¨ ¨nkq
r
pxÑ 8q.

Továbbá (3.6)-ból következik, hogy

lim
xÑ8

1

xk

ÿ

n1,...,nkďx

fprn1, . . . , nksq

pn1 ¨ ¨ ¨nkqr
“ Cf,k,

ami az fprn1, . . . , nksq{pn1 ¨ ¨ ¨nkq
r függvény középértéke.
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3.2.2. Tétel (Hilberdink és Tóth [14, Th. 2.2]). Ha k ě 2 és f P Ar, ahol r ě 0
valós, akkor

ÿ

n1,...,nkďx

f

ˆ

rn1, . . . , nks

pn1, . . . , nkq

˙

“ Df,k
xkpr`1q

pr ` 1qk
`O

´

xkpr`1q´ 1
2
`ε
¯

, (3.7)

ahol

Df,k “
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙k 8
ÿ

ν1,...,νk“0

fppmaxpν1,...,νkq´minpν1,...,νkqq

ppr`1qpν1`¨¨¨`νkq
.

3.3. Osztófüggvények többváltozós átlagai
Tekintsük a τp1, k;nq “

ř

abk“n 1 függvényt, ahol k P N. Ha k ě 2, akkor
ÿ

nďx

τp1, k;nq “ ζpkqx` ζp1{kqx1{k
`Opxθk`εq, (3.8)

ahol 1{p2pk ` 1qq ď θk ď 1{pk ` 2q, ami javítható. Lásd Krätzel [18, Ch. 5]. Itt θ2 ď
1057
4785

.
“ 0.220898, ami Graham és Kolesnik (1988) eredménye.
Lelechenko [20] egy kétdimenziós Perron-formulát használva igazolta, hogy

ÿ

m,nďx

τp1, 2;mnq “ A2x
2
`B2x

3{2
`Opx10{7`ε

q, (3.9)

ahol A2, B2 konstansok és 10{7
.
“ 1.428571. Megjegyezte, hogy k ě 3-ra a módszere nem

adja ki a várt
ÿ

m,nďx

τp1, k;mnq “ Akx
2
`Bkx

1`1{k
`Opxαk`εq, (3.10)

képletet, mert a kapott hiba nagyobb, mint x4{3, még RH mellett is, és elnyeli az x1`1{k

tagot.
Ebben a szakaszban javítjuk (3.9) hibatagját és levezetjük a (3.10) képletet. Általá-

nosabban, aszimptotikus képleteket vezetünk le az
ř

n1,...,nrďx
τp1, k;n1 ¨ ¨ ¨nrq és

ř

n1,...,nrďx
τp1, k; rn1, . . . , nrsq összegekre, ahol k ě 1 és r ě 2 fix egészek. Továbbá, ha-

sonló képleteket adunk a τ peqpnq és τ p2qpnq “ 2ωpnq függvényekre. Megjegyzendő, hogy a
3.2.1 Tétel itt nem alkalmazható.

3.3.1. Tétel (Tóth és Zhai [51, Th. 3.1]). Ha k, r ě 2, akkor
ÿ

n1,...,nrďx

τp1, k;n1 ¨ ¨ ¨nrq “ Ar,kx
r
`Br,kx

r´1`1{k
`Opxr´1`θk`εq, (3.11)

ÿ

n1,...,nrďx

τp1, k; rn1, . . . , nrsq “ Cr,kx
r
`Dr,kx

r´1`1{k
`Opxr´1`θk`εq, (3.12)
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minden ε ą 0-ra, ahol θk a (3.8) képletbeli kitevő és Ar,k, Br,k, Cr,k, Dr,k explicit módon
megadható konstansok.

3.3.2. Tétel (Tóth és Zhai [51, Th. 3.2]). Ha r ě 2, akkor
ÿ

n1,...,nrďx

τ peqpn1 ¨ ¨ ¨nrq “ Krx
r
` Lrx

r´1{2
`Opxr´1`θ2`εq,

ÿ

n1,...,nrďx

τ peqprn1, . . . , nrsq “ K 1
rx

r
` L1rx

r´1{2
`Opxr´1`θ2`εq,

minden ε ą 0-ra, ahol θ2 a (3.8) képletbeli kitevő és Kr, Lr, K 1
r, L1r explicit konstansok.

A τ és τ p2q függvényekre vonatkozó többváltozós formulák a következő általános kon-
volúciós tétel következményei.

3.3.3. Tétel (Tóth és Zhai [51, Th. 3.3]). Legyen r ě 2 és legyenek h : Nr Ñ C,
g : Nr Ñ C, fj : NÑ C (1 ď j ď r) olyan függvények, hogy

hpn1, . . . , nrq “
ÿ

d1m1“n1,...,drmr“nr

gpd1, . . . , drqf1pm1q ¨ ¨ ¨ frpmrq

minden n1, . . . , nr P N esetén. Tegyük fel, hogy
(i) léteznek 0 ă bj ă aj (1 ď j ď r) konstansok, hogy

Fjpxq :“
ÿ

nďx

fjpnq “ xajPjplog xq `Opxbjq p1 ď j ď rq,

ahol Pjpuq polinomok u-ban, amelyek foka δj és főegyütthatójuk Kj (1 ď j ď r),
(ii) a

Gps1, . . . , srq :“
8
ÿ

n1,...,nr“1

gpn1, . . . , nrq

ns11 ¨ ¨ ¨n
sr
r

Dirichlet-sorok abszolút konvergensek, ha ps1, . . . , srq “ pa1´ ε, . . . , aj´1´ ε, bj ´ ε, aj`1´

ε, . . . , ar ´ εq, ahol ε ą 0 elegendően kicsi és 1 ď j ď r.
Akkor

ÿ

n1,...,nrďx

hpn1, . . . , nrq “ xa1`¨¨¨`arQplog xq `Opxa1`¨¨¨`ar´∆
plog xqδ1`¨¨¨`δrq,

ahol Qpuq egy polinom u-ban, amelynek foka δ1`¨ ¨ ¨`δr, főegyütthatójaK1 ¨ ¨ ¨KrGpa1, . . . , arq
és ∆ “ min1ďjďrpaj ´ bjq.
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3.3.4. Tétel (Tóth és Zhai [51, Th. 3.4]). Ha r ě 2, akkor
ÿ

n1,...,nrďx

τpn1 ¨ ¨ ¨nrq “ xrPrplog xq `Opxr´1`θ`ε
q,

ÿ

n1,...,nrďx

τprn1, . . . , nrsq “ xrQrplog xq `Opxr´1`θ`ε
q,

ahol θ az (1.1) Dirichlet osztóprobléma kitevője, Prptq és Qrptq r-edfokú polinomok t-ben,
amelyek főegyütthatói explicit módon megadhatók.

Tekintsük a τ p2qpnq függvényt, amelyre τ p2qpn1 ¨ ¨ ¨nrq “ τ p2qprn1, . . . , nrsq minden
n1, . . . , nr P N-re.

3.3.5. Tétel (Tóth és Zhai [51, Th. 3.5]). Ha r ě 2, akkor
ÿ

n1,...,nrďx

τ p2qpn1 ¨ ¨ ¨nrq “ xrP ˚r plog xq `Opxr´1{2`ε
q,

ahol P ˚r ptq egy r-edfokú polinom t-ben és főegyütthatója

KP˚,r :“
ź

p

ˆ

1´
1

p

˙r ˆ

2´

ˆ

1´
1

p

˙r˙

.

3.4. A ZmˆZn csoportok részcsoportjai számának az át-
laga

Jelölje spm,nq, ahogy a fentiekben is, a Zm ˆZn csoport részcsoportjainak a számát.

3.4.1. Tétel (Nowak és Tóth [23, Th. 2.1]). Ha z, w P C úgy, hogy <z ą 1,<w ą 1,
akkor

8
ÿ

m,n“1

spm,nq

mznw
“
ζ2pzqζ2pwqζpz ` w ´ 1q

ζpz ` wq
. (3.13)

3.4.2. Tétel (Nowak és Tóth [23, Th. 2.2]). Miden ε ą 0 esetén

ÿ

m,nďx

spm,nq “ x2
3
ÿ

r“0

Arplog xqr `O
´

x
1117
701

`ε
¯

, (3.14)

ahol 1117{701
.
“ 1.593437, A3 “

2
π2 , A2, A1, A0 további explicit konstansok.

3.4.3. Megjegyzés. Valójában a hibatag O
´

x
3´θ
2´θ

`ε
¯

, ahol θ a Dirichlet-féle osztóprob-
léma kitevője. A fenti O-tag Huxley eddigi legjobb eredményének következménye.
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3.4.4. Megjegyzés. Az A0 konstans pontos numerikus értéke nehezen adható meg,
mert ahhoz szükséges a

ř8

k“1 τpkq∆pkqk
´2 sor összegének becslése, ahol ∆pxq a Dirichlet-

probléma hibatagja.

A [23] dolgozatban hasonló formulákat vezettünk le a
ř

m,nďx,pm,nqą1 spm,nq, valamint
a
ř

m,nďx cpm,nq és
ř

m,nďx,pm,nqą1 cpm,nq összegekre is, ahol cpm,nq a pZm ˆ Zn,`q
csoport ciklikus részcsoportjainak a száma. Itt az pm,nq “ 1 feltétel mellett a Zm ˆ Zn
csoport két generálóelemű (rank two group).

A [23] dolgozatra hivatkozva Ushiroya [53] a

lim
xÑ8

1

x2plog xqk´1

ÿ

m,nďx

fpm,nq,

középérték létezésének kérdését vizsgálta, ahol fpm,nq egy kétváltozós multiplikatív függ-
vény és k P N rögzített.

3.5. A Busche-Ramanujan-azonosságok általánosításai
Legyen g és h két teljesen multiplikatív függvény és legyen f “ g ˚ h. A Busche-

Ramanujan-azonosságok szerint minden m,n P N esetén

fpmnq “
ÿ

d|gcdpm,nq

f
´m

d

¯

f
´n

d

¯

µpdqgpdqhpdq (3.15)

és
fpmqfpnq “

ÿ

d|gcdpm,nq

f
´mn

d2

¯

gpdqhpdq. (3.16)

Ezek az azonosságok kétváltozós függvények használatával érthetők meg jól. Például
az f “ σ függvényre (3.15) és (3.16) közös analitikus alakja

8
ÿ

n1,n2“1

σpn1n2q

ns11 n
s2
2

“
ζps1qζps1 ´ 1qζps2qζps2 ´ 1q

ζps1 ` s2 ´ 1q
p<s1,<s2 ą 2q,

ami a (3.15) és (3.16) típusú azonosságok ekvivalenciáját is megmagyarázza.
A Busche-Ramanujan-formulák következő általánosításait bizonyítottam:

3.5.1. Tétel (Tóth [41, Th. 3.1]). Legyenek g és h teljesen multiplikatív függvények és
f “ g˚h. Legyen ψf a következőképpen definiált r-változós (r P N) multiplikatív függvény:

ψf pp
ν1 , . . . , pνrq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1, ν1 “ ¨ ¨ ¨ “ νr “ 0,

p´1qj´1gppqhppqfppj´2q, ν1, . . . , νr P t0, 1u,

j :“ ν1 ` ¨ ¨ ¨ ` νr ě 2,

0, otherwise.
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minden p prímre és minden ν1, . . . , νr P NY t0u-ra.
Jelölje ψ´1˚

f a ψf inverzét az r-változós konvolúcióra nézve. Akkor minden n1, . . . , nr P
N esetén

fpn1 ¨ ¨ ¨nrq “
ÿ

a1|n1, ..., ar|nr

f

ˆ

n1

a1

˙

¨ ¨ ¨ f

ˆ

nr
ar

˙

ψf pa1, . . . , arq, (3.17)

és
fpn1q ¨ ¨ ¨ fpnrq “

ÿ

a1|n1, ..., ar|nr

f

ˆ

n1 ¨ ¨ ¨nr
a1 ¨ ¨ ¨ ar

˙

ψ´1˚
f pa1, . . . , arq. (3.18)

Megjegyzem, hogy a τpnq osztófüggvényre a 3.5.1 Tétel analitikus alakja

8
ÿ

n1,...,nr“1

τpn1 ¨ ¨ ¨nrq

ns11 ¨ ¨ ¨n
sr
r

“ ζ2
ps1q ¨ ¨ ¨ ζ

2
psrq

ź

p

˜

1`
r
ÿ

j“2

p´1qj´1
pj ´ 1q

ÿ

1ďi1ă...ăijďr

1

psi1`¨¨¨`sij

¸

, (3.19)

ami a 3.1.1 Tétel speciális esete k “ 2-re az (1.9) figyelembevételével.

3.5.2. Tétel (Tóth [41, Th. 3.2]). Legyenek f1, . . . , fk teljesen multiplikatív függvények
(k P N) és F “ f1˚¨ ¨ ¨˚fk. Legyen ϑF a következőképpen definiált kétváltozós multiplikatív
függvény. Minden p prímre és minden ν1, ν2 P NY t0u-ra

ϑF pp
ν1 , pν2q “

$

’

&

’

%

1, ν1 “ ν2 “ 0,

p´1qν1`ν2´1eν1`ν2pf1ppq, . . . , fkppqq, ν1, ν2 ě 1, ν1 ` ν2 ď k,

0, másképp,

ahol edpx1, . . . , xkq a d-edfokú elemi szimmetrikus polinomokat jelöli. Legyen ϑ´1˚
F a ϑF

inverze az kétváltozós konvolúcióra nézve. Akkor minden n1, n2 P N esetén

F pn1n2q “
ÿ

a1|n1, a2|n2

F

ˆ

n1

a1

˙

F

ˆ

n2

a2

˙

ϑF pa1, a2q, (3.20)

és
F pn1qF pn2q “

ÿ

a1|n1, a2|n2

F

ˆ

n1n2

a1a2

˙

ϑ´1˚
F pa1, a2q. (3.21)

A Piltz-féle osztófüggvényre a 3.5.2 Tétel következményeként kapjuk:
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3.5.3. Következmény (Tóth [41, Cor. 3.4]). Legyen k P N. Minden n1, n2 P N-re

τkpn1n2q “
ÿ

a1|n1, a2|n2

τk

ˆ

n1

a1

˙

τk

ˆ

n2

a2

˙

ϑkpa1, a2q,

ahol a ϑk multiplikatív függvény így definiált:

ϑkpp
ν1 , pν2q “

$

’

&

’

%

1, ν1 “ ν2 “ 0,

p´1qν1`ν2´1
`

k
ν1`ν2

˘

, ν1, ν2 ě 1, ν1 ` ν2 ď k,

0, másképp.

3.6. Többváltozós számelméleti függvények Ramanujan-
összegek szerinti sorfejtése

Jelölje cqpnq a Ramanujan-összegeket. Igaz a következő tétel, amely általánosítja De-
lange [11] egyváltozós függvényekre vonatkozó eredményét.

3.6.1. Tétel (Tóth [49, Th. 2]). Legyen f : Nk Ñ C egy függvény, ahol k P N. Tegyük
fel, hogy

8
ÿ

n1,...,nk“1

2ωpn1q`¨¨¨`ωpnkq
|pµk ˚ fqpn1, . . . , nkq|

n1 ¨ ¨ ¨nk
ă 8. (3.22)

Akkor minden n1, . . . , nk P N esetén

fpn1, . . . , nkq “
8
ÿ

q1,...,qk“1

aq1,...,qkcq1pn1q ¨ ¨ ¨ cqkpnkq, (3.23)

abszolút konvergens, ahol

aq1,...,qk “
8
ÿ

m1,...,mk“1

pµk ˚ fqpm1q1, . . . ,mkqkq

m1q1 ¨ ¨ ¨mkqk
. (3.24)

Megjegyzem, hogy a Bevezetőben említett általánosított Wintner-tétel szerint, a 3.6.1
Tétel feltételei mellett létezik az Mpfq középérték és a1,...,1 “Mpfq.

Ha f multiplikatív, akkor a (3.22) feltétel ekvivalens a
8
ÿ

n1,...,nk“1

|pµk ˚ fqpn1, . . . , nkq|

n1 ¨ ¨ ¨nk
ă 8 (3.25)

feltétellel és a következővel is:
ÿ

p

8
ÿ

ν1,...,νk“0
ν1`¨¨¨`νkě1

|pµk ˚ fqpp
ν1 , . . . , pνkq|

pν1`¨¨¨`νk
ă 8. (3.26)
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3.6.2. Következmény (Tóth [49, Cor. 1]). Legyen f : Nk Ñ C multiplikatív függvény
(k P N). Tegyük fel, hogy (3.25) vagy (3.26) igaz. Akkor minden n1, . . . , nk P N-re fennáll
a (3.23) abszolút konvergens sorfejtés és az együtthatók

aq1,...,qk “
ź

p

ÿ

ν1ěνppq1q,...,νkěνppqkq

pµk ˚ fqpp
ν1 , . . . , pνkq

pν1`¨¨¨`νk
.

Innen egyszerű úton megkaphatók speciális multiplikatív függvényekre vonatkozó is-
mert formulák - lásd például (1.8) - k-dimenziós általánosításai.

3.6.3. Következmény (Tóth [49, Cor. 3]). Ha n1, . . . , nk P N, akkor a következő sorok
abszolút konvergensek:

σsppn1, . . . , nkqq

pn1, . . . , nkqs
“ ζps` kq

8
ÿ

q1,...,qk“1

cq1pn1q ¨ ¨ ¨ cqkpnkq

Qs`k
ps P R, s` k ą 1q,

σppn1, . . . , nkqq

pn1, . . . , nkq
“ ζpk ` 1q

8
ÿ

q1,...,qk“1

cq1pn1q ¨ ¨ ¨ cqkpnkq

Qk`1
pk ě 1q (3.27)

τppn1, . . . , nkqq “ ζpkq
8
ÿ

q1,...,qk“1

cq1pn1q ¨ ¨ ¨ cqkpnkq

Qk
pk ě 2q, (3.28)

ahol Q “ rq1, . . . , qks.

Ha k “ 1, akkor (3.27) az (1.8) képletet adja. Ugyanakkor (3.28)-nak nincs közvetlen
egydimenziós megfelelője. A Ramanujantól származó

τpnq “ ´
8
ÿ

q“1

log q

q
cqpnq pn P Nq

formula nem vezethető le ezzel a módszerrel, mert az Mpτq középérték nem létezik.
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