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3.6. Tobbvaltozos szamelméleti fiiggvények Ramanujan-osszegek szerinti sorfej-
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Multiplikativ fuggvények

Sok szerzé vizsgalta a multiplikativ szamelméleti fiiggvények! kiilonboz6 aszimptotikus
tulajdonsagait. Az elemi és az analitikus szamelmélet egyik fontos célkitiizése éles hiba-
taggal rendelkezé aszimptotikus formuldk levezetése > _. f(n) Osszegekre, ahol f(n) egy
specialis multiplikativ fiiggvény, vagy valamely multiplikativ fiiggvényosztalyhoz tartozik.

Példaul a Dirichlet-féle osztoprobléma azon 6 kitevék infimuménak a meghatérozéasat
jelenti, amelyekre

Z 7(n) = xlogx + (2y — )z + O(2™9), (1.1)
n<x
fennall minden £ > 0 esetén. Ismert, hogy 1/4 < 6 < 131/416 = 0.314903. Pontosabban,
(1.1) eddigi legjobb hibatagja O(2'3"/416(log 2)26947/8320) " ami Huxley [16] eredménye.?

Altalanosabban, rogzitett pozitiv a; < -- - < ay, egészek esetén tekintsiik a 7(a1, . . ., ax;n)
= Zd(fl"'dzk _,, 1 osztofiiggvényt és jelolje A(aq, ..., ag; x) a kovetkezd aszimptotikus képlet
maradéktagjat:

ZT(al,...,ak;n) = H(ay,...,a5;2) + Alay, ..., a5 x),

n<x

ahol H(ay,...,ar; ) a f6tag. Lasd példaul Kritzel 18, Ch. 6] konyvét. Az a; = -+ =
ar = 1 esetben a 7 (n) Piltz-fiiggvényt kapjuk és legyen, a szokasos jelolés szerint, Ag(x)
a megfelel6 maradéktag (Piltz osztoprobléma).

A négyzetmentes osztoprobléma Mertens munkéassagara nyulik vissza (1874). Legyen

Lolyan f: IN — C fiiggvények, amelyekre f(mn) = f(m)f(n) teljesiil, ha (m,n) =1
2Egy 2017 szeptemberi 4j preprintben Bourgain és Watt [4] a jobb § < 517/1648 = 0.313713 eredményt
bizonyitjak. Ugyanez a hibatag érvényes a Gauss-féle korprobléméra is.
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7@ (n) = 2 az n négyzetmentes osztéinak szama. Akkor

3 = S (toga 271 - 212 s ogae), (1.2

n<w

ahol R(x) « 2'/2§(x), a
5(z) := exp(—c(log z)*?(log log ) ~*/?) (1.3)

jeloléssel, ¢ egy pozitiv konstans. Lasd Suryanarayana és Siva Rama Prasad [30]. Ha a
Riemann-hipotézis (RH) igaz, akkor R(z) « z%'1%¢ 1asd Baker [2].
Az Euler-féle ¢(n) fliggvényre vonatkozik a

Z o(n) = —:B +0 ( (log x)2/3(log log .7:)4/3) , (1.4)

aszimptotikus formula, a jelenleg ismert legjobb hibataggal, amely Walfisz [55, Satz 1, p.
144] eredménye. A

Z ¢ A(logz +~—B)+ O (2~ (loga:)2/3) (1.5)

n<T

formulat, ahol

4o @) _B15E) 5 logp

c6)  2mt p2—p+1’ (1.6)

elgszor Landau vezette le a gyengébb O (27! log x) maradékkal. Lasd De Koninck és Ivic
[9, Th. 1.1] konyvét. A (1.5) képletben szerepld maradék Sita Rama Chandra Rao [27]
eredménye.

Tekintsitk most az f : IN — [0, 1] multiplikativ figgvények W osztéalyat. Wirsing [57]
nevezetes tétele szerint ha f € W, akkor az

M(f) = Tim = 3 f(n)

n<x

kozépérték létezik és

un=T1(1-7) 557

ahol a szorzat nullinak tekintendd, ha a > I®) or divergal.
Mas jellegti eredmények bizonyos multiplikativ fiiggvények maximalis nagysagrendjé-

re vonatkoznak. Példaul a kovetkezs jol alkalmazhato tétel, amelyet Suryanarayana és

4



dc_1520 18

Sita Rama Chandra Rao [29] bizonyitott, megadja egy prim-fiiggetlen multiplikativ fiigg-
vényosztaly maximalis nagysagrendjét: Legyen f egy olyan pozitiv fiiggvény, amelyre
f(n) = O(n?), ahol B > 0 rogzitett. Legyen F multiplikativ tgy, hogy F(p*) = f(v)
minden p¥ (v = 1) primhatvanyra. Akkor

_ log F'(n) loglogn log f(m)
lim sup = sup ———.
n—00 logn m=1 m

Ez a tétel alkalmazhato az F'(n) = 7(n) osztofliggvényre és

1 log1
og 7(n)loglogn log?, (17)

lim sup

adodik, ami jolismert eredmény. Itt (1.7) igaz marad, ha 7(n) helyett a 73 (n) fiiggvényt
irjuk. Ha F(n) = 7(®(n), az n exponencialis oszt6inak szama, akkor
log 7®)(n)loglogn  log2

lim s =
1n—>ololp logn 2’

amit Erdés korabban igazolt. Lasd [28, Th. 6.2].

Ramanujan [26] szdmelméleti fiiggvényeknek a c,(n) Osszegek® szerinti pontonként
konvergens sorfejtését adta. Példaul, legyen o(n) az n osztoinak osszege. Minden rogzitett
n € IN esetén

70 _ ¢y y, ol (19
n — 2 '
q=1
2 (—=1)™  2cos(2mn/3)  2cos(mn/2)
-2 (1 .
6 < R > ’
ami megmutatja hogy o(n)/n értékei miként valtakoznak harmonikusan a 72/6 kozépérték

koriil.
Egy nem azonosan nulla f : N* — C fiiggvényt multiplikativnak neveziink, ha

f(ming, ... ,meng) = f(ma,...,mg)f(ng, ... ,ng)

teljesiil feltéve, hogy (my---my,ny---n,) = 1. Ha f multiplikativ, akkor értékeit meg-
hatarozzék az f(p,...,p") értékek, ahol p prim és vy,..., 1, € IN U {0}. Pontosabban,
f(1,...,1) =1 és minden nq,...,n; € IN esetén

f(nl’ e 7nk> = H f(pl/p(nl)7 . 7p1/p(’nk)).
p

3ezeket ma Ramanujan-sszegeknek nevezziik
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Ha k = 1, akkor visszakapjuk a szokésos multiplikativitast. Egyszert példak k-valtozos
multiplikativ fiiggvényekre az (ny,...,ny) és [n1,...,ng]. Tovabbi példak ilyen fliggveé-
nyekre s(ny,...,ng) ésc(ny, ..., ng), & (Zp, X -xZn, , +) csoport Osszes részcsoportjanak,
illetve a ciklikus részcsoportjainak a szama. Jelolje o, az olyan (ng,...,n,) € IN" rende-
zett szam r-esek halmazanak karakterisztikus fiiggvényét, amelyekre nq, ..., n, paronként
relativ primek. Akkor g, egy r-véaltozos multiplikativ fliggvény és teljesiil a

> oldr... dy) =7(ny-omy)  (my,... n, € N). (1.9)

di|ni,...,dr|ny

azZonossag.

A tébbvaltozéas multiplikativ fliggvények részletes vizsgalatat adta Vaidyanathaswamy
[54] t6bb, mint nyolcvanot évvel ezelstt. A [54] dolgozat szinte kizérolag csak algebrai és
aritmetikai tulajdonsdgokat tartalmaz. A mai napig is csak kevés olyan eredmény van az
irodalomban, amely tobbvaltozas multiplikativ fliggvények aszimptotikus tulajdonsagaira
vonatkozik. A [46] dolgozatomban ennek a témanak egy attekintését adtam.

Az f : NF — C fiiggvény kozépértéke

1
M(f):= i _ e
(f) xl,...}gjﬁoo Ty T Z f(nla 7nk)7
N1<L1,..,NE STk
feltéve, hogy ez a hatarérték létezik. A Wintner tétel (amely az egyvaltozos esetre vonat-
kozik) altalanositasaként Ushiroya [52, Th. 1| igazolta a kovetkezs eredményt: Ha f egy

olyan k-valtozos fliggvény (nem feltétlen multiplikativ), hogy

< O

Y

Z [(pw = f)(na, .. mg)

Ny, =1 nyce Mg

akkor az M (f) kozépérték létezik és

M(fy= Y (e * f)(na, .. ny)

niy...,NEp=1 Ty Mg

ahol = a Dirichlet-konvoliciét jeloli, amit

(frg)n,...ong) = >0 fldv,...,dp)g(na/dy, ... ng/dy),

di|ni,....dg|ng

definial, pg(nq, ..., ng) = p(ny) -+ u(ng) pedig a k-valtozos Mobius-fiiggvény (a konstans
1 fiiggvény inverze a = konvolaciora nézve).
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A [46] dolgozatomban megadtam az el6bbi eredményt multiplikativ fiiggvényekre, a
kovetkezdképpen, lasd |46, Prop. 19]: Legyen f : N* — C egy multiplikativ fiiggvény.
Tegyiik fel, hogy

* VLo pYE
Z Z (s = [) (0™, op )|<OO‘

pz/1+---+1/;c

V1,V =0
Vit Frp=1

Akkor az M(f) kozépérték létezik és

i -T1(1-3) 3 e

p p =0

A tobbvaltozos esetben nem ismerek ennél altalanosabb kozépértéktételt. Bizonyos
specidlis f fiiggvények esetén >, . f(n1,...,ng) Osszegekre vonatkozo aszimptotikus
képleteket vezettek le Balazard, Naimi, Pétermann [3] és de la Breteche [10], analitikus
modszerrel. Példaul, a [3] cikkben a szerzék egy k-valtozos effektiv Perron inverzios
formulat hasznaltak (egy nagyon bonyolult eljarassal) annak bizonyitésara, hogy

Z pi(ny) -+ p(ng) = Py(logz) + O(6(x)),

[n1, ..., ng]

N1y, N ST

ahol Py(t) egy polinom t-ben és §(z)-et (1.3) definialja. Azt is igazoltdk, hogy ha k
paratlan, akkor P () azonosan nulla (k = 1 esetén ez ekvivalens a primszamtétellel).

Az értekezés eredményeiro6l

Ezt az értekezést az utobbi 16 évben kifejtett kutatomunkam alapjan irtam. Azokat
az eredményeimet gytjtottem Ossze, amelyeket a legfontosabbaknak tartok és amelyek
kapcsolodnak a 1.1 Szakaszban leirtakhoz. Ezeket az eredményeimet a [33, 34, 35, 36,
37, 39, 40, 41, 43, 44, 45, 47, 48, 49| egyszerzss dolgozataimban publikdltam, valamint a
kovetkezs tarsszerzos cikkeimben: [13] (tarsszerzé Mario Hampejs), [14] (tarsszerz6 Titus
Hilberdink), [23] (tarsszerz6 Werner Georg Nowak), [31] (tarsszerz6 Marius Tarnduceanu),
[50] (tarsszerzé Eduard Wirsing), [51] (tarsszerz6 Wenguang Zhai).

Bemutatom az irodalombeli fontosabb el6zetes eredményeket és azokat, amelyek az
én dolgozataim utan sziilettek. Kiemelek csoportelméleti, kombinatorikai és numerikus
szamitasi vonatkozasokat is.

A 2 Fejezetben az egyvéltozos multiplikativ fliggvényekre vonatkozd eredményeim sze-
repelnek. A >} _  f(n) tipust Osszegek aszimpotikus becsléseire a konvolicio-mddszert
hasznélom. Ehhez az sziikséges, hogy az f fiiggvényt f = g = h Dirichlet-konvoltucioként
irjuk. Ha a g(n) fliggvény ,eléggé kicsi” és van egy ,,jo” formula a > _ h(n) Osszeg-
re, akkor megfelelGen éles hibatagt aszimptotikus képletet tudunk levezetni a > _. f(n)
Osszegre.
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A levezetett hibatagok sok esetben javitjak az irodalomban ismerteket. Ezek nagy
része feltételhez nem kotott, de néhany esetben hasznélom a Riemann-sejtés igaz vol-
tat. A kapott maradéktagok tobb esetben is olyan nevezetes problémék maradéktagjaitol
fiiggnek, mint az (1.1) Dirichlet-féle osztoprobléma vagy az (1.2) négyzetmentes oszto-

probléma.
A 3 Fejezet a tobbvaltozos multiplikativ fliggvényekkel kapcsolatos eredményeimet tar-
talmazza. Bizonyos F'(ny, ..., ng) multiplikativ fiiggvényekre vonatkoz6 aszimptotikék le-

vezetésére kidolgoztam a tébbuvdltozos konvolicid-mddszer részleteit. Sok esetben ez tiinik
a legtermészetesebb eljdrasnak. Ahhoz, hogy felirjunk és alkalmazzunk egy tobbvaltozos
konvolicios azonossagot, sziikséges a megfelels

> F(ng,.. ., F(p»,...,p")
Y gt ] > B ),

N1, Np=1 P VisUr=

tobbszoros Dirichlet-sorok és Euler-szorzatok alapos vizsgalata. A bizonyitasaimban elem:
modszereket hasznalok. A technikai nehézség abban all, hogy az eljaras soran

Z v(ng, ..., ng),

n1<T,...,Nt<T
Nt4+1>T,..., N >T
tipusi tobbszoros Osszegeket kell megbecsiilni bizonyos felléps k-valtozos 1) multiplikativ
fliggvényekre.

1.3. Jelolések

Az értekezésben a standard jeloléseket haszndlom. Néhényat koziiliik az alabbiakban
rogzitek. Tovabbi jel6lések magyarazata az elsg elfordulas helyén szerepel.

e N, Z, R, C jeloli a pozitiv egészek, az egész, a valos, illetve a komplex szamok
halmazat;

® 7, = Z/nZ a modulo n (n € IN) maradékosztalyok halmaza;

e az n € IN primtényezsGs alakja n = ]_[p p»(™ ahol a szorzat az Osszes p primre
vonatkozik és véges sok kitevs kivételével minden v,(n) nulla;

e (ny,...ng) és ged(ny,...ng) az nq, ..., n, € IN szamok legnagyobb kozos osztoja;

o [ny,...,nk] éslem(ny,. .., ng) azny,...,ng € IN szamok legkisebb kozds tobbszorose;

e id az id(n) = n (n € IN) fuggvény;

e 7(n) az n osztéinak szama, o(n) az n osztéinak Osszege, os(n) az n osztoi s-edik
hatvanyosszege;

e ¢(n) az Euler-fiiggvény, ¢4(n) = n® Hp|n(1 — 1/p®) az s-edrendi Jordan-fiiggvény;

e 1(n) a Mobius-fiiggvény, ¢(n) = n ]_[p|n(1+ 1/p) a Dedekind-figgvény, x(n) = Hp‘np
az n legnagyobb négyzetmentes osztoja;
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e w(n) az n kiilonbéz6 primosztéinak szama, Q(n) = >, vp(n) az n primhatvany-
osztoinak szama;

o 7@ (n) = 2¢(" az n négyzetmentes osztéinak szama;

e 7.(n) a Piltz-fliggvény, ami megadja az n = d; - - - dj, felirdsok szamat;
7 (n) = [I,v. 7(v) az n exponenciélis oszt6inak széma;

o (n) = [Lejm Zd|upd az n exponencialis osztoinak Osszege;
a(n) az n-edrendid nemizomorf Abel-csoportok szédma,
P(n) =37 _,(k,n) az Inko-Gsszegfiiggvény (Pillai-fiiggvény);
P(n) a particiofiiggvényt is jeldli;
cq(N) = Xicheq (bg—1 €XP(2mikn/q) a Ramanujan-Osszegek;
+ a szamelméleti fliggvények Dirichlet-konvolucioja;
¢ a Riemann-féle dzétafiiggvény;
v =0. 577215 az Euler allando;
G=", 2n+1 = 0.915956 a Catalan-allando;
>, 8], a prlmek szerinti Osszegek és szorzatok;
e az O (K), o, Q és ~ jeloléseket a szokasos modon hasznéaljuk, az els§ esetén az
implikalt konstans bizonyos paraméterektdl fiigghet;



dc_1520 18

2. fejezet

Egyvaltozos multiplikativ fiiggvényekre
vonatkoz6 eredmények

2.1. Atlagértékek

A 7(n) osztofiiggvényre Wilson (1922) analitikus eszkézokkel bizonyitotta be, altalé-
nositva Ramanujan (1915) egy korabbi &llitasat, hogy minden r > 2 egész esetén

N 7(n)" = 2Py (log ) + O(x73+°), (2.1)
n<x
ahol Py-_1(t) egy (2" — 1)-edfokid polinom t-ben, amelynek fSegyiitthatoja

-l () 55

v=0

Tekintsiik most a 7(¢)(n) fiiggvényt, amely az n exponencilis osztéinak szama. Lasd
a 2.4 Szakaszt. Itt 7(¢) multiplikativ és 7(®)(p”) = 7(v) minden p” (v = 1) primhatvanyra.
Wu (1995) igazolta, Subbarao (1972) egy eredményét javitva, hogy

Z 7O (n) = Ajz + Bir? + Oz log z), (2.2)
ahol "
I ),
O ()= —1) =7 (v —2) + (v —3
Bll=1;[(1+l;) ¥) ( )pu/<2 Bl )>
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A (2.2) hibatagja szorosan kapcsolodik a 7(1,2;n) = > ,._, 1 fiiggvényre vonatkozo
A(1,2; x) hibataghoz, és tovabb javithato.
Legyen Ag(x) := A((1,4,¢,...,0);z) a megfelel altalanositott osztoprobléma hiba-
————

k—1
tagja.

2.1.1. Tétel (Toth [35], [39, Th. 2]). Legyen f : N — C egy multiplikativ szamelméleti
fugguény. Tegyiik fel, hogy

i) f(p) = fF(p?) = - = f(p' ') =1, f(p*) = k minden p primre, ahol £,k > 2 régzitett
egészek,
i) f(p¥) « 2v/UYD (v — o) egyenletesen a p primekre.
Akkor .
> I v,
n=1 n

abszolit konvergens R(s) > 1 esetén, ahol a V(s) Dirichlet-sor abszolit konvergens, ha
R(s) >1/(£+1).
Tovdbbd, tegyiik fel, hogy Ay < x°%¢(logx)m¢, ahol 1/(£ + 1) < agy < 1/¢. Akkor

Z f(n) = 5'fx + 2V Py _y(logz) + Ry(x), (2.3)

n<w

ahol Py j_o eqy (k — 2)-edfoki polinom,

& Tl (1 L 30 - Vf(p“‘1)> |

és Rp(x) < z:¢(log z) ¢ (ugyanaz).

2k—1

3T (2k-1f ©

2.1.2. Megjegyzés. Minden k,¢ > 2 esetén Ay (x) « 27 ahol uy, =

, Lasd [18, Th. 6.10]. Igy R & r'Rete g igaz.
(1z+1 e) AT

A 2.1.1 altalanos Tételt és a 2.1.2 Megjegyzést alkalmazva az f(n) = 7(¢)(n)" fiigg-
vényre (az { = 2, k = 2" valasztassal) megkapjuk a (2.1) formula analogjat:

2.1.3. Tétel (Toth [35, Eq (4)]) Legyen r = 1 eqy rogzitetlt egész. Akkor
2 T = Az + 22Qo o (log ) + Oz %)
n<T

minden € > 0 esetén, ahol

ortl_q

Qar 2 egy (2" — 2)-edfoki polinom és u, ‘= 5577 -

11
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A 2.1.1 Tétel mas specialis fiiggvényekre is alkalmazhat6. Legyen a(n) az n-edrendd
nemizomorf Abel—csoportok szama. Itt a(n) multiplikativ és a(p¥) = P(v) a particiofigg-
vény, minden p” (v > 1) primhatvanyra. Az Y] _ a(n) Osszegre el6szor Erdds és Szekeres
(1934) vezettek le asz1mptot1kat Zhang, Lii és Zhai [58] 3}, . a(n)? aszimptotikus becs-
lését adtak.

2.1.4. Kovetkezmény (Toth [39, Th. 1|). Legyen r = 2 egy rigzitett egész. Tegyiik
fel, hogy A(z) := A((1,2,2,...,2);7) « 2% (logz)?, ahol 1/3 < o, < 1/2. Akkor
—_———

27—1

Z a(n)" = Cx + 2285 _y(log z) + R, (),

ahol

v=2

¢=1] (1 T SpaLs _p]j<y - 1)r> ,

Sor o egy (2" — 2)-edfokii polinom és R,.(x) « x® (logxz)? (ugyanaz). Igaz az R.(x) « 2
becslés, ahol u, a 2.1.3 Tételben adott.

2.1.5. Megjegyzés. Kritzel [19] egy eredménye szerint
No(w) = A((1,2,2,2);7) « 21 (log )?,

ahol 45/127 = 0.354330 € (1/3,1/2). Igy ugyanez a hibatag igaz >}, _, a(n)? esetén. Ez
javitja az Ro(w) « 29/245%¢ becslést, amit az [58] cikkben adtak.

2.1.6. Megjegyzés. Az én |35| cikkemre hivatkozva, Lelechenko [21, Th. 4| belatta, hogy
a 2.1.2 Megjegyzésbeli Ry(x) « x"»¢* maradék javithato. Mégpedig, uy, =

W
vehet6, ahol O-re Ay(x) « z%*e. Mivel 0y(x) < ¥ igaz t > 4 esetén, kovetkezik, hogy
Uy < Mﬁﬁ e (1/(¢ 4+ 1),1/¢), ha k > 5. Emiatt, ha r > 3, akkor a 2.1.3 Tétel és a

2"+1

145 valasztassal.

2.1.4 Kovetkezmény hibatagjai javithatok az u, =

2.2. Multiplikativ fliggvények alternal6é osszegei

Bordelles és Cloitre [5]

L
g;(—m o (2.4)

alternalo osszegekre vezettek le aszimptotikakat, ahol f(n) bizonyos multiplikativ fiiggvé-
nyek, példaul f(n) = ¢(n), o(n), ¥ (n).

12
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Ha f(n) multiplikativ, akkor (—1)”*1ﬁ szintén multiplikativ. Tovabba

1 1 1 -
n>ns:<n§f<n>ns> 2(;:0]”(2”)2”) )

igy alkalmazhatok az ), . f o) osszegekre ismert eredmények, de jo hibatagok levezetése
érdekében sziikség van bizonyos reciprok hatvanysorok egyiitthatéinak pontos becslésére.

A kovetkezd eredményeim javitjak az [5] cikkbeli maradéktagokat, a modszerem mas,
és 1j eredményeket is bizonyitok. Tekintsiik a kovetkezd Bell-hatvanysort: S/ s(z) :=
Yoo aux’, ahol a, = 1/f(2") (v = 0), ag = 1. Jelélje Sy/p(z) := Do b,a” a reciprok
havénysort, amelyre by = 1 és >, ja;b,; =0 (v = 1).

2.

2.2.1. Tétel (To6th [48, Prop. 7]). Legyen f : N — C\{0} egy multiplikativ figgvény.
Tegyiik fel, hogy
(1) léteznek olyan Dy és E; konstansok, hogy

Z f Dy(logz + Ey) + O (z7'Ryjg(2)) (2.5)

n<w

ahol 1 « Ry/¢(x) = o(x), ha x — o0, és Ry/p(x) nemesokkend;
(i) az Si/¢(x) hatvdinysor konvergenciasugara ri/y > 1;
(7ii) a b, egyiitthatokra b, <« M", ha v — w0, ahol 0 < M < 1 egy valds szdm.

Akkor
1 2 Syp(1)
—-)"'—— =D <——1> logz + Ef) + 2(log 2 + O (Ty(2)) ,
(2.6)
ahol
7 Ry¢(2), ha 0 <M < i
Tyyp(w) = 27 Ryyp() log z, ha M = 3; (2.7)
glosM/lee2 max(log z, Ryj(x)), ha i <M <1.
Ha f(n) = ¢(n) és M = 1/2, akkor az (1.5) formula ,alternalo alakjat” kapjuk:
2.2.2. Koévetkezmény (Toth [48, Th. 17]).
Z (—1)”’1L _.4 logz +v— B — §log2 + O (27" (log J:)5/3) (2.8)
o(n) 3 3 7

n<x

ahol A és B értékeit (1.6) definidlja.

13
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Ez javitja [5, Cor. 4, (i)] hibatagjat, ami O (z7'(log x)?).
2.2.3. Kovetkezmény (Toth [48, Th. 23]).

> (—1)”*1L —E ((% - 1> (logx + v+ F) + 2(log 2)%) (2.9)

o(n)

+0 (x_l(log )3 (log log x)4/3) ,
ahol a fellépd konstansok értékei az értekezésben explicit mddon adottak.

A (2.9) maradéka jobb, mint O (x~!(log x)*), lasd |5, Cor. 4, (v)].
A kovetkezd formula Ramanujan (1915) egy ismert képletének alternalo megfelelGje:

2.2.4. Tétel (Toth [48, Th. 27]). Minden rogzitett N > 1 estén

o1 1 al B, x
21 %th_z;(logx)t—w*O(uogx)fvﬂ/z)’ (2.10)

ahol By (1 <t < N) explicit médon megadhaté konstansok,

ek (e (7 52

A (2.9) és (2.10) becslések levezetésére sziikség van Kaluza [17] egy régi, reciprok
hatvanysorokra vonatkozo eredményére. Mas esetekben ez nem hasznélhato. A kévetkezd
1j, explicit Kendall-tipust egyenl6tlenséget igazoltam, amely alkalmazhaté mas, altalam
vizsgalt fliggvényekre is.

2.2.5. Allitas (To6th [48, Prop. 12]). Legyen Yo aux” egy olyan komplex egyiitthatdji
hatvdnysor, amelyre ag = 1 és |a,| < Ag” (v = 1) valamely A, q > 0 konstansokra. Akkor
a reciprok hatvanysor b, egyiitthatoira

b, < A¢“(A+ 1) (v =1).

Jelolje 0**(n) az n bi-unitér osztoéinak szamat (bi-unitary divisors). A o**(n) fliggvény
multiplikativ. A 2.2.5 Allitast hasznalva igazoltam, hogy

2.2.6. Tétel (To6th [48, Th. 50]).

1
2 (—1)”’10**@) = Af*logz + Bf* + O(a*(log z)*? (loglog ) ),

n<x

ahol AT*, BY* explicit konstansok és ¢ = (log9/10)/(log2) = —0.152003.

14
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2.3. Maximalis nagysagrendek

A tovabbiakban egyszertien alkalmazhato tételeket mutatok be

L=L(f):= limsupM
nooo loglogn

meghatarozasara, ahol f bizonyos nemnegativ valos értékd multiplikativ fiiggvények. Le-

gyen
o(p) = o(f,p) :=sup f(p")

v=0
a p primekre, ahol o(p) = f(p") =1 és
1
R=R(f)=]] (1 - —) o(p).
» b
Az L also, illetve felsé becsléseire vonatkoznak az alabbiak:
2.3.1. Tétel (Toth és Wirsing [50, Th. 1]). Tegyik fel, hogy o(p) < c© minden p
primre és az R szorzat feltétel nélkil (azaz a sorrendtdl figgetlendil) konvergdl, improprius

hatdrértékek megengedettek. Akkor
L <ée'R. (2.11)

A kovetkez§ tétel egy mas feltételt hasznal.

2.3.2. Tétel (Toth és Wirsing [50, Th. 2|). Tegyiik fel, hogy o(p) < oo minden p-re,
az R szorzat konvergdl, improprius hatarértékek megengedettek, és

op) <1l+4o (Ing) :

p

Akkor (2.11) fenndll.

Ahhoz, hogy e R az alsé becslés legyen, tobb informacié sziikséges. Mégpedig az kell,
hogy a o(p) szuprémum jol approximalhato legyen a p nem tul nagy hatvanyainal.

2.3.3. Tétel (To6th és Wirsing [50, Th. 3]). Tételezziik fel, hogy
(i) o(p) < oo minden p primre,
(ii) minden p primre létezik e, = p°V € N 4gy, hogy

[Tf@")e(p)™ >0,

(#i) az R szorzat konvergdl, improprius hatdrértékek megengedettek.
Akkor
L>=¢e"R.

15
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2.3.4. Kovetkezmény (Té6th és Wirsing [50, Cor. 1]). Ha minden p primre

(i) olp) < (1 —=1/p)~", és
(it) létezik olyan e, = p”") € N, hogy f(p) > 1+ 1/p, akkor

L =¢"R,
azaz f(n) mazimdlis nagysdgrendje e” Rloglogn.

A 2.3.4 Kovetkezmény alkalmazhato példaul az f(n) = o(n), 1/¢(n) fiiggvényekre és
Gronwall (1913), valamint Landau (1909) ismert eredményeit kapjuk. Legyen f(n) =
o) (n) az n exponenciélis osztoinak Gsszege. Akkor

(e) 6
lim sup U—(n) = —¢”
now nloglogn w2
adodik, ami Fabrykowski és Subbarao (1989) eredménye. Egy més alkalmazas a 2.5.4
Tétel. Tovabbi alkalmazasokat adott Apostol (2013), Apostol és Petrescu (2013).

2.4. Exponencialis osztokkal definialt szamelméleti fiigg-
vények

Legyen d = pr”P(d) azn =[], p»(™ szam egy osztéja. Azt mondjuk, hogy d egy
exponencidlis oszto, ha v,(d) | v,(n) minden p primre. Jelolés: d | n. Ezt a fogalmat
Subbarao [28] vezette be. Jelolje 7(¢)(n) és 0(®)(n) az n exponenciélis osztéinak a szamat,
illetve Gsszegét, amelyek multiplikativ fliggvények. Ezeket és mas hasonlé modon definialt
fiiggvényeket sok szerzé vizsgalta. Lasd példaul Cao és Zhai [7], Lelechenko [21, 22],
Pétermann és Wu [25], Wu [56].

2.4.1. Exponencialis Euler-fiiggvény

A ¢ (n) exponencialis Euler-fiiggvény multiplikativ és ¢ (p¥) = ¢(v) minden p”
(v = 1) primhatvanyra. A 2.1.1 Tétel és a 2.1.2 Megjegyzés egy ujabb alkalmazasaként

kapjuk:

2.4.1. Tétel (Toth [33, Th. 1], [35, Eq. (6)]). Legyen r > 1 eqy egész szam. Akkor
D¢ (n)" = B + 2Ty _s(logx) + O(a" ), (2.12)
n<T

minden € > 0 esetén, ahol

B, =] (1 G _p(i(a - UT) ,

a=3

1/

5 2rtl g
€$t7« = Ena, ha r = 2.

ot

Tor_o egy (2" — 2)-edfoki polinom, t;
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Az r = 1 esetben Pétermann [24, Th. 1] O(2'/°log z)-re javitotta (2.12) hibatagjat.
Cao és Zhai [8] az (a,b,c,c) tipusi négydimenzids osztoprobléméara értek el 4j eredmé-
nyeket és alkalmazéasként tovabb javitottak a maradékot. Az r > 3 esetben a maradékra
a jobb t, = % is igaz, amint azt Lelechenko [21] megmutatta. Lasd még a 2.1.6
Megjegyzést.

2.4.2. Exponenciilis Mobius-fiiggvény

A ;¥ (n) exponencialis Mobius-fiiggvény multiplikativ és (¢ (p”) = p(v) minden p”
(v = 1) primhatvanyra. A kiévetkezs eredményem Wu [56, Th. 2| maradéktagjat javitja,
ha a Riemann-sejtés (RH) igaz.

2.4.2. Tétel (To6th [34, Th. 3|). Ha RH igaz, akkor

D) = Cra + O+,

n<x

pa
den v,(n) > 1 kitevé négyzetmentes) aszimptotikus strtsége. Késsbb, Cao és Zhai |7,
Th. 1, 2] igazolték, hogy RH esetén Y., _ |19 (n)| = Ciz + Coz'/5 + O(2*¥/193+¢) és hogy
ez utobbi maradék Q(z'/%).

Itt 1 =11, (1 +30, M) az exponencialisan négyzetmentes szaimok (min-

2.4.3. Tétel (To6th [34, Th. 2]).

Z 19 n) = Kz + O(x? exp(—c(log z)?79), (2.13)

n<x

minden § > 0 esetén, ahol ¢ > 0 eqy konstans és

K=H0+imwﬂ@”v-

Ha RH igaz, akkor a maradék O(x?=/6G=4+) "ahol 1/4 < r < 1/3 a négyzetmentes
szamokra vonatkozo hibatagban szerepld kitevd.

[tt r legjobb ismert értéke r = 17/54 = 0.314814 (Jia, 1993), igy RH mellett (2.13)
maradéka O(z°1/202+9) " ahol 91/202 = 0.450495. A Perron-képletet hasznalva Cao és Zhai
[7, Th. 1, 2] ezt O(2%7/94+%)ra javitottak és igazoltdk, hogy a hiba Q(x'/4).
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2.4.3. A t\9(n) fiiggvény

A [34] dolgozatomban bevezettem és vizsgaltam a t(¢)(n) fiiggvényt, ahol az n =
Pyt pir jeloléssel
no) (n) = gwla1) . gw(ar)

2.4.4. Tétel (To6th [34, Th. 4]).

Z t©(n) = Cyz + Cya'? + O(xV/4+%), (2.14)

n<x
ahol C, Cy explicit modon adott konstansok.

Pétermann [24, Th. 1] a (2.14) maradékat O(z'/*)-re javitotta. Cao és Zhai [7, Th. 1,
2] RH mellett megmutattak, hogy ez O(x3728/15469+2) g5 (/).

2.5. Lnko-0sszegfiiggvények

2.5.1. Lnko-0sszegfiiggvény

Az Inko-6sszegfiiggvény (ged-sum function, Pillai’s function) igy definiélt:

P(n) = Y (k,n).

Itt P(n) multiplikativ és minden n € IN esetén az (1,n),...,(n,n) értékek szamtani
kozepe
P(n) o(d) v/(v+1)
Aln) = —2 N2 1 - 2.15
=S =X = [T ). (2.15)

ami ,kozel van” 7(n)-hez.

A P(n) fiiggvény tulajdonsagait sok szerzs vizsgalta, lasd az én [37] survey cikkemet.
A kovetkezd eredményem az A(n) fiiggvény négyzetes momentuméra vonatkozik. Legyen
ay a 14(n) Piltz osztéoproblémaban felléps kitevs. Ismert, hogy oy < 1/2 (Hardy és
Littlewood) és az a sejtés, hogy ay = 3/8.

2.5.1. Tétel (Toth [37, Th. 1]). i) Minden € > 0-ra

Z A(n)? = 2(Cylog® z 4+ Cylog? z 4+ Cslogx + Cy) + O(z'/2*), (2.16)

n<x

ahol

| 14
Cl:ﬁﬂ(“zﬁ_p(pﬂ))’

p
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és Co, C3, Cy explicit konstansok.

ii) Tegyiik fel, hogy g < 1/2. Akkor (2.16) hibatagja O(x'/?6(x)), ahol §(z)-et (1.3)
definidlja.

iii) Ha RH igaz, akkor (2.16) hibatagja O(z(?~24)/=421))\(x)), ahol

M) := exp((log z)?(loglog z)*4).

2.5.2. Megjegyzés. Legyen M(z) = > _. p(n) a Mertens-fiiggvény. Az el6bbi maradék-
tag az M(z) < y/z A(x) becslés kovetkezménye, ami az eddigi legjobb, és Soundararajan
(2009) eredménye. Analitikus modszerrel Zhang és Zhai [60, Th. 1] altalanositottak a
(2.16) képletet >, _. A(n)F esetére, ahol k > 2 egész szam, de a k = 2-re vonatkozo
maradéktagot nem javitottak.

2.5.2. Exponencialis Inko-0sszegfiiggvény

A [33] cikkemben bevezettem a

P (n) =

e)7

n HM:
3»—\

(n)

fiiggvényt, ahol (j,n)) a j és n legnagyobb kozos exponencialis osztoja. Ez a Pillai-
fiiggvény exponencialis megfelelsje. A P®)(n) fiiggvény multiplikativ és minden p” (v > 1)

primhatvanyra
P (p") Zp” > po(v/d).
dlv

2.5.3. Tétel (To6th [33, Th. 3]).

Z PO (n) = Cyz* + O(z(log z)*?), (2.17)

n<e
ahol Cy eqy explicit konstans.
2.5.4. Tétel (Toth [33, Th. 4]).

Ple
hmsup¢ = Ee”. (2.18)
noow nloglogn w2

[tt (2.18) egyszerd kévetkezménye, hogy (2.17)-ben a maradék Q(zloglogz). Péter-
mann [24, Th. 2| igazolta, hogy ez a maradék Q4 (zloglog x).
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2.5.3. A (mod n) regularis egészekkel definialt Inko-Gsszegfiiggvény

Azt mondjuk, hogy a k € Z szam regularis (mod n), ha létezik olyan = € Z szém,
hogy k*r = k (mod n), azaz ka 7., maradékosztalygytirt egy Neumann-reguléris eleme.
Legyen Reg,, = {k: 1 < k < n, k regularis (mod n)}.

A [36] dolgozatomban bevezettem a

P(n):= > (kn)

keReg,,

fiiggvényt, amely multiplikativ és minden n € IN esetén

P(n)=n]] (2 - ]10) =220 ] (1 - %) : (2.19)

pln pln

2.5.5. Tétel (To6th [36, Th. 2]).

2 P(n) = T@)(Kl logz + Ky) + O(z*?5(x)), (2.20)

ahol Ky és Ky explicit konstansok és 6(x)-et (1.3) definidlja.
Ha RH igaz, akkor (2.20) hibatagja O(z("=59/G=49)y(z)), ahol § a Dirichlet osztéprob-
léma kitevdje és n(z) := exp (B(logx)(loglogx)™!) (B > 0 egy konstans).

n<x

2.5.6. Tétel (Toth [36, Th. 1]). A P(n) minimdlis nagysdgrendje 3n/2, log(P(n)/n)
maximadlis nagysdgrendje pedig log2logn/loglogn.

Zhang és Zhai [59] ramutattak arra, hogy (2.20) hibatagja szoros kapcsolatban van
a négyzetmentes osztoprobléméaval. Hasznalva Baker [2] eredményét (lasd Bevezetés)
igazoltak, hogy RH mellett a hiba O(z!%/11+¢),

2.6. Ramanujan-osszegek siilyozott atlagai

Alkan [1] a ¢,(j) Ramanujan-sszegek

SK) = o Diali) (re ) 2.21)

sulyozott atlagait vizsgalta és igazolta, hogy minden k,r € IN esetén

S (k) = %lj) + - i ; lﬁj (T;;nl) By | | (1 - pgim) , (2.22)

m=1 plk
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ami az

Ir/2]
3 1 r+1 Bgm
I;S <7r2 r+1mz_:1(2m>g(2m+1)>x+0(logx>

aszimptotikdhoz vezet, ahol B, (m = 0) a Bernoulli-szamok.
A [43] cikkemben (2.22) egy egyszertibb bizonyitasat adtam és igazoltam a kovetkezd
1j azonossagokat:

2.6.1. Allitas (Toth [43, Prop. 2, 4, 5]). Minden k € N-re

1 k
7 Z log 7)cx(J )+ Z pud g(dl), (2.23)
j=1 dlk
! Zk] log T(j/K))ex(j) = = 3082 10827 o) (2.24)
— C = 2), .
¢ P g J k(J B} - p—1 5
1 & [k d
o > (j)ck(j) =" pu(k/d) Z 1)/ cosk (0r /d) (2.25)
§=0 dlk (=1

ahol A a von Mangoldt-fiiggvény, I' pedig a Gamma-fiigguény.

2.7. Tobbismeretlenes kvadratikus kongruenciak megol-
dasszama

Legyen k € IN, n € Z és jeldlje Ni(n,r) az 23 + -+ + 22 = n (mod r) kvadratikus
kongruencia inkongruens megoldéasainak szamat. Az r — Ny (n,r) fiiggvény multiplikativ.
Jolismert, hogy ha r = p® egy primhatvany, akkor Ni(n, p*) megadhato a Gauss- és Jacobi-
osszegekkel. Kevésbé ismert az, hogy ha k péaros és r paratlan, akkor Ny(n,r) kifejezhetd
a ¢,(n) Ramanujan-Osszegekkel. Tovabba, ha k péaratlan, r paratlan és (n,r) = 1, akkor
Ni(n,r) felirhato a Mobius-fiiggvény és a Jacobi-szimbolum segitségével.

A [45] dolgozatomban révid, kozvetlen bizonyitasat adtam ezeknek az azonossagok-
nak és igazoltam a kovetkezd aszimptotikus képleteket, amelyek tudoméasom szerint nem
szerepelnek az irodalomban.

2.7.1. Tétel (Toth [45, Prop. 28]).

3
Z N1(0,7r) = leogaz‘ +cx + O(z*?3),

r<

_ ¢'(2)
ahol ¢ = %(37—1— Q) )
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2.7.2. Tétel (T6th [45, Prop. 30]).

Z Ni(1,7) = %xlogx +er + O(x'?5(x)),
m
r<z

ahol ¢, = 5 (27 -1- 1°§2 — %) és §(x)-et (1.3) definidlja. Ha RH igaz, akkor a
maradék O(z*/11+).
2.7.3. Tétel (Toth [45, Prop. 34]).

Z Ny(0,7) = %xz I O<x547/416(10g x)26947/8320)

r<x

ahol G a Catalan-dllando.!
Itt az N1 (0, 7)-re vonatkozo aszimptotika az (1.1) Dirichlet-képlet megfelelSje, >, . Ni(1,7)

a négyzetmentes osztoproblémaval kapcsolatos, mig > _ N(0,r) a Gauss-féle korprob-
léma analdgja.

n<x

2.8. Véges Abel-csoportok részcsoportjainak szama

A véges Abel-csoportok részcsoportjai szaménak vizsgalata visszavezethetd a p-csoportokra.
A részesoportok szamara kiilonb6z6 formulakat adtak Delsarte (1948), Yeh (1948), Sho-
kuev (1972), Bhowmik (1996) és masok. Lasd Butler [6] monografiajat. Ugyanakkor,
igen koriilményes alkalmazni ezeket a képleteket még a kevés generaloelemmel rendelkezé
p-csoportok esetén is, és nehéz meghatarozni a megfelels Hall-polinomok egyiitthatoit.
Egyszertibb a helyzet a kommutativ p-csoportok ciklikus részcsoportjai szaméra nézve.

Abel-féle p-csoportok helyett én a G := Z,,, x --- x Z,, csoportokat vizsgaltam, ahol

ni, ..., ny tetszéleges pozitiv egészek. Jelolje s(nq, ..., ng) ésc(ny,...,n) a G Gsszes rész-
csoportjanak, illetve a ciklikus részcsoportjainak a szamat. Ezek k-valtozos multiplikativ
fliggvények.
2.8.1. Tétel (Toth [40, Th. 1]). Ha ny,...,n; € N, akkor
¢(dr) - - ¢(d)
c(ny,...,ng) = . 2.26
(m 2 2 o([dy, ..., dy]) (2:26)

di|ni,....dg|ng

Az s(nq,...,ny;) fiiggvényre nem adhato ilyen egyszeri képlet és nehéznek tiinik ezen
fliggvények aszimptotikus tulajdonsagainak a vizsgélata tetszéleges k esetén. A k = 2
és k = 3 specialis esetekkel foglalkozom a kovetkezd§ szakaszokban. Az )| s(m,n)
Osszegre vonatkozo aszimptotika a 3.4 Szakaszban szerepel.

m,n<T

1Jobb maradéktag a O(x216%/1648) "ami kovetkezik Bourgain és Watt [4] eredményébél. Lasd a Beve-
zetést.

22



dc_1520 18

2.8.1. A Z,, x Z, csoportok

A [44] cikkemben a Z,, x Z, csoportok részcsoportjainak a kovetkezs reprezentaciojat
adtam. A bizonyitas a Goursat-lemmat hasznalja. Minden m,n € IN esetén legyen

o 5. a_c a ( 9>: }

e — {(a,b,c,d,ﬁ)e]N .a|m,b\a,c|n,d!c,b d,ﬁgb,gcd E,b 1¢.
(2.27)

Ha (a,b,c,d,0) € Jp, p, akkor legyen

Kapede = {(imv i+ -
a ¢ d
2.8.2. Tétel (Toth [44, Th. 3.1]). i) Az (a,b,c,d, l) — Koy a0 megfeleltetés egy bijek-
ci0 a Jpn halmaz €s Lo, x 2y, részcsoportjai halmaza kozott.
) Kapede > Zpay X Lia,, ahol (b,d) | [a,c].
iii) A Kapeae mészesoport rendje ad és exponense |a, c].
i) A Kopeas részcsoport akkor és csak akkor ciklikus, ha (b,d) = 1.

):0<z‘<a—1,0<j<d—1}. (2.28)

2.8.3. Tétel (Toth [44, Th. 4.1]). Minden m,n € N esetén Z,, x Z,, részcsoportjainak
a szdma n

= . 2.29

s = 3 ()= 3 o) (5)7(5) (2:29)

A [31, Prop. 3.2| dolgozatban igazoltuk, hogy Z,, x Z, (m,n € IN) részcsoportjai
exponenseinek az dsszege o(m)o(n). Tekintsiik az m = n esetet. Jelolje AE(n) a Z,, x Z,
részcsoportjai exponenseinek a szamtani kézepét.

2.8.4. Tétel (Tarnauceanu és Toth [31, Prop. 3.3]).

Y AE(n) = —a: +0 (zlog’x), (2.30)

n<T

ahol

0 (pu—H _ 1)2
C:= 1-- :
1;[ < );pQV(pZ’*?er”“ —2u+3)p+2v+1)

2.8.2. A Z,, x 7, x 7, csoportok

2.8.5. Tétel (Hampejs és T6th [13, Th. 2.1]). Ha m,n,r € N, akkor a T := Z,, x
2., X 1. Tészcsoportjai gy reprezentdalhatok:

(i) Legyenek a,b,c € N gy, hogy a | m,b|n,c|r.

(ii) Legyen A := ged(a,n/b), B := ged(b,r/c), C = ged(a,r/c).
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(iii) Tekintsiik

¥ . ABC
" ged(a(r/c), ABC)’
(iv) Legyen s :=at/A, ahol0 <t < A—1.

(v) Legyen
bX
V= BQT(@X)UJ’ ahol 0 < w < Bged(t, X)/X — 1.
(vi) Hatdrozzuk meg az (r/c)u = rvs/(bc) (mod a) linedris kongruencia egy uy megol-
ddsdt.

(vii) Legyen u := ug + az/C, ahol 0 < z < C' — 1.
(viii) Tekintsiik:

Uspetw = {(a,0,0),(s,b,0), (u,v,c))
={(ta+js+ku,jb+ kv,kc) :0<i<n/a—1,0<j<n/b—10<k<n/c—1}.

s Esly

tés van az (i)-(viii) feltételekkel meghatdrozott (a,b, c,t, w, z) vektorok és I' részcsoportjai
kozdtt.

Kovetkezményként adodik:

2.8.6. Tétel (Hampejs és Toth [13, Th. 2.2]). Ha m,n,r € N, akkor Z,, x Z,, x Z,
részcsoportjainak a szdma

ABC
2

2

s(m,n,r) = P(X), (2.31)
alm, bln, c|r
a 2.8.5 Tétel jelolései szerint, ahol P(n) az Inko-dsszegfiigguény.
Megjegyzem, hogy a [31, Cor. 2.2] cikkben igazoltuk, hogy a Zx, X Zys X Zypy (AL =

Ao = A3 = 1) p-csoport részesoportjainak a szama %, ahol

F(p) =(As + 1)(A = Ay + D)p2 8% 4 2(Ag + 1)p 2 9t —2(A5 + 1) (A — Ag)pte Tt
—2(A3 + 1)p2 T2 4 (A3 + 1)(A — Ap — 1) — (A + Ay — Ay + 3)pPet
— 29" A+ A= A3 — D2+ A+ A+ A3 +5)p7 + 20— (A + A + A3 + 1).
A fejezet utolsd eredménye a Z3 csoport részcsoportjai szaméara vonatkozik, jelolés:
s(n) := s(n,n,n).
2.8.7. Tétel (Hampejs és Téth [13, Th. 2.3]).

Z s(n) = %3 (A(logx + 2y — 1) + B) + O(2*17%), (2.32)

n<T

ahol A, B explicit konstansok és 0 az (1.1) Dirichlet-féle osztoprobléma kitevdje.
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3. fejezet

Tobbvaltozos multiplikativ
fliggvényekre vonatkoz6 eredmények

3.1. k-anként relativ prim komponensi szam r-esek

Ismert, hogy a relativ prim komponensii szam r-esek (r > 2) aszimptotikus strt-
sége 1/¢(r). Jelolje or2(ni,...,n,) azon (ny,...,n,) € N" szam r-esek karakterisztikus
fliggvényét, amelyekre nq, ..., n, paronként relativ primek.

A [32] cikkemben induktiv modszerrel igazoltam, hogy

Z or2(n1,...,ny) = dpox” + O (xT_l(log x)’"_l) , (3.1)

r—1
ahol d,» =[], <1 - }%) <1 + %) a megfelel§ stirtiség.

Altaldnosabban, legyen o, (n1,...,n,) a k-anként relativ prim komponensii szam 7-
esek karakterisztikus fiiggvénye, ahol r > k > 2 adott egészek. A (3.1) formulamat
altalanositva és a modszeremet hasznalva Hu [15] igazolta, hogy

Z ork(ny,....,n.) =dygz" 4+ O (a;’"’l(log :z:)‘s’“’k) , (3.2)

ahol d, ;. a megfelel§ aszimptotikus stirtiség (explicit modon adott) és

—1
5r7k=max{(r , ):1<j<k—1}.
J

Mas szerzok, példaul de Reyna és Heyman (2015), J. L. Fernandez és P. Fernandez
(2015) is foglalkoztak hasonlo kérdésekkel.
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A [47] dolgozatomban abbol indultam ki, hogy a ¢, x(n1, . .., n,) figgvény multiplikativ
és Dirichlet-sorara explicit képlet adhatd. A tobbvaltozos konvolucié-modszerrel, ami a
legtermészetesebbnek tinik a kérdés vizsgalatara, javitottam (3.2) hibatagjat. Jeldlje
ej(z1,...,x,) a j-edfok elemi szimmetrikus polinomokat.

3.1.1. Tétel (Toth [47, Th. 2.1]). Legyenekr > k > 2 éss; € C (1 < i <r). Ha
Rs; >1 (1 <i<r), akkor

Z an(nl, R ,nr) _ C(Sl) ... C(ST)DT7k(Sl’ . ,Sr),

n‘il .. .nir

ahol
_ Y k()1 —s51 —5r
Dr,k(sla"'asr)_n(1_2(_1)] (k_l)ej(p g D ))
p j=k
abszolit konvergens, ha R(s;, + --- + 5,) > 1 minden 1 < i1 < ... < i; < 1 esetén
(k<j<r).

3.1.2. Tétel (Toth [47, Th. 2.2]). Har = k > 2, akkor
Z Qr,k(nh cee 7n7“) = A’r,er + 0 (Rr,k(x)) )

ahol
_ N (MY (P L
(T o ) N
p Jj=k
és
A ha r>k >3,
Rnk(a:) = 1 1 (34)
2 tlogz)™™', ha r=k=2.

3.2. k pozitiv egész legkisebb kozos tobbszorosének at-
lagértéke

Ismert, hogy ha r € IN, akkor

Z [m’n]r _ g(g(‘;‘)2) . (iQ—(:Jrll))2 N O<x2r+1(logx)2/3<10g10gx)4/3)’

ami az (1.4) Walfisz-formula kovetkezménye. J. L. Fernandez és P. Fernandez [12, Th.
3(b)| igazoltak, hogy r € IN esetén

m,n<T

. xS(r-{-l)
Z [m,n, q] “Crm (z — o),

m,n,q<T
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ahol ¢, egy alkalmas konstans. A bizonyitasuk az [m, n, ¢|(m,n)(m,q)(n,q) = mng(m,n,q)
(m,n,q € IN) azonossagon alapszik.

A kévetkezd eredmeények >, f([n1,...,nk]) Gsszegek becslésére vonatkoznak,
ahol k > 3 és f bizonyos feltételeknek megfelels fliggvény.

Legyen r € R és jelolje A, azoknak az f : IN — C multiplikativ fliggvényeknek az

osztalyat, amelyekre 1éteznek olyan C', Cy valés konstansok, hogy

|f(p) — p"| < C1p"~Y? minden p primre, (i)
és
|f(p")] < Cop” minden p” primhatvanyra, ahol v > 2. (ii)
Példaul, a kovetkezd fiiggvények A,-beliek: f(n) = n",o(n)", ¢(n)", o (n)" (r € R),
f(n) =or(n) = 24,d" (r€R, r >1/2). Ha f korlatos és f(p) = 1 minden p primre,
akkor f e Ay.

3.2.1. Tétel (Hilberdink és Toth [14, Th. 2.1|). Legyen k = 2 és f € A,, ahol
r > —1 valds szdm. Akkor

:L.k(rJrl)

_ k(r4+1)—2% min(r+1,1)+¢
X S md) = Crag g +0 (s ). 6
N1y, N ST
€s
Z f([nla R 7nk]) _ Cﬁkl‘k +0 (Ik—%min(r+1,1)+a> ’ (36)
N yeeny nE<T (nl o 'nk)r
ahol R ( :
1 f(pmax [ Z T Vg )
Cf’k - 1_[ (1 N 2_9) Z p(r+1)(ul+---+wc) '
P | Z N v, =0
Itt (3.5) szerint f([n4,...,ny]) atlagértéke Cyy(ny - - - ny)", abban az értelemben, hogy
Z f([na, .. ne]) ~ Z Crr(ng---ng)" (z — o0).
N1 yeeny NE<T MNyeeny NE<T
Tovabba (3.6)-bol kévetkezik, hogy
. 1 f([nb 7”]{?])
lim — = Ctp,
ami az f([ny,...,nk])/(ny---ng)" figgvény kozépértéke.
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3.2.2. Tétel (Hilberdink és Toth [14, Th. 2.2]). Ha k > 2 és f € A,, aholr = 0
valds, akkor

Nyyeooy N Zhr+1) 1
Z f (M) = Df’km +0 (xk(r-i-l)_E-i—E) , (37)

(ny,...,ng)

ahol

3.3. Osztoéfiiggvények tobbvaltozos atlagai
Tekintsiik a 7(1, k;n) = >k, 1 fliggvényt, ahol k € N. Ha k > 2, akkor

D71 kin) = ((k)x + C(1/k)x* + O(a%+), (3.8)
n<x
ahol 1/(2(k + 1)) < 0, < 1/(k + 2), ami javithato. Lasd Krétzel [18, Ch. 5|. Itt 6 <
15T = 0.220898, ami Graham és Kolesnik (1988) eredménye.
Lelechenko [20] egy kétdimenzios Perron-formulat hasznalva igazolta, hogy

Z 7(1,2;mn) = Aga® + Boa®? + O(2'%79), (3.9)

mn<e

ahol Ay, By konstansok és 10/7 = 1.428571. Megjegyezte, hogy k > 3-ra a modszere nem
adja ki a vart
Z (1, k;mn) = Aga® + Bra'™VF 4 O (22, (3.10)
m,n<T
képletet, mert a kapott hiba nagyobb, mint 2%, még RH mellett is, és elnyeli az z'+/*
tagot.

Ebben a szakaszban javitjuk (3.9) hibatagjat és levezetjiik a (3.10) képletet. Altala-
nosabban, aszimptotikus képleteket vezetiink le az ), (1, k;ny -+ n,) 6
Yinomn<a T(L K [01, ... ny]) Osszegekre, ahol k > 1 és 7 > 2 fix egészek. Tovabbd, ha-
sonl6 képleteket adunk a 7(9(n) és 7 (n) = 2¢( fiiggvényekre. Megjegyzends, hogy a
3.2.1 Tétel itt nem alkalmazhato.

3.3.1. Tétel (To6th és Zhai [51, Th. 3.1]). Ha k,r > 2, akkor

Z (1, k;ny - n,) = Appa” + B VE 4 O (gm0t (3.11)
Z (1, k;[n1, ... n,]) = Cppa” + Dyga” 1 TYF 4 O(gm1H0kFe), (3.12)
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minden € > 0-ra, ahol 0, a (3.8) képletbeli kitevd és A, i, By i, Cri, Dry explicit médon
megadhato konstansok.

3.3.2. Tétel (Toth és Zhai [51, Th. 3.2]). Ha r = 2, akkor

Z 7O (ny---ny) = Kpa" 4 Loa™™ Y2 4 O(a" 1102+,

> T, ne]) = Kot 4 La™ P 4 0210,

minden ¢ > 0-ra, ahol 05 a (3.8) képletbeli kitevd és K., L., K|, L. explicit konstansok.

A 7 és 72 fiiggvényekre vonatkozo tobbvaltozos formulék a kovetkezd altalanos kon-
volicios tétel kovetkezményei.

3.3.3. Tétel (Toth és Zhai [51, Th. 3.3]). Legyen r = 2 és legyenek h : N" — C,
g:N" - C, fj :IN—-C (1 <j<r) olyan figgvények, hogy

h(ny,...,n,) = > gldy, ..., d) fi(my) - fr(m,)

minden nq,...,n, € N esetén. Tegyiik fel, hogy
(1) léteznek 0 < b; < a; (1 < j <r) konstansok, hogy

Fy(a) == Y fi(n) = 2% Py(logx) + O(a™) (1<j<r),

n<x

ahol Pj(u) polinomok u-ban, amelyek foka d; és féegyiitthatojuk K; (1 < j <),

(ii) a

o . S g(ng,...,ny)
(81,...,Sr> = s e
n PR n T
N yeeeyp=1 1 T
Dirichlet-sorok abszolit konvergensek, ha (s1,...,s,) = (a1 —€,...,aj_1—&,bj —€,aj11 —
€,...,a, —€), ahol € > 0 elegendden kicsi és 1 < j <.

Akkor

Z h(ng,...,n.) =z T Q(log x) + Oz =2 (log )+ o),

ahol Q(u) egy polinom u-ban, amelynek foka 61+ - -+0,., féegyiitthatoja K, - - - K,.G(aq, ..., a,)
és A = minlgjgr(aj - b])
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3.3.4. Tétel (Toth és Zhai [51, Th. 3.4]). Ha r = 2, akkor

Z 7(ny---n,) = 2" P.(logx) + O(x"110%e),

Z 7([n1, ..., n.]) = 27Q,(log ) + O(x"~1+0Fe),
ahol 0 az (1.1) Dirichlet osztoprobléma kitevdje, P,(t) és Q. (t) r-edfoki polinomok t-ben,
amelyek foegyiitthatoi explicit modon megadhatdk.

Tekintsiik a 72 (n) fiiggvényt, amelyre 7 (n; ---n,) = 7 ([ny, ..., n,]) minden
n,...,n, € N-re.

3.3.5. Tétel (Toth és Zhai [51, Th. 3.5]). Ha r = 2, akkor

Z 73 (ny---n,) = 2" P*(log x) + O(z"~Y/2+9),

ahol P*(t) egy r-edfoki polinom t-ben és féegyiitthatdja

w102 (- (-3

p

3.4. A Z,, x 7, csoportok részcsoportjai szamanak az at-
laga
Jelolje s(m,n), ahogy a fentiekben is, a Z,, x Z, csoport részcsoportjainak a szamat.

3.4.1. Tétel (Nowak és Toth [23, Th. 2.1]). Ha z,w € C dgy, hogy Rz > 1, Rw > 1,
akkor

i s(m,n) _ C)CW)(z +w—1)

menY C(z +w)

(3.13)

m,n=1

3.4.2. Tétel (Nowak és Toth [23, Th. 2.2]). Miden ¢ > 0 esetén

3
Z s(m,n) = 2* 2 A, (logz)" + O (x%“) : (3.14)
r=0

m,n<T

ahol 1117/701 = 1.593437, A3 = %, Ay, Ay, Ag tovdbbi explicit konstansok.

3.4.3. Megjegyzés. Valojaban a hibatag O (x%“), ahol 0 a Dirichlet-féle osztoprob-
léma kitevGje. A fenti O-tag Huxley eddigi legjobb eredményének kovetkezménye.
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3.4.4. Megjegyzés. Az Ay konstans pontos numerikus értéke nehezen adhaté meg,
mert ahhoz sziikséges a Y, 7(k)A(k)k™2 sor dsszegének becslése, ahol A(z) a Dirichlet-
probléma hibatagja.

A [23] dolgozatban hasonl6 formulékat vezettiink le a 3, ., -1 $(m, n), valamint
& D ey €M) €8 30 =1 C(m,m) Osszegekre is, ahol c(m,n) a (Zpy X Zip, +)
csoport ciklikus részcsoportjainak a szama. Itt az (m,n) = 1 feltétel mellett a Z,, x Z,
csoport két generdloelemt (rank two group).
A [23] dolgozatra hivatkozva Ushiroya [53] a
lim __ Z f(m,n),

z—w 22(log x)F1

kozépérték létezésének kérdését vizsgalta, ahol f(m,n) egy kétvaltozos multiplikativ fiigg-
vény ¢és k € IN rogzitett.

3.5. A Busche-Ramanujan-azonossagok altalanositasai

Legyen g és h két teljesen multiplikativ fliggvény és legyen f = g = h. A Busche-
Ramanujan-azonossigok szerint minden m,n € IN esetén

fom) =Y (%) £ (5) mdg(@nia) (3.15)
d|ged(m,n)

o)) =Y f( +) 9(@)h(d). (3.16)

d|ged(m,n)
Ezek az azonossagok kétvaltozos fliggvények hasznalataval értheték meg jol. Példaul
az f = o fliggvényre (3.15) és (3.16) kozos analitikus alakja

E o(nineg s1)C(s1 —1)((s9)((s9 — 1
3 (nana) — C(s1)¢( )¢ (s2)¢( )

= (Rsy, Rsy > 2),

nytny? C(s1+s2—1)
ami a (3.15) és (3.16) tipust azonossagok ekvivalenciajat is megmagyaréazza.

A Busche-Ramanujan-formulak kovetkezé éltalanositasait bizonyitottam:
3.5.1. Tétel (T6th [41, Th. 3.1]). Legyenek g és h teljesen multiplikativ fiigguények és
f =g=h. Legyen ¢y a kivetkezéképpen definidalt r-vdltozos (r € IN) multiplikativ fiiggvény:
1a I/1="'=I/r:0,

(=1 g(p)h(p) f @ 2), v, v € {0, 1},
=v e =2,

0, otherwise.
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minden p primre és minden vy, ..., v, € N U {0}-ra.
Jeldlje w;l* a1y inverzét az r-vdltozos konvoliciora nézve. Akkor mindennq, . ..
IN esetén
s n
flng---n,) = Z f(—)“'f(—r>¢f(a1,-..,ar),
aq (7%
ailni, ..., ar|ne
és

fl) - fa) = )] f(H)@D;l*(al,...,ar).
ailni, ...,ar|ny r

Megjegyzem, hogy a 7(n) osztofiiggvényre a 3.5.1 Tétel analitikus alakja
Z T(nl e nr)
_ n'il . nir

=<2(sl>--~<2<sr>H<1+Z<—1>J’—1<j—1) > ;)

P j=2 1<i1<...<ij<'r’p

ami a 3.1.1 Tétel specialis esete k = 2-re az (1.9) figyelembevételével.

(3.19)

3.5.2. Tétel (Toth [41, Th. 3.2]). Legyenek fi, ..., fi teljesen multiplikativ fiigguények
(keWN)ésF = fi=--xfr. Legyen U a kovetkezéképpen definidalt kétvdiltozés multiplikativ

fiiggvény. Minden p primre és minden vy, v € N U {0}-ra

1, V1=I/2:0,

Ir(p”,p”) = (1) ey 1, (fi(D), .-, fruP), vi,v2 = 1,0 + 1, <K,

0, mdasképp,

ahol eq(x1,...,zx) a d-edfoki elemi szimmetrikus polinomokat jeloli. Legyen 79}1

inverze az kétvaltozos konvoliciora nézve. Akkor minden nqi,ny € IN esetén

F(nyng) = 2 F <%) F <Z—j) VUr(ay, az),

ai|ni, az|nz2

€s

nin _
F(nl)F(ng) = Z F (aiaj) ﬁFl* (ab (12)-
ai|ni,az|nz

A Piltz-féle osztofiiggvényre a 3.5.2 Tétel kdvetkezményeként kapjuk:
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3.5.3. Kovetkezmény (Toth [41, Cor. 3.4]). Legyen k € N. Minden ny,ny € N-re

nmme) = Y <%) T (%) I(ay, as),

2
ai|ni, az|nz2

ahol a ¥y multiplikativ fiigguény igy definidlt:

17 vV =l = 07
ﬁk(pm?plQ) = (_1)V1+V2_1<V1i,/2)7 Vi, V9 = 17V1 + vy < ka
0, masképp.

3.6. Tobbvaltozos szamelméleti fiiggvények Ramanujan-
osszegek szerinti sorfejtése

Jelolje ¢,(n) a Ramanujan-6sszegeket. Igaz a kévetkezd tétel, amely altalanositja De-
lange [11] egyvaltozos fliggvényekre vonatkozo eredményét.

3.6.1. Tétel (To6th [49, Th. 2]). Legyen f : Nk — C egy fiigguény, ahol k € N. Tegyiik

fel, hogy
ee}
Z Qw(nl)+.‘.+w(nk) ‘(:uk * f) (nla s >nk)’ < 0. (3'22)
ni,...,np=1 ny-e Mg
Akkor minden nq,...,n; € N esetén
a0
f(nla SR 7nk) = Z Ag,....qx Cqn (nl) o Cq (nk)7 (3-23)
q1y-qK=1
abszolit konvergens, ahol
o0
= 3, I T, (321)

miqy - MgQqg

Megjegyzem, hogy a Bevezetében emlitett altalanositott Wintner-tétel szerint, a 3.6.1
Tétel feltételei mellett létezik az M(f) kozépérték és ai 1 = M(f).
Ha f multiplikativ, akkor a (3.22) feltétel ekvivalens a

i ‘(Mk*f)(nlavnk” (325)

< O
nl...nk

feltétellel és a kovetkezdvel is:

5 i [+ £ 0] (3.26)

pV1+"'+Vk

P Vi, V=0
Vit 21
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3.6.2. Kévetkezmény (Téth [49, Cor. 1]). Legyen f : N* — C multiplikativ fiigguény
(k € IN). Tegyiik fel, hogy (3.25) vagy (3.26) igaz. Akkor minden ny,...,n; € N-re fenndll
a (3.23) abszolit konvergens sorfejtés és az egytitthatok

(e = £)(™ ... D)
aql """ dk - H Z pV1+"'+Vk' :

P v120p(q1)5 Ve 2Vp (qr)

Innen egyszert tuton megkaphatok specialis multiplikativ fiiggvényekre vonatkozo is-
mert formulak - lasd példaul (1.8) - k-dimenzios altaldnositasai.

3.6.3. Kovetkezmény (Toth [49, Cor. 3]). Hany,...,n; € N, akkor a kivetkezd sorok
abszolit konvergensek:

os((n1, ..., nk)) — (s - qu(nl)"'ch(nk) seR. s
oy R 2 G (e Rk 1)
0(<n1>"'7nk)) - - C(h(nl)"'ch<nk’)
g a3 SO gy
_ - Cq (nl) © Cgy, (nk)
(e, o)) = (k) . " (k= 2), (3.28)

ahol Q = [qu,- -, qr]-

Ha k = 1, akkor (3.27) az (1.8) képletet adja. Ugyanakkor (3.28)-nak nincs kozvetlen
egydimenziés megfelelGje. A Ramanujantél szarmazé

) =Y 1°§ Geon) (neNN)

formula nem vezethetd le ezzel a modszerrel, mert az M (1) kozépérték nem létezik.
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