Té6th Laszlé Egy- és tobbvaltozos multiplikativ szamelméleti fiiggvények
aszimptotikus tulajdonsagai MTA doktori értekezésének birdlata

A szdmelméleti fliggvények témakorében az egyik kdzponti kérdés az atlagértékek vizs-
galata, aminek alapja az F(z) =) .. f(n) Osszegfliggvény aszimptotikus viselkedésének
leirasa minél jobb hibataggal. A leghiresebb talan az (igazi” hibatag vonatkozasaban
ma is megoldatlan) osztoprobléma, amikor f(n) az n pozitiv osztéinak a szama, de sza-
mos mas fliggvény esetén is hemzsegnek a nyitott kérdések. Toth Laszld ezen a nehéz
terepen rengeteg 1j eredményt ért el, részben Aaltalanositva masok korabbi eredményeit,
részben szamos altala Gjonnan felvetett érdekes fiiggvényre. Egyes eredményei és modszerei
jol kapcsolodnak mas teriiletekhez is. A t6bbvéltozos multiplikativ fiiggvények hatékony
kezeléséhez kifejlesztette az ennek megfelel§ konvoluciés médszert. Az értekezés 14 egy-
szerzds és 6 egy-egy tarsszerzével kozos dolgozatan alapul.

Ratérek a legfontosabb eredmények véazlatos ismertetésére.

A 2. fejezet egyvaltozos multiplikativ fliggvényekre vonatkozd eredményekrél szol.

A 2.1 és 2.4 pontban az exponencidlis osztokkal kapcsolatos fiiggvények szerepelnek.
Ez a Subbarao altal bevezetett és sok méas szerzé altal is hasznalt fogalom a kovetkezs:
d exponencidlis osztdéja n-nek, ha d-ben az n minden primosztéjanak kitevGje osztdja
az n-beli kitevének. A 2.1.3 Tétel az n exponencialis oszt6i szama r-edik hatvanyanak
Osszegfiiggvényére ad aszimptotikit jo hibataggal. A 2.1.4 Koévetkezményben az n elemi
nem izomorf Abel-csoportok szdma r-edik hatvanyinak Osszegfiiggvényére kapunk szép
aszimptotikat. A 2.1.3 Tétel specidlis esete a nagyon altalanos és bonyolult feltételrend-
szerd 2.1.1 Tételnek. Itt felmeriil, hogy esetleg mas specialis esetek is 6nmagukban érdekes
és mutatos eredményeket szolgaltathatnak. FEz a kérdésem a kés6bbiekre is vonatkozik,
amikor valamely nevezetes eredményt a szerzé egy altalanosabb tétel specialis eseteként
vezet le.

Az exponencialis Euler-fliggvény az n azon osztéinak a szdma, amelyekben minden
prim kitevGje relativ prim a megfelels n-beli kitev6hoz. A 2.4.1 Tétel az exponencialis
Euler-fiiggvény r-edik hatvanyanak Osszegfiiggényére vonatkozik. A 2.4.2-2.4.4 Tételek
tovabbi, hasonlé moédon definialt, részben a szerzd altal bevezetett exponencialis fligg-
vények Osszegfiiggvényére, illetve Dirichlet-sorara mondanak ki eredményeket.

A 2.2 pont (—1)"71/f(n) tsszegfiiggvényével foglalkozik, ahol f(n) el nem t{inGé mul-
tiplikativ fiiggvény. A 2.2.1 Tétel nagyon altalanos feltételek mellett ad erre hibatagos
aszimptotikat, és ennek specialis eseteként szép eredményeket kapunk, amikor f(n) az osz-
tok szama (2.2.4 Kovetkezmény), osztok Gsszege (2.2.3 Kovetkezmény), az Euler-fiiggvény
(2.2.2 Kovetkezmény), illetve az tn. biunitér osztok Gsszege (ahol d és n/d relativ primek,
2.2.7 Tétel). A hibatagok levezetéséhez egy 1j tipusi egyenlStlenséget allitott fel (2.2.5
Allitas).

A 2.3 pontban a limsup f(n)/loglogn -re vonatkoz6, Wirsinggel kozos eredmények
szerepelnek, ahol f(n) megfelels feltételeket teljesité multiplikativ fliggvény.

A 2.5 pont Inko-hoz kapcsolodo dsszegekkel foglalkozik. A 2.5.1 Tétel a >, (k,n)/n
négyzetének Osszegfiiggvényére ad aszimptotikat, amelyben a hibatag egyes nevezetes sej-
téseket feltéve tovabb javithato. Ezt a tételt Zhang és Zhai négyzet helyett magasabb
hatvanyokra altalanositottak. A 2.5.5 és 2.5.4 Tételek a szerzé altal bevezetett fiiggvényre,
az exponencialis Inko-k Osszegére éllapit meg maximaélis nagysagrendet és az Osszegfiigg-
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vényre aszimptotikadt. Egy masik érdekes altalanositas vonatkozasdban mondanak ki ha-
sonl6 eredményeket a 2.5.6 és 2.5.7 Tételek.

A 2. fejezet tovabbi részei a korabbiakhoz lazabban kapcsol6édo kérdéseket vizsgélnak,
a 2.6 pont Ramanujan-6sszegek silyozott atlagaira, 2.7 tobbvaltozos kvadratikus kongru-
encidk megoldasszdmara, 2.8 pedig véges Abel-csoportok részcsoportszamara vonatkozo
eredményeket tartalmaznak.

A 3. fejezetben tobbviltozos multiplikativ fliggvényekre vonatkoz6 eredmények szere-
pelnek. Ezek foleg F'(z) = >, ., f(ni,...,n,) Osszegfiiggvényekrdl szélnak.

A 3.1.2 Tétel a k-anként relativ prim szam r-esek ilyen értelemben vett szamara ad
jo hibatagi aszimptotikidt. FEzt az eredményt el6szor a szerzé kordbban k = 2-re érte
el, majd a modszerével ezt Hu tetszéleges k-ra igazolta. A szerzd eztuan a Dirichlet-
sorok és a tobbvaltozos konvolicio segitségével egy sokkal természetesebb megkozelitést
talalt, ami a Hu-énal jobb hibatagot eredményezett. A Hilberdinkkel k6zos 3.2.1 Tétel
egyvaltozos f multiplikativ fiiggvények nagyon altaldnos osztalyanal talal aszimptotikat az
F(z) =3, <, [([n1,...,n;]) Ssszegfiiggvényre.

A Zhai-jal kozos 3.3.1 Tétel az ny...n, szorzat, illetve az [ni,...,n,| lkkt k-adik
hatvany oszt6i szdmanak n; < x szerint képzett Osszegfiiggvényére mond ki aszimptotikat.
Hasonl6 eredményeket érnek el a szorzat, illetve lkkt osztéira, exponencialis osztoira,
valamint négyzetmentes osztoira (3.3.4, 3.3.2 és 3.3.5 Tételek).

Legyen s(m,n) a Z,, X Z,, csoport részcsoportjainak a szama. A Nowakkal kozos 3.4.2
Tétel a ), . . s(m,n) Osszegre ad aszimptotikdt. Van-e remény harom ciklikus csoport
direkt szorzatanal is hasonlo eredményre, akar esetleg hibatag nélkiil?

A 3.5 és 3.6 pontok a Busche-Ramanujan azonossigok altalanositasaival, illetve t6bb-
valtozos szamelméleti fliggvények Ramanujan-Osszegek szerinti sorfejtésével kapcsolatos
(tarsszerzok nélkiili) eredményeket tartalmaznak.

A bizonyitasok vilagosak, jol kovethetsk, és koziiliik kiilondsen a 3.2 és 3.3 pontbeliek
tiinnek ki Osszetettségiikkel és Otletességiikkel. Megismétlem, hogy nagyon jonak tartom
egyes fontos eredményeknél azoknak egy joval altalanosabb, 6nmagaban viszont nem til
,mutatos” tételbsl torténd levezetését.

A dolgozat felépitése és stilusa a nehéz téma, a sokféle szokatlan fogalom ellenére
olvasményos. Az eligazodast jol segiti a részletes név- és targymutatd, valamint a sokszor
elgfordulo jeloléseket kiilon is Gsszefoglald 1.3 pont.

Ertékelés: Az értekezésbsl megallapithato, hogy Toéth Laszlo a szamelméleti fiigg-
vények egy fontos részteriiletének nemzetkozileg is elismert vezetd kutatdja, aki szamos
1j eredménnyel gazdagitotta ezt a témakodrt, mind kordbbi munkik altaldnositisaval és
javitasaval, mind pedig altala felvetett kérdések megoldasaval. Ezekhez a meglevé mod-
szereket ligyesen adaptéalta, és tObb esetben 1j fogalmakat vezetett be és 4] eljarasokat
dolgozott ki. Rendkiviil tajékozott az irodalomban, folyamatosan koveti azt. Munkassaga
szorosan kapcsolodik szdmos més kutatdéhoz, egymasra 6sztonzéleg hatva. Dolgozatai
mind idegen nyelviek, és jelentSs résziik rangos nemzetkozi folydiratokban jelent meg.

Mindezek alapjan javasolom az értekezés nyilvanos vitdra bocsatasat és sikeres védés
esetén az MTA doktori fokozat odaitélését.

Budapest, 2019. aprilis 27. Freud Roébert



