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1. Bevezetés

A disszertdcié célja moduldris formak bizonyos zart gérbék menti integréljaival kapcsolatos 1j
eredmények bemutatasa. Klasszikusan ezek a gorbék zart geodetikusok a Bolyai-Lobacsevszkij-
féle hiperbolikus sik egybevagdsagainak egy szamelméletileg kitiintetett I'" diszkrét csoportjira
nézve. Ha a hiperbolikus sikot a H fels6 félsikkal modellezziik, a hiperbolikus sik iranyitastarto
egybevagosigainak csoportja

PSLo(R) = SLo(R) /{£1},

és a kitiintetett diszkrét csoport

I = PSLy(Z) = SLy(Z)/{£1}.

az+b

Ezek az algebrai csoportok a z — 2577

all6 fakorteret I'\H-vel jeldljik.

A H modellben a geodetikusok a valés kézéppontu félkorck és a fiiggbleges félegyenesek.
A tézisben fOszerepet jatsz6 ciklusok, azok a geodetikusok amik a I'\H hdnyadostérben énma-
gukba zarédnak. Megmutathatd, hogy ezek a zart geodetikusok egész egylitthatds kétvaltozds
indefinit kvadratikus alakokkal irhatok le alfejezet). A ciklusintegrélok igy figyelemre mélté
kolcsonhatast teremtenek a geometria, analizis és szamelmélet kozott.

Ha f egy I'-invarians folytonos fiiggvény, akkor vehetjiik a zart geodetikusok menti ivhossz
szerinti integraljait. Két érdekes fiiggvényosztaly all a kutatdsok kozéppontjaban, a holomorf,
illetve a négyzetesen integralhaté fiiggvények terei. A holomorf elméletnek fontos aritmetikus
alkalmazdsai vannak, elég csak a Wiles-tételt emliteniink. Az L?(T'\H) tér vizsgdlata més
jellegti, de tovabbra is kapcsoléddsi pontot nyijt a szamelmélet irdnydba. A jelen disszertaciéban
szerepelnek mind holomorf fiiggvények, mind L? fiiggvények ciklusintegraljai.

A modern harmonikus analizis a geometria és spektralis tulajdonsidgok kapcsolatat vizsgélja.
A zenei athallds nem véletlen, hiszen egy hangszer térbeli alakja és materialis tulajdonsigai
hatarozzak meg a hangzasat, ami viszont egy spektralis jelenség. A moduldris formak elméletében
ez a nézopont Maass és Selberg munkdihoz nyulik vissza. Selberg tobbek koézott kapcsolatot
taldlt a zart geodetikusok hosszai és a Laplace-operator sajatértékei kozott. Hasonld, a geomet-
ridt és a spektrumot 0sszekoto eredmények a disszertaciéban is megjelennek.

Az értekezésben tovabbd megkeriilhetetlen szerepet jatszanak a technikailag bonyolultabb
elméletii 1/2-stilyt modularis formak. Shimura alapveté munkéja nyoman létezik egy linedris
leképezés a négyzetesen integralhaté 1/2-stilyd moduldris formék és a -invaridns fiiggvények

Mobius-transzforméciok dltal hatnak H-n. A I palyaibdl
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kozott. Egy Katok és Sarnak altal bizonyitott fontos formula Gsszekoti egy 1/2-stilyd mo-
duléris forma Fourier-egyiitthatéit (14sd formula) és a Shimura-kapcsolt fiiggvény ciklus-
integréljait.

A tézis eredményei nagyon réviden a kovetkezok.

e Az invaridns fliggvények egy elemi konstrukcidja egy atlagolasi eljaras, az un. Poincaré-
sorok. A 3. fejezetben a Poincaré-sorok ciklusintegraljaira adunk megfelel6 formalizmust.
Eztton 1j bizonyitast adunk és kiterjesztjiik a Katok-Sarnak formulat.

A Katok-Sarnak formula kiterjesztése magara a Shimura-kapcsolatra is 1j bizonyitast ad, az
elméletre mas nézépontbdl tekint és 1j alkalmazdasok el6tt nyitja meg az utat. Ezen alkalmazdsok
4 csoportba oszthatok:

e Szamelméletileg definidlt immert4lt felilletek egyenletes eloszldsa I'\H-n. (4. fejezet)
e A Salié-féle exponencialis Osszegek szogei egyenletesen oszlanak el. (7. fejezet)

e A Ramanujan dltal megdlmodott al-moduléris formak egyszerii konstrukcidja a klasszikus
Klein-féle invaridns ciklusintegréljaival. (5. fejezet)

o Az SLy(Z)\SL2(R) téren a geodetikus folyam periodikus palydibdl képzett szimmetrikus
linkek hurkolédési szémanak kifejezése ciklusintegrélok segitségével. (6. fejezet)

A kovetkezOkben el6szor ismertetjiik a fenti eredmények matematikai hatterét, majd min-
den eredménynél vazoljuk annak bedgyazottsagat a klasszikus és modern kutatéasi iranyokba.
A tézisben felsorolt eredmények szemelvények a [17, [18, [19] és [44] cikkekbél. Ezek koziil 7
szamozott tétel Duke-kal, Imamogluval k6zos, 3 pedig 6nallé sajat eredmény.

2. Analizis a hiperbolikus sikon

Ebben a fejezetben a tézisben szerepl6 tételek kimonddsdhoz sziikséges jelolést ismertetjik.
A Laplace-operator és a spektraltétel. A modern elmélet az L?(I'\H) téren vizsgilja

a Laplace-operator spektrumat. Hogy ezt az operdtort definidljuk, sziikséges tovabbi jelolés
bevezetése. Egy U mérhet6 halmaz hiperbolikus teriilete a H modellben

1
vy
dxdy

Ezt a mértéket p-vel jeloljik, u = 2 Ez a mérték invaridns minden egybevagdsigra nézve,

és igy egy jol definidlt mértéket ad meg I'\'H-n. Legyen

1
.7:—{267-{:\2|21, \Rezlgz}

a standard fundamentalis tartomany, ekkor F teriilete §. A I'\H-n értelmezett fiiggvényeket

azonositjuk a H-n értelmezett I-invaridns fliggvényekkel. Ha f,g: T'\H: — C, legyen
3 _
<fag> :; f(Z)g(Z)d,U,,
F

és legyen

L*(T\H) = {f: T\H — C: (f, f) < oo}
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A spektralis elmélet a Ay csak egy stirti halmazon értelmezett, nem-korlatos operator spekt-
rumét vizsgalja az L?(G\H) téren, ahol
Anf=y*(02+0])f.
Legyen I'og = {£ (} ¥) : k € Z} C T'. Ekkor a I'-invarianciabdl kovetkezik, hogy
f(z) =) aln,y)e(nz),
neEL

ahol = Rez, és y = Im 2. Az L? egy kitiintetett altere a csticsformdk tere

L = {f € LAT\H) - / f(x + iy)dz = 0 (mm. y)}.

Az L? . -térnek van a Ay operdtor sajitfiiggvényeibél allé Hilbert-bazisa. Az L2 . . orto-

csics cstcs

gonalis komplementerét kifeszitik a ZFOO\F P (vz) alaki fiiggvények, ahol ¢ kompakt tartéji a
(0, 00)-n. Egy fontos nem kompakt tartéju eset, amikor ¢ (y) = y°. Az ebbdl képzett

E(z,5)= > (Imyz)* (2.1)

YEL s \I'

un. Eisenstein-sor konvergens Res > 1 esetén, és meromorfan folytathaté a C-re. E(z,s)
sajatfiiggvénye Agy-nek, és bar sosincs L?-ben, mégis fennall a kovetkezd

Tétel. Ha f € L?>(T\H) sima, akkor

1 [ .
z) =co+ Z c(p)p(z) + 471/ c(t)E(z, 5 +it)dt, (2.2)
o -0
ahol a szummdban ¢ eqy a Ay nem- konstans sajdtfiiggvényeibé’l allé ortonormalt bazison fut
dt, és ahol co = (f, 1), c(p) = (f, ) és c(t) = [r f(2)E(2,1/2 + it)du(z).
A sajatértékeket a kovetkezé normalizaldssal paraméterezziik (mivel —A > 0). Ha

Af+Af=0,
akkor A\ sajatérték, ami

1

)\:1+7’2:s(1—3)

alakban is irhaté. Itt » € R vagy ir € [—%,%] és s = %—F ir. Legyen U, C Lcsucs azon
csticsformék tere, ahol a Ayu + (1/4+72)u = 0. Ha u € U,., akkor a valtozdk szétvélasztdsival

a Fourier-kifejtés explicit alakra hozhaté:

= 2y1/2 Z Ky, 27T|m|y) (ml‘)v
m##0

ahol a(n) € C, K,, egy médositott Bessel fiiggvény [37, Ch. 10].

Minden m-re adott egy T'(m) : Liu% — Lgsucs Hecke-operator, ezek egymassal és Ay-vel is
felcserélhet6k. Ha ¢ a Hecke-operdtorok sajatfiiggvénye is, akkor a(1) # 0, igy feltehetd, hogy
a(1) = 1. Ekkor ¢-t Hecke-normalizaltnak hivjuk, ez eltér az L?-normalizaldstdl. Ilyenkor ¢

L-fiiggvénye Euler-szorzat alakban &ll el6 (ha Re(s) > 1):
L(s;p) =Y amn™ = [[ A —app*+p~ )" (2.3)
n>1 p prim

Tovébba feltehetjiik, hogy a(—n) = a(—1)a(n) = +a(n). Ha a(—1) = 1 a ¢-t pérosnak,
egyébként paratlannak hivjuk, mert p(—2) = a(—1)p(2).
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1/2-stlyti moduldris formdk és a Shimura-kapcsolat. Legyen 6(z) = >, e(n?z) és
J(v,2z) = 0(y2)/0(2), V2 azon L%beli fiiggvények, amikre f(vz) = f(2)J(v,2). Az

Laplace-operator

1 s
5-sulyi

Ay = v (07 + 87) — Fiyds

értelmes sima ¢ € V2 esetén. A spektralis elmélet hasonlé, de technikailag bonyolultabb, mint
az invarians esetben.

Ha AjpF + AF = 0, akkor a paraméterezés valtozik, A = M(F) = § + (§)?. Ilyenkor a
Fourier-kifejtés

$(2) = Y bW g i (Amlnly)e(na) (2.4)
n#0

alakot 6lt, ahol W egy tin. Whittaker-fiiggvény [37, Ch. 13] A cstcsforma pontos definicigjaban
a I'g(4) mindhdrom csicsdban elvarjuk, hogy a Fourier-kifejtés konstans tagja legyen azonosan
0.

Az U, C L2, térhez hasonléan, de a médositott paraméterezéssel legyen V; azon 1/2-silyt
csticsformak tere, ahol a A/, sajatértéke 1/4 + r?/4. A Shimura-leképezés a V. tér elemeihez
rendel U,-beli elemet.

Az 1/2-silyd esetben ezittal minden négyzetszamra adott T3 /2(m2), amik a V, tereket
onmagukba képezik. A V, egy fontos specialis altere V.7, amelyben a Fourier-egyiitthatékra
teljesiil, hogy b(n) = 0, ha n = 2,3mod 4. V,*-ban létezik ortonormalt bazis B, = {¢}, amik
egyben Hecke-sajatfiiggvények. Ha ¢ € B, Fourier-kifejtése mint —ben, és d fundamentalis
diszkrimindns, amire b(d) # 0, akkor a Hecke-reldcié T} 2(p?)1) = ay(p)y miatt

L(s+ 3,xa) Y b(dn®)n=" = b(d) [J(1 — ap(p)p™" +p )"
n>1 D
(Itt L(s, xa) a xq Dirichlet karakter L-fiiggvénye.) Legyen a,(n) olyan, hogy
[10 - ol +p72)7 = Y ag(mn~™ (25)
p n>1

és legyen
Shim (2) = y/2 3 2ay (nl) Kor (2lnly)e(na). (2.6)
n#0
(Mivel valamely d értékre b(d) # 0, ez mindig definiélt.)

Tétel (Shimura [41]). Ha ) € V, egy Hecke-sajdtfiggvény, akkor Shim € U, és szintén Hecke-
sajatfigguény.

Zart geodetikusok. A I'\H tér zart geodetikusai haromféleképpen jellemezheték: hiperboli-
kus elemek konjugélt osztalyaival, valds méasodfoku testbévitések algebrai egészeinek idealosztalyaival,
és indefinit egész egyiitthatds kvadratikus alakok osztalyaival. Mi ez utobbit hasznaljuk e fiizet-
ben.
Legyen D # 1 egy fundamentalis diszkriminans, és jelolje

Op = {Q(z,y) = A2® + Bay + Cy* | B*> — 4AC = D} (2.7)

a D diszkriminansu kvadratikus alakok terét. I' balrdl hat a Qp téren
a b
1Q(2,y) = Q(dr — by, —cx + ay), ha~y= <c d) :

A Ap =T\Qp, faktortér véges, az elemszamat osztélyszamnak hivjuk, hp-vel jeldljik.
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Legyen I'g = {y € I' : Q7 = @} a @ kvadratikus alak stabilizatora. Ismert, hogy ha D > 0,
akkor I'g végtelen ciklikus csoport. Ha ¢, u a legkisebb pozitiv egész megolddsai a t2—Du? =14
Pell-tipust egyenletnek, akkor I'g egyik generdtora

t+Bu Cu :|

— 2

A @Q — o0g hozzarendelés bijekcié a @) Qp-beli I'-orbitja, mas néven osztalya és a og I'-
konjugaltjai kozott.

Ha Sg a o fixpontjait dsszekotd félkor, és zg € Sq tetszbleges, akkor a t — exp(tlogog)zo
gorbe periodikus lesz I'\ H-n, tetszileges zg € S, valasztdssal. Ezt a zart geodetikust azonositjuk
a 2p-t és ogzo-t Osszekoté Cg geodetikus ivvel, aminek hossza 2logep, ahol ep = %.
Koénnyen lathatd, hogy I'-konjugélt elemek ugyanazt a zart geodetikust adjak meg I'\ H-n.

3. Ciklusintegralok és a Katok-Sarnak formula

A zart geodetikusok menti integrdlokra fontos példa az aldbbi Hecke-t0l szadrmazd eredmény
[27]. Ha E(z,s) a (2.1)-ben definidlt Eisenstein sor, akkor

D*/’T'(s/2)? ((s)L
E(z,s)ds = (s/2)” ¢(s)L(s,xp)
QeAp Y Ca I'(s) ¢(2s)
Itt Cg a fenti paragrafusban definidlt iv, {(s) a Riemann-féle (-fiiggvény, L(s, xp) pedig

a xp Dirichlet-karakter L-fliggvénye. Az s — 1 hatardtmenetbdl megkapjuk Dirichlet hires
osztalyszam-formulajat:

h(D)logep = D'?L(1,xp).

A Katok-Sarnak formula a fenti Eisenstein esetet altalanositja csicsformakra. Ennek megfe-
lel6 megfogalmazasahoz definidlnunk kell a Ap = I'\Qp halmaz, ami egy Abel-csoport a Gauss
altal felfedezett kompoziciéra nézve [46], masodrend, in. génuszkaraktereit. Ezek bijekciéban
allnak a D = d'd faktorizdcidkkal, ahol d-rél feltessziik, hogy fundamentélis diszkrimindns. Ha
Q = Ax? + Bay + Cy?, legyen [12, 49]

ha (A,B,C,D) = 1, és m a @ értékkészletében olyan szadm, amire (m,D) = 1, és 0, ha
(A,B,C,D) > 1.

A Katok-Sarnak formula [32], illetve dltalanositdsai pl. [6] szerint, ha
V(2) =2 nz0 b(n)W% signn, i (4m|nly)e(nx) egy Hecke-sajatfiiggvény, aminek Shimura-kapcsoltja
o, akkor d’,d > 0 esetén

127D AN = (o) 3 (@) [ el

Q€eAp Ca

A D < 0 esetben is fennall egy azonossdg. Ha Q = Az? + Bzy + Cy? € Qp, legyen
2Q = % € H és wg a T'g elemszama. Ekkor, azaz a dd’ < 0 esetben,
6D/ *b(d)b(d) = (0, 0) " > X(Qwp' ¢(2q).
Q€EAD

A d,d > 0 eset hidnyzik ezekbdl a formulakbdl, a ciklusintegrélok atlagai ilyenkor trividlis
okbdl eltiinnek. A [19] cikkben megmutattuk, hogy ebben az esetben is van formula a b(d)b(d’)
szorzatra, ezuttal a Shimura-kapcsolt fliggvény parcidlis derivaltjaibdl eléallitott invarians dif-
ferencidlforma ciklusintegraljaként.

A 6 eredmény, ami a Shimura-kapcsolat 1étét is bizonyitja, az aldbbi
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1. Tétel ([19]). Legyen
(2) = 2072 Y aln) Ky (2 lnly)e(nz)
n#0

egy pdros Hecke-normalizalt T'-invaridns csucsforma. Ekkor létezik egy egyértelmi F(z), a
To(4)-re nézve 1/2-silyi moduldris forma, aminek Fourier-kifejtése

F(z)= ) bW, = (drnlnly)e(nz),
’I’LEO,}L(?Ié‘I(l)OdZL)

ahol barmely d,d’" relativ prim fundamentdlis diszkrimindns esetén fenndll, hogy

fCQ Zcp (2)y~Ydz| had,d<0
3 - _
12¢?MN4MJ%00=<¢#»]'EZ;MQ) ﬂb y~Ydz|  had,d>0 (3.1)
QEAp QﬁwD ©(z4) ha d'd <0,

ahol x a D = d'd faktorizdcidhoz tartozd génuszkarakter. Itt (F, F) = fro(4)\H |F|?dp =1 és a
b(dm?) értékek (m € ZT) kielégitik a

mZn 2 % —Qd) = a(m)b(d)

nlm
n>0

Shimura-reldcidkat.

A |b(d)|? értéke szintén meghatdrozhaté 1d. pl. [32, B]. A jelenlegi kontextusban a fenti
jelolést hasznalva

127|d||b(d)|* = (p,) 'T(} + § — FLHT(3 — & — 2 L(L, 0, xa),

5 807Xd ZXd

n>1

ahol

Az azonossig legfontosabb alkalmazdsa, hogy szubkonvex becslések pl. [7] alkalmazasaval
egyenletes eloszldsokat lehet bizonyitani. A fenti tipusu tételeknek hosszu torténete van, kiilonos
tekintettel a holomorf esetre. Néhany fontos korai eredmény Kohnen és Zagier [34], Shintani
[42] és Waldspurger [47].

4. Geometriai eloszlas-problémak

A klasszikus Katok-Sarnak formuldk azonnal értelmezhetdk bizonyos eloszlasi problémak tiikrében.
Ha D < 0, vegyiik a {zg : Q € I'\Qp} véges halmazt és azt a up val6szinliségi mértéket,
ami minden zg-hoz ﬁ stlyt rendel, azaz ami folytonos f € C(I'\'H) fiiggvényhez a

oy Y fe)
QEF\QD

értéket rendeli. Hasonléképpen ha D > 0, vegyiik a {Cq : Q € T'\Qp} iveket, és most a pup
valOszintiségi mérték rendelje f-hez a

TS

QeF\Q
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értéket.

Duke egy fontos tétele [15] szerint ezek a mértékek a természetes p = %dxg‘y hiperbolikus
mértékhez tartanak, ahogy D — 4oo fundamentalis diszkrimindnsokon keresztiil. Ez a tétel
tovébbra is élénk kutatds targya, 1d. pl. [20] (a 4 szerzd koziil kettd Fields-érmes).

Felmeriil a kérdés, hogy az 1j esetben, amikor a d,d" > 0, az dltalunk felfedezett 1j azo-
nossagnak van-e geometriai alkalmazasa. A [19] cikkben konstrudltunk egy olyan véges hiper-
bolikus teriilettel rendelkezé feliiletet, aminek természetes immerzidja a I'\H térbe a Cg zéart
geodetikust hatdrolja, és amihez tartozd atlagolt mértékek szintén az invarians hiperbolikus
mértékhez tartanak.

Legyen wg(z) a Cg zart geodetikus koriilforduldsi szdma a z pont koriil. A Green-tétel
szerint

dxd

| stz =2i [ w(erog™5,
CQ F Yy
ahol 0zg = 3 (0,9 + i0y9).

Ha g(z) = 0.u, akkor y?0,0u = Ayu, tehédt egy sajatfiiggvényre

}:M@AfMWW:QLﬂQE:M@m@mL

Q€eAp QeAp

Tovabbra is felvetddik, hogy a fenti eléjeles mérték realizalhato-e egy feliilet immertédlasaval.
Elég ezt virtualisan megoldani, azaz elég olyan feliiletet taldlni, amelyre az immerzi6 elére
toldsa egy additiv konstans erejéig megegyezik a ZQE Ap X(Q)wg(z) stirliségfiiggvénnyel. Jogos
elvards, hogy ez a feliilet aritmetikusan legyen definidlva. A kovetkezdkben az erre a kérdésre
adott pozitiv valaszt ismertetem.

Legyen adott egy @ kvadratikus alak, og € I' a hozzatartozé hiperbolikus elem . A
Q osztalyat jelolje A. Az A-ban levé kvadratikus alakokhoz tartozé hiperbolikus elemek a og
I-konjugéltjaibdl allnak. Mivel S = (') és T = ({ 1) generdlja I-t, minden v € T elddll
Tm™ST™2S...ST™ alakban, ahol m; € Z. Mar klasszikusan ismert volt [31], hogy v konjugalt
egy olyan elemmel, ahol m; € N. Feltehet6 tehat, hogy o¢ ilyen alaki. Legyen

S = T(nit-ng) gp—(nit--ng)

és
Fa=(S81,...,5-1,T), (4.1)
ahol m =mqi + ... + my.

Legyen N = Nr,, a I'a csoport Nielsen-tartomanya [4], és F4 = Fr, az ennek megfelel§
feliilet.

2. Tétel ([19]). A -ban definidalt T' 4 csoport eqy mdsodik tipusi Fuchs-csoport, aminek
szignaturdja
(0;2,...,2;1;1).
l

Azaz az Fa hiperbolikus Riemann-felilet génusza 0, £ mdsodrendd pontot, eqy csicsot, és eqy
hatdrolo gorbét tartalmaz. A OF A hatdr egy zdrt geodetikus, aminek a képe F-ben C4. Tovdbbd

hossz(0F4) = 2logep  és  teriilet(Fy) = 7l
Az Fa Riemann-feliilet konform osztdlya meghatdrozza A-t.

A f6 eredmény ami Osszekoti a fenti Riemann-feliiletet a Katok-Sarnak tipusi formulakkal
a kovetkezs. Tegytik fel, hogy F'(z) valés analitikus I' 4-invaridns fiiggvény H-n, amire fenndll,

hogy
AF = —y2(Fm + Fyy) =s(1 —s)F
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és a kovetkez$ nagysagrendi feltétel: [, 9, F(x 4 4Y)dx = o(1), amint ¥ — oo. Ekkor

0= [ p2ydp(z) = / 1 0.F(2)dz.
Fa OF A

Legyen most

%f]_.A w(z)du(z) had,d<0

Weyl(u, x) = Z X(A) fa]_-A u(z) ds ha d',d >0 (4.2)
AeCI*(K) i u(za) ha d'd < 0.

(w_3 =3 és w_y =2 egyébként wp = 1.)

Itt u(2) vagy E(z,1/2+it) alaki, vagy (¢, p) " '¢(z) egy Hecke-normalizalt ¢ sajatfiiggvényre.
A spektrélis felbontds miatt, felhasznilva, hogy E(z,s) € L'(F4) ha Re(s) = 1/2,
az egyenletes eloszlasrdl sz0l6 Weyl-kritérium modularis valtozataban a fenti Weyl(u, x) in-
tegralokat kell megbecsiilni nemtrividlisan a D paraméterben, egyenletesen a spektrélis pa-
raméterekben. fgy a kovetkezo tételt kapjuk.

3. Tétel ([19]). A D > 1 fundamentdlis diszkrimindnshoz vdlasszunk eqgy Gp génuszt a T'\C-ben.
Legyen Q) egy nyilt korlap az F fundamentdlis tartomdnyban, és legyen I'QY az Q T'-eltoltjaibol
allo invaridns halmaz. Ekkor

3 Z teriilet(Fa4 NT'Q) ~ teriilet(2) Z teriilet(Fa), (4.3)
AeGp AeGp

ahogy D — oo fundamentdlis diszkrimindnsokon keresztil.

5. A Klein-féle invarians ciklusintegraljai és al-modularis formak

Legyen g = 2™,
00 3 n 0 5.n
Ey(x) =1+240)_ -, Eo(z)=1-504) 2
—q I—¢q
n=1 n=1
és 1
_ 3 2
A(z) = 1728 (E4(Z) - EG(Z)) .
A Klein féle j-invaridns
: E3(2)
j(z) = ﬁ(z)

az elliptikus gorbék lefrasdban jatszik alapveto szerepet. Ezenkiviil szdmos érdekes probléménal
bukkan fel, példaul Hermite megmutatta, hogyan oldhaté meg a j-fliiggvénnyel az 6todfoku
egyenlet, Picard a j-fiiggvény felhaszndlasdval bizonyitotta a kis Picard-tételt. A j fliggvény
Fourier-egyiitthatoi a Monster-csoport irreducibilis reprezentaciéinak dimenzidival is szoros kap-
csolatban allnak. (Az erre vonatkozé sejtést Borcherds (szintén Fields-érmes) bizonyitotta.)

A szamunkra legfontosabb alkalmazas Kronecker ”ifjikori almahoz” fizddik, ez a j(zq)
értékek algebrai szamelméletének megértése. Ez a probléma az egyik f6 motivacidja volt az
osztalytest-elméletnek, amit klasszikusan Hilbert, Takagi, Artin dolgoztak ki.

Tegyiik fel, hogy D < 0. Ha Q € Qp és zg a QQ(z,1) polinom egy H-ban fekvo gydke,
akkor a j(2g) szdmok algebrai egészek, amik egy Gal(Q/Q)-invaridns halmazt alkotnak. Emiatt

a
Trp(i) = Y. ITql \i(z)
Qel\Qp

9
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kifejezés értéke (kozonséges) egész. (Itt a j; = j — 744 fliggvényt technikai okokbdl egyszertibb
hasznalni.)

Zagier egy tétele szerint [50] ezek az egész szdmok egy T_(z) € Mé /2 3/2-stlyu gyengén
holomorf modularis forma Fourier-egytitthatéit adjak meg :

T (2)=—¢ ' +2+ Y _ Trg(j1)Dq" (5.1)
D<0
=—q¢ ' 4+2-248¢% +492¢* — 4119¢" + 7256 ¢° + - - -
Zagier munkéja szorosan kapcsolédik Borcherds elméletéhez [10)].

Egy természetes kérdés a Katok-Sarnak formulak tiikrében, hogy vajon megfogalmazhaté-e
hasonlé eredmény a Trp(j;) ciklusintegrélokra is, ahol

Trp(j1) Z /c

QeF\Q

(D > 0, de nem négyzet-szam.)

A [17] cikkben megmutattuk, hogy ezek a ciklusintegralok al-modularis formak Fourier-
egyiitthatéit adjak meg. Ugyanebben a cikkben a Borcherds-féle eredményeket is altalanositottuk
a D > 0 esetre.

oo
Legyen J(v,z) = 0(yz)/0(z) és M?)/2 azon g(z) = Y. byq" alaku fiiggvények, amikre

n=ng

g(v2) = J3(v, 2)g(z). Minden g € M;,’ /2 fiiggvényre definidljuk az Eichler-integréljat a

g (2) = =4y Y bn E(4ny) —“4722 (4ny)g™" (5.2)

n<0 n>0

képlettel. Legyen f(2) = >_,_, anq" olyan, hogy az a, egylitthaték csak akkor lehetnek
zérustol kiillonbozok, ha n = 0,1 (mod 4).
Az f(z) figgvényt 1/2-stilyt dl-moduldris formdnak hivjuk a T'g(4)-ra nézve, ha van olyan

M3 /21 A2 f un. arnyéka, amelyre

f(z) = f(2) +97(2)

1/2-stilyd T'g(4)-ra nézve. Az dl-moduldris formdk terét jelolje M /5.
A [17] cikkben megmutattuk, hogy a

= 3 Tr e (53)
d>0

generator-fiiggvény, (a Try(j1) megfeleld definidlasival a négyzetszamokra) 1/2-silyd dl-moduldris
format hatdroz meg, aminek arnyéka a (j5.1)-beli T_(z).

4. Tétel ([17]). A 'T‘Jr(z) : H — C fiiggvényt definidljuk a

~

Ti(z) =Ty(2) +T(2)

Trq(j1)
—ZTrd 31) ¢4 + 4y E(—dy) q — 8f+z
d>0 <o Vd

Fourier-sorral. Ekkor ’i‘+(z) egy 1/2 silyi harmonikus forma a T'o(4) csoportra nézve.

B4ld|y) ¢!

10
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Zagier[5()] és Borcherds[10] munkait tovabb dltaldnositva a

T 2 X(Q)IPol ™ jm(2q), hadd <0
£ 5XQ) fo, im(2) gy badd >0,

Traq(jm) = {

ciklusintergédlokrdl is beldttuk, hogy azok 1/2-silyti harmonikus formék Fourier egyiitthatdi,
akarcsak a Katok-Sarnak formulakban.

A [17] cikkben még egy varatlan kapcsolatot fedeztiink fel dl-moduldris formdk és raciondlis
periédus figgvények (RPF) kozott. Ezekrsl bévebben, a kovetkezd részben szdmolunk be, de a
kiindulé felfedezés szoros kapcsolatban all a j-fiiggvény ciklusintegraljaival.

Definidljuk d = 0, 1(mod 4) esetén az

Fy(z) = =Tra(1) = 3 (jg:7za(n2,d))q”l (5.4)

m>1  n|m

fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy Fy(z) az fy formdlis Shimura-kapcsoltjanak a derivaltja. A
d < 0 esetben Borcherds megmutatta, hogy Fy egy meromorf 2-silyd modularis forma I'-ra
nézve, aminek egyszeres pélusai vannak a d diszkriminanshoz tartozé zg € H pontokban |FQ|_1

reziduummal. Ezért a
2
q—Trd(l) H (1 o qm)a(m ,d)
m>1
1/12

végtelen szorzatnak is hasonlé tulajdonsdgai vannak. A d = 0 esetben ez a szorzat A(z) és

igy azt kapjuk, hogy
Fy(z) = 35 — QZU(m)qm = 5 Es(2).

n>1

Ez egy ugynevezett 2-silyu modularis integral, aminek periédusfiiggvénye:
Folz) — 2 2Fo(—1) = =5k =1
raciondlis fiiggvény.

5. Tétel ([17]). Legyen d > 0 nem négyzetszam, és legyen Fy a —ban definialt figgvény.

FEkkor )
Fyz)— 2 2Fy (-1 == 24 -1 .
a(2) = 2P Fa(=1) = — Z (a2® bz +¢) (5.5)
b2—4ac=d

Az Fy(z) figgvény Fourier-kifejtése megadhats az

Fy(z) == Tra(jm) ¢"

m>0

alakban is.

6. A geodetikus folyam és modularis kociklusok

A geodetikus folyam vizsgalata hiperbolikus sokasdgokon Hadamard-ig nyulik vissza [8], a T'\'H
esetet elészor Artin vizsgélta [1]. Az egységhosszi érintGvektorok tere a jobboldali mellékosztalyokbdl
all6 M = SLy(Z)\SL2(R) faktortér, ami mint 3-sokaség diffeomorf a haromlevelii csomé S3-beli
komplementerével. Ennek a ténynek a bizonyitdsa (amit Milnor Quillennek tulajdonit) meg-
taldlhat6 példdul a [36] konyvben.

11
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A zéart geodetikusok a geodetikus folyam érdekes periodikus pélyait adjdk. Tegyiik fel, hogy
v = (‘é g) € I' egy primitiv hiperbolikus elem aminek egyik sajatértéke ¢ > 1. Rogzitsiink egy

g € G elemet oly médon, hogy g~ 'vg = (§ 1(/)5)- Ekkor

et 0
Fg»—)Fg(O ot

t € [0,1log €] egy primitiv periodikus pélya I'\G-ben, amely csak a v konjugaltosztalyatdl figg.
Ezen periodikus palydkat moduldris csomdéknak hivjuk. 2006-os ICM eléaddsédban [25] Ghys a
moduléris csomdk és a hdromleveld csom6 hurkolédési szamat [24] vizsgalta, és észrevette, hogy
ezek a szamok szorosan kapcsoldédnak a

= Ae)

Al2) dz

20

ciklusintegrdlokhoz. (Az integrdl nem tiinik el, mert A’(2)dz/A(z) nem invaridns.) A fenti
ciklusintegralokra fennéll, hogy

log A(y2) —log A(2) — 6log(—(cz + d)?) = 2mi®(y),

egy csak v-tdl fiiggd P () konstanssal, amire Dedekind adott elészor formulét [13].

A Dedekind-szimbdélum ®(v) szdmos egymadstdl tavol all6 teriileten is meglepden fontos
szerepet jatszik [2]. Ghys észrevétele az volt, hogy egy moduléris csomé W(y) hurkolédéasi
szama a hiromleveli csoméval megegyezik a Dedekind-szimbélum homogenizéltjaval, azaz

U(y) = lim <I>(7")‘

n— 00 n

Cikkének végén Ghys megemliti a modularis csomdk egymassal valé hurkoldédasi szaméanak
kérdését. Kiilonosen érdekes a kérdés a moduldaris formék oldalardl vizsgalva.

A [18] cikket, amiben a Dedekind-szimbdlum megfelelé dltalanositésa szerepel, ez a kérdés
motivalta. Az dltaldnos szimbdélum homogenizaltja szintén hurkolédési szamhoz vezet, két szim-
metrizalt modularis lanc hurkolédési szamaéra.

A cikk a Dedekind-szimbdlum megfelel6 Gjraértelmezésén alapul, a Dedekind-szimbdélum egy
olyan 0-sulyt moduléaris kociklus hatarértéke, aminek a derivaltja Cii: -+ Bz a hatdrérték 1étezik
és egy egész szam, és a szimbdélum homogenizaltja ismét egy egész, ami megadja a haromlevell
csomédval vett hurkolédasi szamot.

Legyen P azon H-n értelmezett holomorf fliggvények tere, amikre fenndll, hogy f(z) <
y* + y~ % valamely a-ra, ami fiigghet f-t0l. Ha k egy paros egész szam, akkor v € I' k-stulyu
hatdsa P-n az f|ry = (cz+d) " f(7z). Egy k-stlyt 1-kociklus a I' csoporton (P-ben) egy I' — P,
v = 1(7, 2) leképezés amire

r(ov,z) =r(o,2)|ky + r(v, 2)

minden v, € I esetén.
Ha r(v,2) egy 2-silyd kociklus, akkor létezik egy egyértelmii O-silyd 1-kociklus R(7, z),
amire

d

%R(r)/’ Z) = 7"(’7, Z)a

(Az egyértelmiiség abbél kivetkezik, hogy H (T, C) = {0}.) Az R(v, z) az r(v, ) primitivjének
hivjuk.

A Dedekind-szimbdélum szempontjabdl a relevans 2-silyd kociklus v = (‘CL 2) esetén
12¢
T(’Y’Z) - Cz+d

12
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Egy konstanstdl eltekintve ez a %l tramszformacios formuldjaban jelenik meg. Ennek egy pri-
mitivje

R(v,2) = 6log(—(cz + d)?) + 27mi®(y),
ha ¢ # 0, amib6l megkapjuk a ®(v) limesz-eléallitasat:

D(v) = % lim Im R(vy, 1y). (6.1)

Y—0o0

Ghys hurkolédasi formulajanak altalanositdsdhoz elészor minden tr o > 2 hiperbolikus elem
C konjugalt osztalyahoz hozzarendeljiik az alabbi 2-stulyd 1-kociklust Ha v = (‘Z Z) elésc+#0,

akkor . )
re(v,2) 2=£cz<2_w—2_w,), (6.2)

az Osszegzés olyan o € C elemekre, aminek w’,w konjugélt fixpontjaira fennall, hogy w' <
—d/c < w és ahol

1 haogo!
gc = .
2 hao~o !

Egyébként, ha ¢ =0, r¢(v,2) = 0.
Az elsd 6 eredmény az, hogy ez tényleg kociklus.

6. Tétel ([18]). Legyen rc(7,z) mint fenn. Ekkor rc(vy,z) 2-silyd kociklus a T' csoporton.

Legyen Re¢(v,z) az a 0-silyd 1-kociklus ami r¢ (7, z) primitiv fiiggvénye. Definidljuk a C
konjugalt osztdlyhoz tartozé Dedekind-szimbdélumot koévetkezéképpen

e(y) = 7 lim Im Re (v, y). (6.3)

Megmutathatd, hogy a fenti hatérérték létezik és ®c(y) egy egész szdm.

A fenti ®¢ szimbdélum ¥e homogenizdcidja hurkolédési szdmként is értelmezhetd. Habar a
megkozelités itt kétdimenziods, egy ilyen eredmény nem varatlan. Egyrészrol az r¢ kociklus egy
Green-fiiggvény ciklusintegraljabdl szarmaztathaté. Masrészrol ahhoz, hogy egy 3-sokasdgban
két ciklus hurkolddéasi szamat definidljuk, fel kell tenniink, hogy ezek 0-homolégok. Ha a o-hez és
o~ l-hez tartozo ciklusokat egy lancként tekintjiik, akkor ez mindig 0-homolég, és a hurkol6dési
szamuk megegyezik a vetiiletiik tiszta (el6jel nélkiili) metszéspontjainak szamaval. Ez Birkhoff
tétele [5]. Ezt és az 1j szimbdlum tulajdonsdgait felhaszndlva a kovetkezo tétel all fenn.

7. Tétel ([18]). Legyenek C, ésCy hiperbolikus konjugdltosztdlyok, és jeloljik ugyanigy a hozzdjuk
tartozo szimmetrikus ldncokat is. Legyen

Ve (v) = lim Lc" 9} )

n—00 n

Ez a hatdrérték létezik és
Lk(Co,Cy) = Ye, (7).
7. Exponencialis osszegek Weil-szogei

Legyenek a(x),b(x) € Z(z) raciondlis fiiggvények, és D azon x mod p elemek halmaza amelyben
mind a, mind b definidlt. Ha x egy multiplikativ, ¢ egy additiv karakter mod p, akkor az

SOGvsp) = Y x(al@)e(b(x)) (7.1)

zeD
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Osszeget teljes exponencidlis Gsszegnek hivjuk. Weil [48] egy fontos tétele szerint (kénnyen
kezelhetd trividlis esetektdl eltekintve)

SO eip) = Vb Y e
k=1

ahol n csak az a(x),b(x) raciondlis fiiggvényektél fiigg és a 0 szogel valdsak.

Amennyiben az exponenciélis 6sszegek egy csaladjat vizsgdljuk, példaul az a(x), b(x) fiiggvények,
a karakterek, vagy a p modulus valtoztatasat, a 601, ...0,, Weil-szogek eloszlasardl fontos sejtések
vannak [33]. Ezeket csak néhany specidlis esetben sikeriilt igazolni, amik koziil a legfontosabb
az elliptikus gorbék elméletében megjelend Gsszegek esete (Hasse). Legyen (=) a Legendre-

szimbolum, ekkor g
3
x° + Az + B)
H= ——— | =2,/pcosb
> (THAEE) s,

z mod p

(ismét trivialis esetektdl eltekintve). Ha az y? = 23+ Az + B elliptikus gérbének nincsenek nem-
trivialis automorfizmusai, a 6, szoget [0, 7]-ben valasztva azok az in. Sato-Tate valdszintiségi
stirliség szerint oszlanak el [43], azaz

1 2 (%2
im — <xz: = — i .
11520 w(x)#{p <z:0,€[b,0]} - /01 sin” 6 df

Hasonl6 Sato-Tate eloszlést sejtenek a I'-invaridns fliggvények elméletében megjelend K (m, n; p)
Kloosterman-6sszegek esetében is, ahol

K(man;p) = Z

(mx +nx
e === 17
zZ=1 (p)

) = 2,/pcos ay.
p

Ez a sejtés még nyitott, de az 1/2-stlyd moduléris formak elméletében megjelend valtozata, a

Salié-Osszeg
s = 3 (5)(%5)

zz=1 (p)

(ahol (%) ismét a Legendre-szimbdlum) esetében az eloszlds ismert. Errél az Gsszegrol mar

Salié belatta, hogy
S(m,n;p) = 2y/pcos(2mz/p)
ahol x az 2 = mn (p) megolddsa. A bizonyitas legrovidebb véltozata a [45] cikkemben taldlhato.

A Salié-6sszegekrol az mn < 0 esetben Duke, Iwaniec és Friedlander [16] beldtta, hogy azok
Weil-szogei a Lebesgue-mérték szerint egyenletesen oszlanak el. A [44] cikkemben 4j bizonyitdst
adtam erre az eredményre, ami az mn > 0 esetben is miikodik. fgy a [44] cikk f6 eredménye a
Salié-Osszegek Weil-szogeirdl szdlo sejtés lezarasa, az egyenletes eloszlas bizonyitasa tetszoleges
nem-négyzet mn esetére.

Ugyanez az eredmény egy masik kérdéskorhoz is kapcsolédik. Hooley [28] vette észre, hogy
egy Erdostél [21] szérmazé probléma lényegében ekvivalens mésodfoki polinomkongruencidk
gyOkeinek egyenletes eloszldsaval. A legtermészetesebb, de legnehezebb eset, amikor a modulu-
sok primszamokon futnak végig. A [44] cikk ezt az dltaldnos sejtést is igazolja.

A Salié-sszegek eloszlasanak bizonyitasa szita-mddszereken alapul, Salié-Osszegek Osszegeit
kell a paraméterekben megfelelden egyenletesen becsiilni. A Poincaré-sorok ciklusintegréljai
természetes modon vezetnek ilyen tipusu Gsszegekre, mint példaul az ??7. Tétel is. Ezeknek
a kifejezéseknek a becslése nehéz, de ehelyett a Shimura-kapcsolat altal motivalva, a Salié-
Osszegek Osszegeit, Kloosterman-Osszegek Osszegeire tudjuk lecserélni. Az azonossdg nem a
spektralis elméleten hanem klasszikus algebrai szdmelméleten alapul. Az egyszeriiség kedvéért
a kovetkez6 tételt csak az S(D,1;n), D > 0 esetre mondjuk ki.

14
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8. Tétel ([44]). Legyen q rogzitett, és f olyan sima fiiggvény aminek tartdja, suppf C [¢X,2¢X],
> f()S(D,1in) =) L Keelm, b €)G(m, ) + O(klog X).
™ o cv/2Aw,

Itt Kooe(m, ks ¢) egy dltaldnositott Kloosterman-dsszeg egy a I'-ben véges indext, csak q-tol
fiiggd 'y részcsoportra; az ésszegben m € 7Z, ¢ egy kitiintetett csiucs, és ¢ € qwZ, ahol w a ¢
csucs szélessége. A G transzformdlt fliggvény

h )
Gm) =Y [ 1Qstenyte (5) dy

2ac

alaki, ahol Q; a D diszkrimindnsi kvadratikus alakok I'y osztdlyain fut végig, a ¢ egy a Q;
I'y-beli stabilizdtordhoz tartozé sima egységosztds.

A jobboldalon felmeriil6 6sszeg becslése, ahogy tipikusan Kloosterman-osszegek Gsszegeinek
becslése, nehéz. A [14] mddszert hasznélva, belattam a kovetkezo tételt:

9. Tétel ([44]). Legyen N,C > 1, G(n,c) tartéja része [N,2N] x [C,2C]-nek, és tegyiik fel,
hogy i,j = 0,1,2 esetén OL02G(n,c) < N7'C~I. Legyen

A= Z % Z anG(n,c)Kqp(m,n;c).

FEkkor

1/2 N 1/2 Cl/2
A<<HaH{<1+ZL> <1+q> = (q+m)1/4(q+N)1/4}1og2(mzch).

Ezek alapjan a szita-mddszer segitségével kapjuk a kovetkezd eredményeket.

10. Tétel ([44]).

1) Legyen P(x) = Az? + Bx + C € Z[x] egy irreducibilis polinom. Ekkor az

{3 1 p prim, P(z) = 0 (p)} sorozat (a természetes rendezésben a p nevezd szerint) a Lebesgue-
mérték szerint egyenletesen oszlik el mod 1.

2) Tegyiik fel, hogy m,n € Z, és mn nem négyzetszam. Ekkor a Salié-féle S(m,n;p) exponen-
cialis 6sszegekhez tartozo Weil-szogek egyenletesen oszlanak el.
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