Biraloi vélemény Toth Arpad MTA doktori értekezésérsl

Toth Arpad ,,Cycle Integrals of Modular Forms” cimmel nytjtott be MTA
doktori palyazatot illetve értekezést. Az aldbbiakban az értekezésrsl alkotott
véleményemet foglalom Ossze.

Formai értékelés

A disszertacié angol nyelven frédott 125 oldalas mt, amely bevezet&bdl,
hat fejezetbdl és egy fliggelékbdl all. Az értekezés felépitése jol atgondolt és
logikus. A torténeti hattér bemutatésa és a kapcsolodo irodalom feltérképe-
zése sem hagy kivannival6t maga utan. Bar talaltam néhany kisebb elirast,
de ezeket fel sem sorolom: szamuk nem til magas, és azok a disszertacié mon-
danivalojanak megértését nem befolyasoljak. A szoveg nyelvi szempontbdl is
megfeleld.

Osszességében véleményem szerint a disszertacié formai szempontbol gon-
dos, jol felépitett munka, amely jol fokuszaltan mutatja be a szerzé tevékeny-
ségét a vizsgalt témakorben.

Tartalmi értékelés

A disszertacio fejezeteit kovetve adom meg véleményemet.

A rovid, de tartalmas bevezetGben a szerzé Osszefoglalja a disszertacioban
megjelens kérdéseket és problémakoroket. Kidertl, hogy a vizsgalt tert-
let, a modularis formék, illetve ezen beliil azok ciklusintegraljainak elmélete
egyrészt klasszikus gyokerekig nytlik vissza, masrészt a modern matematika
egyik legdinamikusabban fejl6ds része. Utobbit az is alatamasztja, hogy a
teriilet kutatoi kozott szamos vilagviszonylatban jelentés matematikust ta-
lalunk (emlithetjiikk példaul Sarnak, Wiles vagy Zagier nevét), akik koziil
tobben attord eredményeikért Fields medalban részesiiltek. Kiilon megem-
litend§ Wiles munkéssaga, aki a modularis formak elméletének segitségével
igazolta a Fermat-sejtést. Ennek fényében nem meglepd, hogy a téma fontos
eredményei a legjelentGsebb matematikai folydiratokban latnak napvilagot.
Maér ezen a ponton megemlitem, hogy ez a helyzet a szerzé eredményeivel
is: a disszertacio alapjat képezd cikkek olyan neves altaldnos szaklapokban
jelentek meg, mint példaul az Annals of Mathematics (két cikk is itt jelent
meg), a Duke Mathematical Journal, az International Mathematics Research
Notices vagy a Proceedings of the American Mathematical Society. Az is
kideriil, hogy a disszertacio f6 témaja a szerzé moduléaris formak bizonyos
zart gorbék felett vett integraljaira vonatkozo eredményeinek bemutatéasa.



Vilagossa valik, hogy a témakort nem ,els6szamu szakértGként” ismeré olva-
sonak nem lesz konnyt dolga: a nyert eredmények megértéséhez (és persze,
mindezek el6tt ezek bizonyitasdhoz) mély és széleskorii geometriai, analitikus
és szamelméleti ismeretek sziikségesek.

A disszertacio elsé fejezetében a szerzé tomoren Osszefoglalja az eredmé-
nyek targyalasahoz sziikséges alapvets fogalmakat és ismereteket a modularis
formak elméletébdl. Ez a fejezet nmagaban is jol mutatja, hogy a vizsgalt
teriilet milyen széles alapokon nyugszik: a fejezet 17 oldalas és 12 alfejezetre
tagolodik. (FEzeket itt most tételesen nem sorolom fel, de valéban sokféle
témakor kertl itt teritékre.)

A mésodik fejezet vezérfonalat a Katok-Sarnak féle formulék illetve azok
kiterjesztése, altalanositésa jelenti. A kiindulopontot az a sokak altal vizs-
galt probléma jelenti, hogy hogyan lehet leirni a kiilonb6z6 csoportokon vett
automorf formak kapcsolatat. (A témakor kutatoi kézil néhany kiemelkedd
név: Doi, Naganuma, Shimura, Shintani, Langlands, Waldspurger, Kohnen,
Zagier, Katok, Sarnak és méasok - igencsak illusztris lista.) Az eredmények
jelentdségét azok fontos alkalmazasai mutatjak (ezekrdl a késGbbiekben még
lesz majd sz6). Leegyszeriisitve a fejezet {6 eredményét, a kovetkezorsl van
sz0. Hecke egy Dirichlet L-fiiggvényekre vonatkozo klasszikus formulédjat
Katok és Sharnak kiterjesztette tigynevezett csicsformékra. Ez a rendkiviil
fontos eredmény ugyanakkor bizonyos szempontbol hidnyos: nem terjed ki a
d,d fundamentalis diszkriminénsértékek minden lehetséges értékére. Ezt a
hidnyossagot a szerzének sikeriilt kikiiszobolnie, és olyan altalanos eredményt
igazolnia, amely a a d,d minden lehetséges értékére fennall. Ez a kiterjesz-
tés az alkalmazasok szempontjabdl is igen jelentds, errél éppen a kdvetkezs
fejezetben lesz sz06.

A disszertaci6 harmadik fejezetében (éppen a méasodik fejezetben talal-
hat6 eredmények alkalmazéasaként) geometriai eloszlas-problémékrol és mé-
sodfoku algebrai szamtestek egy 1j invariansarol esik szo. Az régdta jol is-
mert, hogy a Katok-Sarnak formula azonnali valaszt ad egy bizonyos geo-
metriai jellegi eloszlasi problémara. Igy adodik a kérdés: vajon a formu-
lanak a szerz¢ altal tortént kiterjesztése bir-e valamilyen geometriai jellegt
interpretacioval, alkalmazéassal? A fejezetben bemutatott eredmények, konst-
rukciok alapjan kideriil, hogy erre a kérdésre a valasz igenls. Nevezetesen,
a szerzé masodfoki szamtestekbdl kiindulva olyan hiperbolikus objektumo-
kat definial, melyek rendelkeznek az egyenletes eloszlas (moduléris) Weyl-
kritériuméval. Mivel itt meglehetGsen sok technikai részlet meriil fel, az
eredmény pontos ismertetésétsl eltekintek; csupan harom dolgot szeretnék
alahtzni:

- Onmagaban ez a kérdéskor is igen fontos és sokak (koztiik Fields meda-



losok) altal kutatott,

- a szerz6 konstrukcidja jol mutatja, hogy amellett, hogy kordbban em-
litett eredményei elméleti szempontbol fontos kiterjesztései a korabbi
eredményeknek, azok lényeges alkalmazésokkal is rendelkeznek,

- bar a konstrukcié meglehet&sen technikas és bonyolult, az végs6 soron
aritmetikai eszkozokkel torténik, és dnmagaban is érdekes.

A negyedik fejezetben tugynevezett al-moduléris formak keriilnek teri-
tékre. Ezek az objektumok is klasszikusak: els6ként Ramanujan egy Hardy-
hoz irt levelében jelentek meg. Ezzel a problémakorrel is szamos hires mate-
matikus foglalkozott, emlithetjiik példaul Watson, Selberg, Andrews vagy Za-
gier nevét. Egészen a 2000-es évekig nem volt vildgos, hogyan is illeszthet6k
be ezek az objektumok az elmélet altaldnos keretei kozé, amikor is Zwegers
megmutatta, hogy ezek az al-modularis formak egy bizonyos nem holomorf
fiiggvény hozzaadaséaval kiegészithet6k modularis forméava. A szerzé ebben
a témakorben is fontos eredményekkel rendelkezik. Egyrészt, megmutatta,
hogy al-modularis formék Fourier-egyiitthatoi leirhatok bizonyos ciklusinteg-
ralok segitségével. Ennek segitségével sikeriilt kiterjesztenie Borcherds egy
rendkiviil fontos, elliptikus gérbék j-invaridnsaival kapcsolatos eredményét
is. Emellett sikeriilt kapcsolatot talalnia al-modularis formak és tugynevezett
racionalis periddus fliggvények kozott.

A disszertacio 6todik fejezetében a szerzd modularis ciklusokat és hur-
kolodési szamokat vizsgal. Ez is egy fontos témakor; emlithetjiik példaul
Dedekind vagy Ghys eredményeit. Még 2007-ben Ghys vette észre, hogy
egy moduléris csomo6 hurkolddési szdma a haromleveld csomoéval megegyezik
a Dedekind-szimbo6lum homogenizaltjaval. A szerzének sikeriilt kiterjeszte-
nie Ghys hurkolodasi formulajat moduléris csomokra. Ehhez tobbek kozott
a Dedekind-szimbolum megfelels altaldnositasara, illetve annak kiilénbo6zé
tulajdonsigainak igazolasara is sziikség volt.

A szerz6 a disszertacié utolsd, hatodik fejezetében is egy érdekes kér-
déskort, nevezetesen kvadratikus kongruenciak gyckeinek eloszlasat és ehhez
kapcsolodoan Salié-6sszegeket vizsgal. Az eredmények igazolasdhoz exponen-
cialis 6sszegek ugynevezett Weil-szogeinek vizsgalatan at vezet az at. Ebben
a témakorben is szdmos fontos probléma és eredmény ismert, emlithetjiik
példaul Hooley, Duke, Friedlander, Iwaniecz tételeit. A fejezet {6 eredménye-
ként a szerz6 megmutatja, hogy ha P(z) = Az*+ Bz +C és itt B2—4AC nem
négyzet, akkor a P(r) = 0 (mod p) kongruencia gyokei, ahol p végigfut egy
(végtelen sok primet tartalmazo) szamtani sorozat primelemein, p-vel vald
normalas utan egyenletes eloszlastiak [0, 1]-ben a Lebesgue-mértékre nézve.



Megemlitends, hogy ez a tétel kiterjesztése Duke, Friedlander és Iwaniecz
egy hasonld, 4m csupan a B? — 4AC < 0 esetben igazolt eredményének.

A fiiggelékben bizonyos specialis fiiggvényekre vonatkozo Osszefiiggések
keriilnek felsorolasra.

Osszegzésként, véleményem szerint formai szempontbél a disszertacié egy
jol felépitett, szinvonalas md. Emellett tartalmi szempontbol megéllapithato,
hogy a szerzé onmagukban és az alkalmazésok szempontjabol is jelentds,
nemzetkozi szinten is magasan jegyzett eredményekkel rendelkezik a modern
matematika (klasszikus gyokerekig visszanytlo) egyik kiemelten fontos tertii-
letén, a modularis formék elméletében. A disszertécidoban szerepls tételek
mindegyikét elfogadom 6nallo, Gj eredménynek, és véleményem szerint ezek
Osszességében mindenképpen alkalmasak az ,MTA doktora” cim elnyerésére.
Igy a fentiek alapjan hatérozottan javaslom a nyilvanos vita lefolytatéasat,
illetve (sikeres védés esetén) Toth Arpad szamara az ,MTA doktora” cim
odaitélést.

A szerz6hoz az aldbbi kérdést fogalmazom meg.

Keérdés. Lat-e lehetGséget arra, hogy a disszertacioban bemutatott eredmé-
nyek (Wiles eredményeihez hasonloan) a Diofantikus szamelméletben, ezen
beliil esetleg a Diofantikus egyenletek elméletében is alkalmazast nyerjenek?

Debrecen, 2019. marcius 28.
(Dr. Hajdu Lajos)
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