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1. fejezet

Bevezetés

Sokat idézett cikkiikben Gale és Shapley vetették fel az aldbbi problémat [22]. Képzeljitk
el, hogy n férfi és n n6 mindegyike sorba rendezi az ellentétes nem képvisel6it aszerint,
hogy szamara az adott illeté hanyadikként jon szoba mint hazastars. Ha a fenti szereplok
n hazaspart alkotnak, akkor az igy meghatarozott parositas instabil, ha taldlhaté olyan
férfi és no, akik egymast az emlitett sorban kolecsonosen elobbre helyezték, mint a ha-
zastarsukat. Természetes cél ugy Osszehdzasitani a példaban szereplo személyeket, hogy
az imént leirt instabilitds ne lépjen fel. Ez a gondolat tobb altalanositasi lehetoséget
rejt magaban. Elképzelheto, hogy az egyes jatékosok nem egy, hanem tébb hazastarsat
keresnek. Ennek egy gyakorlati szempontbdl is érdekes valtozata az egyetemi felvételi
probléma, aholis férfiak és nék helyett az egyetemi szakok és az oda jelentkezok alkotjak
a két, egymast sorba rendez6 halmazt, tovabba az egyetemi szakok mindegyike rendelke-
zik egy, a felveheto hallgatok szamat feliilrol korlatozd kvétaval. Ebben a modellben egy
felvételi séma (aholis minden jelentkez6t legfeljebb egy szakra vesznek fel, és egyetlen
szak sem 1épi til a kvdtajat) akkor lesz instabil, ha van olyan szak és hallgat6, hogy
a szak szivesen felvenné e hallgatét (esetleg azon az aron, hogy egy szaméra kevésbé
értékes hallgatét elutasit), és az emlitett hallgaté pedig jobban jér, ha a felvételi séma
altal eloirt helyett erre a szakra nyer felvételt. Erdemes megemliteni, hogy a Magyar-
orszagon a felvi.hu altal meghatérozott vonalhtizasbol adédo felvételi séma éppen ezt a
fajta instabilitdast zarja ki.

Elképzelhet6 az is, hogy nem minden férfi-né (vagy szak-jelentkezd) par valésulhat
meg, azaz a lehetséges hdzaspéarokat (felvételeket) leiré graf nem teljes péaros graf. Sét:
ennek a grafnak még csak parosnak sem kell lennie. Erre az altalanositdsra vezet az a
szobatars probléma, ahol -mondjuk- kétagyas kollégiumi szobakban kell elhelyezni néhany
tanulot, akik mindegyike aszerint rendezte sorba a lehetséges szobatarsait, hogy mennyire
szivesen lakna egy szobaban az adott személlyel. Itt egy szobabeosztas instabilitdsa azt
jelenti, hogy talalhato két kollégista, akik szivesebben laknanak egyiitt, mint a beosztas
szerinti szobatarsukkal.

Tovabbi, a gyakorlati alkalmazas szempontjabdl is érdekes altalanositési lehetoség,
ha nem koveteljiik meg az egyes részvevoktol, hogy szigoru sorrendet hatarozzanak meg
lehetséges parjaikon, igy a dontetlenek is megengedettek. Az egyetemi felvételi problé-
maban példaul a jelenkezoknek ugyan szigoru sorrendet kell felallitaniuk a jelentkezéseik
kozott, am az egyetemi szakok esetében megengedett, hogy két jelentkezdt egyforman
értékeljenek, hiszen kizarolag a felvételi pontszam dont, ami minden tovabbi nélkiil meg-
egyezhet.
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Visszatérve az eredeti probléméra: Gale és Shapley az tin. lanykér6 algoritmus segitsé-
gével igazoltak, hogy mind a hazassagi, mind az egyetemi felvételi problémaban mindig
létezik stabil megoldés. Knuth konyvében Conwaynek tulajdonitja azt az észrevételt,
hogy a stabil parositasok hélét alkotnak [37]. Ez a megfigyelés kés6bb elengedhetetle-
niil fontosnak bizonyult szamos tovabbi, stabil parositasokkal kapcsolatos eredményhez.
A stabil péarositasok vizsgalata egyébként szamos tudomanyteriilet eszkoztarat felhasz-
nélja: Knuth mar emlitett [37] konyvét egyfajta algoritmuselméleti bevezetonek szanta
azzal, hogy egy kézzelfoghatd példan szemléltessen szamos, az algoritmusok tervezéséhez
és analiziséhez sziikséges médszert. A ma mar klasszikus bonyolultsagelméleti és tovab-
bi algoritmikus vonatkozasok tekintetében érdemes megemliteni még Gusfield és Irving
konyvét is [21]. A stabil parositasokon torténd optimalizalds is természetes feladat, és
ehhez kiilonféle poliéderes médszerek bizonyulnak hasznosnak [51, 45, 5,42, 1,50, 12]. A
gyakorlati alkalmazasok kapcsan pedig a jatékelméletbol ismeros fogalmak és modszerek
bukkannak fel, elég talan csak Roth és Sotomayor konyvét emliteni [11].

Mai tudasunk alapjan batran kijelentheto, hogy Gale és Shapley a stabil parositas
fogalmanak bevezetésével joval tobbet ért el, mint a cikkiikben megfogalmazott célt, azaz
a matematikai-jatékelméleti gondolkodasmdd népszerisitését. A munkajuk nyoméan in-
dult kutatas eredményeibdl vildgossa valik, hogy mind a gyakorlati alkalmazéasok, mind
pedig az elméleti jelentoségli eredmények okan kivételesen jél eltalalt és hasznéalhatd
fogalommal van dolgunk. Az elébbi tényt a stabil parositasok elméletében és a me-
chanizmustervezésben kifejtett munkassagukért 2012-ben Rothnak és Shapleynek itélt
kozgazdasagi Nobel emlékdijnél taldan nem is kell jobban indokolni, mig az utobbira pél-
da lehet Galvinnak a Dinitz-sejtésre adott, lényegében stabil parositasokat felhaszndld
bizonyitésa [23] vagy Kirdly varatlan &ttorést hozo kozelitd algoritmusa [34].

Erdemes még néhany szét szolni az altalanositasokkal kapcsolatos eredményekrol.
Az altalanositott stabilitasfogalom manifesztalodhat részben rendezett halmazok ko-
z0s antildncaban vagy matroidok kozos fliggetlenjében [10], de definidlhaté halézati fo-
lyamok stabilitasa is a kozgazdasagtanbol ismert elldtasi lancok egyfajta modelljeként
[14]. A stabil folyammodell szorosan kapcsolddik Ostrovsky-éhoz, ami bizonyos tekintet-
ben édltaldnosabb, masfeldl specidlisabb az el6bbinél [39]. Minden esetre a kézgazdész-
szakirodalomban komoly attorésként tartjak szamon, és szamos tovabbi eredmény kiin-
dulépontja lett.

A stabil parositasoknak mara mar komoly irodalma van. A tudomény 2013 koriili
allasat, csak az algoritmikus vonatkozéasok tekintetében foglalja 6ssze Manlove impozans
konyve [38]. A jelen munka egy ennél sokkal szerényebb célt tiiz ki maga elé: az olva-
sot egy unortodox modszer alkalmazasaba vezeti be és mutat rd annak néhany érdekes
vonatkozasara. Mintegy mellékesen igyekszik megvaltoztatni a stabil parositdsok ,tor-
ténelmérol” alkotott képet is. Emlékezetes, hogy Gale és Shapley 1962-ben publikaltak
az els6 cikket a témaban. Kés6bb Roth mutatott ra arra, hogy a lanykérd algoritmus
egy valtozata mar 1952 6ta alkalmazéasban van az USA-ban [11], a stabil péarositdsok
ismert torténelme tehat inkabb ekkortol kezdddik. Mi arra tesziink kisérletet, hogy még
korabbra, konkrétan 1928-ra dataljuk a torténet kezdetét, amikoris Knaster és Tarski
publikaltdk (akkor még bizonyitds nélkiil) monoton halmazfiiggvényekrdl sz6l6 fixpont-
tételiiket [36]. Kés6bb, 1955-ben Tarski igazolt egy héléelméleti dltalanositast, aminek
alkalmazhatésagat kiilonféle, analizisbdl ismert kozépértéktételek levezetésével illusztral-
ta [19]. Kideriilt, hogy a tételnek mar a véges esetben is nemtrividlis kovetkezményei
vannak. Vildgosan megmagyarazza ugyanis, hogy miért is mikodik a lanykérd algo-
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ritmus, illetve a fixpontok haldtulajdonsagabol kozvetleniil levezethetové vélik a stabil
parositasok hélétulajdonsaga. A stabil parositdsok és a monoton leképezések fixpontjai
kozti kapesolatot a Kelso és Crawford munkdja nyoman bevezetett kivélasztési fiiggvé-
nyek alkalmazdsa teremti meg [32].

Terjedelmi okok miatt nem tériink ki a részletekre, csak megemlitiink néhany tovabbi,
stabil parositasok altalanositasaival kapcsolatos jelent6s eredményt. Sokaig kérdés volt,
hogy egy nem feltétleniil paros grafban eldéntheté-e polinomidejii algoritmussal a stabil
parositas létezése. A pozitiv valasz Irvingtdl szarmazik, aki a lanykérd algoritmus 1épése-
ibol allo els6 fazis utan un. rotacidkat elimindl algoritmusa méasodik fazisaban, mig végiil
stabil parositast taldl, ha egyéltalan van ilyen a grafban [31]. Tan kés6bb kiterjesztette
Irving algoritmusat, és ennek segitségével igazolta stabil félparositasok 1étezését, amelyek
3 stily éleket is tartalmazhatnak [15]. Az is kideriilt, hogy pontosan akkor van stabil
parositas egy grafban, ha van olyan stabil félparositdas, amely nem tartalmaz paratlan
kort % silyu élekbol. Aharoni és Fleiner arra mutattak rd, hogy a stabil félparositas
létezése a Scarf-lemma kovetkezményeként is felfoghato, a Scarf-lemma pedig tekintheto
a Brouwer-féle fixponttétel egy rokondnak [3]. Ilyenforman a stabil parositdasok fixpon-
tokként is kezelheték, paros graf esetén egy monoton halmazfiiggvény, nemparos graf
esetén egy ennél bonyolultabb leképezéséként. Cechlarova és Fleiner a stabil b-parositas
keresésére adtak eljarast Irving algoritmusanak altalanositdsaval [9]. Bird, Cechlarova
és Fleiner a stabil parositasok valtozasat vizsgalta abban az esetben, ha egy 1j jaté-
kos jelenik meg a piacon. Eredményeik segitségével nemparos graf esetén is definialhaté
egyfajta barat-ellenség viszony a jatékosok kozott aszerint, hogy ha az egyikiik tavozik,
akkor ettél a masik helyzete javul vagy romlik [0].

A tézisfiizet az alabbiak szerint épiil fel. A jelen fejezet tovabbi részében bevezetjiik
az altalunk hasznalt terminologiat és néhany, a tovabbiakhoz elengedhetetleniil sziiksé-
ges fogalmat. Konkrétan, az 1.1. részben ismertetjiik az altalunk hasznélt legegyszeriibb
stabilitasfogalmat és bemutatunk egy dltaldnosan hasznalhaté eszkozt, mellyel Gale és
Shapley tétele is egyszertien igazolhato. Az 1.2. részben definidljuk a tovabbi modellek
szempontjabol alapvetd fontossagi kivélasztasi fiiggvényeket és azok szamunkra fontos
tulajdonsagait. Az 1.3. részben mutatunk ra arra, hogy a Gale-Shapley algoritmus kulcsa
Tarski fixponttétele. Ez a megfigyelés rendkiviil hatékony eszkéznek bizonyul kiilonfé-
le dltaldnositasok és kiterjesztések igazolasaban. Ilyenekre latunk példat a 2. fejezetben,
aholis matroidokra ill. részbenrendezésekre mutatunk be stabilitas-jellegli eredményeket.
Ezutén a 3. fejezetben kiilonféle kernelek halétulajdonsagaval kapcsolatban vilatitunk ra
néhany érdekes tényre. Az ezt kovetd 4. fejezet tovabbi, idénként meglepd alkalmaza-
sokra ad példat. A Tarski-féle fixponttétel szerint monoton leképezés fix pontjai halot
alkotnak, ezért bizonyos stabil parositas poliéderekre kozvetleniil alkalmazhaté Hoffman
halopoliéderekrol szolé egyik eredménye. Az 5. fejezetben ennek segitségével adjuk meg
kiilonféle altalanositott stabil parositas poliéderek egyfajta implicit karakterizacidjat.
Ugyanitt megemlitjiik a stabil b-péarositas poliédernek egy kevésbé implicit lefrasat is,
amely a stabil b-parositasok egy meglep6 tulajdonsagat aknazza ki. A 6. fejezetben ar-
ra mutatunk ra, hogy miként paros graf maximaélis méretii parositasanak probléméja
megfogalmazhatd hélézati folyam maximalizalasaként, ugyanigy a folyamproblémanak
is létezik olyan, preferenciakkal ellatott kiterjesztése, amely magaban foglalja a stabil
parositas problémat. Az ebben a fejezetben ismertetett stabil folyam fogalom azonban
tovabb altalanosithato, és a kozgazdasagtanbol ismert 1.n. ellatasi lancok vizsgalataban
bizonyul hasznosnak. Az utolsd, 7. fejezet a stabil péarositas probléma nem péaros graf-
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hoz kotodé altalanositdsaval foglalkozik. Aharonival kézos eredményiink mutat ra arra,
hogy Tan egy kordbbi, stabil félparositdasok 1étezésérél szolé eredményének [18] gyoke-
re Scarf ismert lemméja [17], amely a Kakutani-féle fixponttétel rokonanak tekinthetd.
Ugyancsak ebben a fejezetben igazoljuk alkalmas kivalasztési fiiggvények esetén a stabil
félparositasok megfelelo altalanositasanak létezését.

Tekintettel arra, hogy a jelent tézisfiizet célja a szerzo kutatasi tevékenységének bemu-
tatdsa, az értékelést megkonnyitendo a legalabb részben sajat eredményeket alahtzassal
ill. ’bekeretezéssel‘ jeloljiik, az utdbbi megjelolést akkor alkalmazzuk, ha a széban for-
g6 eredmény tudomanyos fokozatszerzéshez még nem keriilt felhasznélasra, igy az ilyen
eredmények tézispontoknak is tekinthetdk.

1.1. Stabil parositasok

Legyen G = (V, E) graf, és legyen minden v csucsra adott a v-re illeszkedé élek E(v)
halmazanak egy =, linearis rendezése, amit preferenciarendezésnek is szokds nevezni.
Azt mondjuk, hogy az e él jobb a v szamara az f élnél, ha e <, f teljesiil. Elek egy
M C FE halmaza pdrositds, ha az M-beli éleknek nincs kozos cstcsa, azaz dy(v) < 1
teljesiil minden v € V cstcsra. Tetszoleges b : V' — N korlatok esetén az M C E halmazt
b-pdrositasnak nevezziik, ha dy(v) < b(v) teljesiil G minden v csicséra. Vilagos, hogy
a parositds a b-parositas specidlis esete, mégpedig b = 1 esetén. Azt mondjuk, hogy az
M parositas domindlja az e = uv élt, ha M-nek van olyan m éle, amire m =<, f vagy
m =, [ teljesiil. Hasonlbéan, az M b-parositas b-domindlja az e = wv élt, ha M-nek
vannak olyan my, ..., my élei, amire m; <, f teljesiil minden 1 < i < k = b(u) esetén
vagy m =, [ teljesill minden 1 < i < k = b(v) esetén. Az e él akkor blokkolja az M
(b-)pérositast, ha M nem (b-)domindlja e-t. Végiil M akkor stabil (b-)pérositas, ha nincs
blokkol6 él, azaz, ha M minden M-en kiviili élt (b-)dominél. Ha példaul G egy paratlan
kor, és valamilyen koriiljaras szerint minden csics a koriiljarasban korabbi élt preferalja
a késobbihez képest, akkor konnyen lathatd, hogy G-nek nincs stabil parositdsa. Paros
grafok esetén azonban nem ez a helyzet, és ezt az alabbi tétel garantalja.

1.1. Tétel (Gale és Shapley [22]) Tetszdleges G pdros grafon tetszéleges preferencidk
esetén létezik stabil pdrositas.

Gale és Shapley val6jaban a fenti tételt a K, , teljes paros grafra igazoltak, azonban
ezt az eredményt kiterjesztve azt is megmutattak, hogy mindig létezik stabil b-péarositas
ha a paros graf egyik szinosztalyan b = 1 teljesiil. Gale és Shapley bizonyitasa a lanykérd
algoritmus, ami a probléma tetszoleges bemenetéhez hatékonyan taldl egy stabil paro-
sitdst. Az algoritmus miikodése (fiu-lany-hdzassag terminolégiaban) az alabbi. Elészor
minden fid megkéri a szamara legszimpatikusabb lany kezét. Ha minden fii méas-mas
lanyt kér meg, akkor a lanykérésekbol hazassagok lesznek, és ez stabil. Ha azonban van
olyan lany, akit egynél tobb fiu kér meg, igy az ilyen lanyok a legjobb kérgjiik kivéte-
lével minden mas kérojiiket kikosarazzak. Ha tortént kikosarazas, ugy a fiuk ismételten
megkérik a legszimpatikusabb olyan lany kezét, aki még nem kosarazta ki az adott fitt.
EI6bb utébb nem lesz kikosarazas: ekkor az utolsé lanykérésekbol hazassagok lesznek, és
az igy kapott péarositas az algoritmus outputja.

Gale és Shapley cikkiikben megjegyzik, hogy a targyalt eredmény kivalo ellenpélda
arra a kozkeleti vélekedésre, miszerint minden valamirevalo matematikai levezetés oha-
tatlanul nehéz szamitasokat és/vagy kiilonféle obskurus képleteket tartalmaz. A lanykérd
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algoritmus lefrasa ill. helyességének igazoldsa példaul mentes mindezektol, mégis egyér-
telmien egy ,tisztességes” matematikai bizonyitds. Mindezt nem vitatva, az aldbbiakban
ramutatunk az algoritmus helyességének egy unortodox bizonyitasara. Ez az alabbi apro,
nem csak paros grafokra érvényes megfigyelésen alapul.

1.2. Legyen G = (V, E) (nem feltétlendil pdros) graf minden v csicsihoz meg-

adva a <, preferenciarendezés a v-re illeszkedd élek E(v) halmazdn, valamint tegyiik fel,
hogy e <, f teljesiil arra az e = uv élre, ami legjobb az u szerinti <, rendezés szerint.
Ekkor G-ben a stabil pdrositdsok halmaza megegyezik a G — f grdf stabil pdrositisainak
halmazdval.

Az 1.2. Lemma szerint tehat ,ingyen” torolhetiink G-bol bizonyos éleket anélkiil,
hogy ettdl akar csak egy stabil parositas is eltiinne vagy keletkezne. Paros graf esetén
ezekkel a lépésekkel elobb-utébb oda jutunk, hogy nem lehet tovabbi élt tordlni, ezért
mind a fitik, mind a lanyok més-mas lanyt ill. fiit szerepeltetnek a preferenciasorrendjiik
élén. Konnyen lathatd, hogy ilyenkor mind a fiik legjobb vélasztasai, mind a ldnyok
legjobb valasztasai egy-egy stabil parositast hataroznak meg az éltorlések utani grafban,
igy persze az 1.2. Lemma tobbszori alkalmazasa miatt az eredeti G gratban is. Sot, az is
azonnal latszik a gondolatmenetbol, hogy a lanykérd algoritmus altal szolgaltatott stabil
parositas fiu-optimdlis, ami azt jelenti, hogy abban minden fii a szamara stabil parosi-
tasban elérhetd legszimpatikusabb lanyt kapja feleségiil. De az is kivetkezik mindebbdl,
hogy ez az eljaras minden lany a szamara lehet6 legrosszabb olyan férjet szolgaltatja, aki
stabil parositasban az adott lany parja lehet.

A fent véazolt bizonyitds minimélis moédositassal igazolja a lanykéro algoritmus b-
parositasokra torténd értelemszeri kiterjesztésének a helyességét, valamint azt is, hogy
a megtalalt stabil b-parositas a fenti értelemben optimalis lesz az ajanlatokat tevd az
oldalra szamara.

Grafelméleti modszerekkel nem nehéz a fit-optimalis parositas 1étezésének azt az al-
taldnositasat sem igazolni, amely szerint a stabil (b-)parositasok halét alkotnak az alab-
biak szerint. Ha M; és M, stabil (b-)pdrositdsok, és minden fia az M; U Ms-b6l szabadon
vélaszt maganak (b-)parositds él(eke)t, akkor az igy vélasztott élek ugyancsak stabil
(b-)pérositast alkotnak.

1.2. Kivalasztasi fiiggvények

Stabil parositasok és dltalanositasaik vizsgalatakor rendkiviil hasznos segédeszkoz a kiva-
lasztasi fiiggvény fogalma, mely segitségével konnyen leirhaté az egyes jatékosok preferen-
cidja. Az alabb leirt targyalasméd unortodoxidja a determinansokra alapozott felépités.
Tetsz6leges E alaphalmaz esetén az F : 2 — 2F leképezés

o kivdlasztdsi fiigguény, ha van olyan D : 2P — 2F leképezés, amelyre F(X) =
X ND(X) teljesiil az F minden X részhalmazara (az ilyen D leképezést az F
determindnsdnak nevezziik) ill.

e monoton, ha F(X) C F(Y) teljesiil X CY C FE esetén, valamint

e antiton, ha F(X) C F(Y) teljesiil Y C X C FE esetén, végiil
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e komonoton', ha F olyan kivalasztdsi fiiggvény, aminek van antiton determindnsa?.

Vildgos, hogy F pontosan akkor kivélasztasi fiiggvény, ha F(X) C X teljesiil min-
den X C F esetén, tovabba, hogy egyazon kivalasztasi fiiggvénynek szamos kiilonbozé
determinansa létezhet. A ,tankonyvi” példa komonoton kivalasztasi fiiggvényre a fiuk
kivalasztasi fiiggvénye a Gale-Shapley modellben.

1.3. Példa Legyen G = (V, E) véges pdaros graf, melynek szinosztilyait o fiik F ill.
lanyok L halmaza alkotja, és tartozzék minden v € V' csiucshoz eqy =, linedris rendezés
a v-re illeszkedd élek E(v) halmazdn. Ekkor tetszdleges X C E élhalmazbol a fiik dltal
kivdlasztott élek Fr(X) halmaza nem mds, mint azon X -beli e = fl élek halmaza, amelyre
e az [ fiu szamdra a legjobb él X-ben a =<; rendezés szerint.

Az 1.3. példéaban szereplo kivalasztasi fiiggvény egy konnyen lathatéan antiton deter-
mindnsa példdul a Dp(X) = U,cpNecxnp) Pr(v,€) leképezés, ahol e € E(v) esetén
Dr(v,e) :={e € E(v) : ¢ =, e} azon élek halmaza, amelyek v szdmara a <, preferencia
szerint nem rosszabbak e-nél. A fenti példabelihez hasonléan definidlhaté a lanyok Fp
kivalasztasi fliiggvénye és az ahhoz tartozé antiton Dy determinans.

1.4. Megfigyelés Az S C E pontosan akkor stabil parositis a G = (V, E) paros grdafban,
ha vannak olyan X,Y C E élhalmazok, amelyekre S = X NY mellett Dp(X) =Y és
DY) = X teljesiil.

Kivalasztasi fliiggvényeknek a mi szempontunkbol alapveté fontossagu tulajdonsagai az
aldbbiak. Az F : 2F — 2F kivdlasztési fiiggvény

e [RC tulajdonsagu, ha tetszoleges F(X) C Y C X esetén F(X) = F(Y) teljesiil,
e dtfiiggetlen, ha X, Y C F = F(XUY)=F(XUF(Y)),
e novekedd, ha X CY esetén |[F(X)| < |F(Y)] 4ll

1.5. Megfigyelés Legyen E véges halmaz és F : 2F — 2F komonoton kivdlasztdsi fiigg-
vény. FEkkor F pontosan akkor IRC tulajdonsdgu, ha F dtfiggetlen. Tovdbbd, ha F
novekedd, akkor F itfiggetelen (és igy IRC tulajdonsagi) is egyittal.

1.6. (Fleiner, Janké [20]) Legyen E véges halmaz és F : 28 — 2F komo-
noton kivdlasztasi fliigguény. Ekkor F pontosan akkor vtfiiggetlen, ha F-nek létezik olyan
Dr antiton determindnsa, amelyre

D(X) =D(F(X)) teljesiil tetszdleges X C E esetén. (1.1)

1Az angol nyelvii szakirodalomban ,substitutable” tulajdonsignak nincs frappans magyar neve, igy
jobb hijan a komonoton kifejezést hasznéljuk, utalva arra, hogy a ki nem valasztott elemek altal definalt
kivalasztasi fiiggvény monoton.

2 A komonoton tulajdonsig szokdsos definiciéja azt kivanja meg, hogy tetszileges X C E ése € E
esetén X N F(X +e) C F(X) teljesiiljon. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha a vdlaszték ismeretében
egy bizonyos lehetéség nem érdekel benniinket, akkor ugyanez a lehetOség a valaszték boviilése nyoméan
sem lesz érdekes a szamunkra.
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1.3. Tarski fixponttétele és a (zale-Shapley algoritmus

Az (L, =) részbenrendezett halmazt (avagy posetet) hdlonak nevezziik, ha barmely z,y €
L elemnek van egy x A y-nal jelolt legnagyobb alsé, és egy x V y-nal jelolt legkisebb felso
korlatja. Ha a részbenrendezés vilagos a szovegkodrnyezetbol, akkor a beszélhetiink L
hélorél. Az L halé akkor teljes, ha tetszéleges X C L halmaznak van egy A X-szel jelolt
legnagyobb alsé és egy \/ X-szel jelolt legkisebb fels$ korldtja. Teljes halé esetén 0 ill. 1
jeloli a halé legkisebb és legnagyobb elemét, azaz 0 = A L ill. 1 = \/ L. Vilagos, hogy
minden véges hélé teljes, am ez forditva nem igaz, pl. az egész szamok véges részhalma-
zai ugyan halét alkotnak a tartalmazkodasra, de ennek a halmaznak nincs legnagyobb
eleme, igy ez a halé nem teljes. Az el6z6, 1.2 részben definidlt fogalmak minden tovabbi
nélkiil definialhaték halékon azzal, hogy a C relacié a halé < rendezésének, a N és U
miiveletek pedig a A és V héalémiiveleteknek felelnek meg. Teljes halokrdl szél Tarski
alabbi fixponttétele.

1.7. Tétel (Tarski [49]) Ha (L, <) teljes hdlo és F : L — L monoton leképezés, akkor
F fixpontjainak halmaza nem tires, tovabbd F fixpontjainak halmaza teljes halot alkot a
< rendezésre nézve.

Megemlitjiik, hogy a szamunkra legfontosabb (L, <) = (2F, C) esetre az 1.7. tételt
Knaster és Tarski bizonyitottdk [36]. Ugyancsak érdemes megfigyelni, hogy véges L
hélé esetén a legkisebb fixpont megkaphatd, mint a 0 < F(0) = F(F(0)) < ... lanc
legnagyobb eleme. (Hasonléan, a legnagyobb fixpont az 1 = F(1) = F(F(1)) = ...
lanc legkisebb eleme.) Tarski az 1.7. Tétel alkalmazasat végtelen hélokon kiilonféle
kozépértéktételek levezetésével illusztralta. A mésik jél ismert alkalmazas, a Cantor-
Bernstein tétel bizonyitasa szintén végtelen halok segitségével torténik. Azonban az 1.7.
Tételnek mar véges halokon is izgalmas kovetkezményei vannak.

1.8. Kévetkezmény (Fleiner [11]) Ha F,G : 2F — 2% komonoton kivdlasztdsi figg-
vények, akkor taldlhatok az E-nek olyan X,Y részhalmazai, melyre Y = Dx(X) és X =
Dg(Y) teljesiil, ahol Dg ill. Dg az F ill. a G egy-eqy antiton determindnsa. Tovdbbd az
ilyen tulajdondsgi (X,Y") pdrok hdldt alkotnak a < rendezésre, ahol (X1,Y1) = (X2, Ys),
ha X1 C X5 és Yy C Y.

Az 1.8. Kovetkezmény motivélja az aldbbi definiciét.

1.9. Definicié Legyenek F,G : 28 — 2F komonoton kivdlasztdsi fiigguények. Az E alap-
halmaz K részhalmazdt FG-kernelnek nevezziik, ha léteznek olyan X, Y C E halmazok
valamint az F és a G-nek olyan Dy és Dg antiton determindnsai, amelyekre

K=XnY,Y=DgX) és X =Dg(Y) (1.2)
teljestil.

Az 1.9. Definiciéban szereplé antiton determinansok bar altaldban sokféleképp va-
laszthatok, utfiiggetlen kivalasztasi fiiggvények esetén nem jatszanak lényeges szerepet
a definiciéban. Ezt mutatja az aldbbi lemma.

1.10. (Fleiner [11]) Legyenck F,G : 2F — 2F ditfiiggetien és komonoton
kivdlasztdsi figguények, K eqy FG-kernel, Dx és Dg pedig az F és G tetszdleges, az (1.1)
tulajdonsdggal rendelkezd antiton determindnsai. Ekkor léteznek olyan X,Y részhalma-
zai E-nek, amelyre (1.2) teljesiil.
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Az 1.6. és az 1.10. Lemmdk miatt tutfiiggetlen kivélasztéasi fiiggvényekre az 1.8.
Kovetkezmény megfogalmazhaté a determinanstol fiiggetlen médon az alabbiak szerint.

1.11. Kévetkezmény (Fleiner [11]) Ha F,G : 2F — 2F dtfiggetlen, komonoton ki-
valasztdst figguények, akkor létezik FG-kernel, tovabbd az FG-kernelek hdlot alkotnak
arra a < g részbenrendezésre, amire X <z Y pontosan akkor teljesil, ha F(XUY) = X.
Raaddsul az FG-kerneleken a <z részbenrendezés pontosan a forditottja a =<g részben-
rendezésnek.

Ha a fentieken tul az F és G kivdlasztdsi fligguények novekeddk is, akkor tetszéleges
Ky, Ky FG-kernelek esetén Ky V Ky := F(K; U Ks) és K1 A Ky := G(K; U Ks) szintén
FG-kernelek, tovabba

X(K1) + x(K2) = X (K1 V Ky) + x(K1 A Ky) (1.3)

teljesiil ezen kernelek karakterisztikus fligguényeire.

Mlusztracidként alljon itt egy példa az 1.11. Kovetkezmény kernel l1étezésérol szolo
részének alkalmazasara.

1.12. Példa (Kiirschik Jézsef Matematikai Tanuléverseny, 2007, 3. feladat)
Legyen H a sik racspontjainak tetszoleges véges halmaza. Ekkor létezik olyan K részhal-
maz, melyre az aldabbi tulajdonsdgok teljesiilnek:

1. a sik barmely tengelypdrhuzamos (azaz figgdleges vagy vizszintes) eqyenese K-t
legfeljebb 2 pontban metszi,

2. H\ K bdrmely pontja rajta van egy K -beli végpontokkal rendelkezd, tengelypdrhu-
zamos szakaszon.

Az 1.4. Megfigyelésbol és az 1.8. Kovetkezménybol azonnal adédik Gale és Shapely
1.1. tétele. Ennél azonban tobb is latszik. Az 1.4. Megfigyelés miatt a stabil parositasok
megegyeznek az FpF-kernelekkel, amelyek pedig egy monoton leképezés fixpontjaival
azonosak. Az 1.7. Tétel miatt a fixpontok teljes hélét alkotnak, igy van a fixpontok
kozott legkisebb és legnagyobb is. Innen kozvetleniil adédik, hogy a stabil parositasok
kozott van fid-optimdlis (amelyben minden fit a legjobb olyan partnert kapja, amelyet
stabil parositasban megkaphat és egyuttal minden lany a lehetséges legrosszabb stabil
partnerrel van parositva), és lany-optimalis is (amely szerepcserével definidlhatd). Az is
kideriil, hogy a Gale-Shapley algoritmus tekintheté az imént emlitett monoton fiiggvény
iteraci6jdnak (ami —mint lattuk— a legkisebb ill. legnagyobb fixpontot taldlja meg).
Blair halotulajdonsagrol szélo eredményét sem nehéz igazolni az 1.11. Koévetkezmény
felhasznalasaval.

1.13. Tétel (Blair [8]) Legyen G = (V,E) egy F és L szinosztilyokkal rendelkezd
pdros grdf, és legyen F, : 2@ — 2B JRC tulajdonsdgi, komonoton kivdlasztdsi
fiigguény minden v € V csucsra. Legyen Frp(X) = {F, (X N E@) : v € F} és
Fr(X) = U{F. (X NEW) :v € L}. Ekkor az FpFy-kernelek (teljes) hdlét alkotnak a
=<p részbenrendezésre nézve, ahol X <p Y pontosan akkor teljesil, ha Fr (X NY) = X.

Erdemes megemliteni, hogy az 1.11. Kovetkezmény és a Tarski-féle 1.7. fixpont-
tétellel valod kapcsolat djrafelfedezése all Hatfield és Milgrom sokat hivatkozott, uttord
munkéjanak kozéppontjaban [28].
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2. fejezet

Kernel-tipust eredmények

A Bevezetésben leirt fixpont-alapti megkozelités segitségével szamos korabbi eredményt
kiterjeszthetiink ill. altaldnosithatunk. A P, = (E,<;) és P, = (E, <) véges posetek
K kozos antilancat Py Pa-kernelnek mondjuk, ha barmely e € E elemre van olyan k € K
elem, amelyre e <; k vagy e < k teljesiil. Sands Sauer és Woodrow [16] eredményébol
konnyen levezethet$ Gale és Shapley 1.1. Tétele alabbi dltaldnositaséanak els6 része. (Igaz
tovabba az is, hogy a Sands Sauer Woodrow tétel igazolhaté a 2.1. Tétel elso részének
kovetkezményeként.)

2.1. Tétel (Fleiner [11]) Tetszéleges Py = (E,<1) és Py = (E, <y) véges posetek ese-
tén létezik Py Py-kernel. Tovdabba, a Py Ps-kernelek halot alkotnak arra a <1 rendezésre
nézve, ahol A <1 A’ pontosan akkor teljesiil két Py-beli antildncra, ha A minden elemének
van A’-beli felsé korldtja.

A 2.1. tétel azon mulik, hogy a részhalmazhoz annak maximumait rendel6 leképezés
komonoton utfiiggetlen kivalasztasi fiiggvény. A 2.1. Tétel elsO részét illusztralja az
alabbi példa.

2.2. Példa (Kiirschak Jézsef Matematikai Tanuléverseny, 2016, 2. feladat)
A pozitiv egész szamok tetszdleges véges A halmazdnak van olyan B részhalmaza, amelyre
fenndall az aldbbi két feltétel.

e Ha by és by a B kiilonbozo elemei, akkor sem by €s by, sem pedig by + 1 és by + 1
nem egymds tobbszordsei, tovdbbad

e az A halmaz tetszoleges a eleméhez van B-nek olyan b eleme, amelyre a osztdja
b-nek vagy (b+ 1) osztdja (a + 1)-nek.

Aharoni, Berger és Gorelik igazoltdk a 2.1. tétel egy silyozott valtozatat, melynek
kimondasdhoz néhany definiciéra van sziikség. Legyen P = (V, <) véges poset és w :
V' — N egy igényfiiggvény, f : V — N pedig egy sulyfiiggvény. Tetszoleges v € V esetén
legyen fl(v) = max{f(c1) + f(c2) + ... : v = ¢ < ¢ < ...} a v-bdl indulé ldncok
Osszstilyanak maximuma. A fenti f stlyfiiggvény (<, w)-fiiggetlen, ha

e barmely ¢; < ¢y < ... < ¢ lanc esetén S2F f(¢;) < max{w(¢;) : 1 < i < k}
teljesiil és

e bérmely v € V esetén f(v) - fL(v) < f(v) - w(v) &ll fenn.

10
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(Az elsé feltétel azt jelenti, hogy egyetlen lanc Gsszsilya sem haladja meg a lanc ele-
meinek maximalis igényét, mig a masodik szerint pozitiv siulyu v elembdl indulé lanc
osszstlya nem haladhatja meg v igényét.) Konnyen lathatd, hogy az (<, 1)-fliggetlen
sulyfiiggvények pontosan az antilancok karakterisztikus vektorai.
A fenti f sulyfiiggvény w-domindlja a P poset c; elemét, ha létezik olyan ¢; < co <
. < ¢ lane, amelyre w(c;) < SO, f(ci) teljesiil, azaz van olyan ¢;-b8l indulé lanc,
melynek osszstlya eléri ¢; igényét. Legyenek most P, = (V,<;) és P, = (V,<y) a
V' kozos alaphalmazon két véges poset, és legyen wy,ws : V. — N két igényfiiggvény.
E posetek (wq,ws)-kernelén olyan f : V — N silyfiiggvényt értiink, amely egyszerre
(<, wy)-fiiggetlen és (<q, wy)-fiiggetlen, valamint f a V' alaphalmaz minden v elemét P;-
ben w;-dominalja vagy Py-ben ws-domindlja. Erdemes megfigyelni, hogy az (1,1)-kernel
épp a korabban definialt kernellel esik egybe. Immar kimondhatjuk a korabbban emlitett
sulyozott kernelekrol szolo tételt.

2.3. Tétel (Aharoni, Berger, Gorelik [2]) Legyenek P, = (V,<y) és Py = (V, <)
véges posetek, és legyen w : V. — N egy igényfigguény. FEkkor e poseteknek létezik
(w, w)-kernele.

Az 1.7. Tétel az 1.8. Kovetkezményének halokra torténé kiterjesztésével és alkal-
mas halok megfelelo kivalasztasi fiiggvényeit definidlva a 2.3. Tétel altalanosithatd az
alabbiak szerint.

2.4. (Fleiner, Janké [20]) Legyenek Py = (V,<y) és Py = (V, <3) véges posetek,
és legyen wy © V. — N és wy : V. — N igényfiigguények. Ekkor e poseteknek létezik
(wn,wy)-kernele. A (wy,wsy)-kernelek haldt alkotnak a siulyfiggvények azon <y részben-
rendezésére, amelyre f =<1 g akkor dll, ha fll < ng.

Részbenrendezéseken kiviil mas strukturdkon is igazolhaték kernel-tipust eredmé-
nyek. Legyenek My = (E,Z;) és My = (E,Z,) matroidok, valamint <; és <, a kozos £
alaphalmazuk linedris rendezései. E két matroid kozos K fiiggetlenjét M Ms-kernelnek
nevezziik, ha tetszoleges e € F'\ K elemhez valamely ¢ € {1, 2}-re létezik az M, matro-
idnak olyan C kore, amelyre C' C K U {e} és ¢ <; e teljesiil minden ¢ € C' — e-re.

2.5. Tétel (Fleiner [11]) Tetszbleges My = (E, 1) és My = (E, 1) matroidok esetén
létezik MiMg-kernel. Ha K1, Ko C E MiMa-kernelek, akkor a K1 UKy halmazbol a <;
szerint M;-n futtatott mohd algoritmus i = 1,2 esetén My Maq-kernelt vdalaszt ki. E két
operdcio meghatdrozta miveletek az My Ms-kernelek halmazan olyan hdlot definidlnak,
amelyben érvényes az (1.3) tulajdonsdg, tovdbbd tetszdleges Ki, Ky MiMs-kernelekre
fenndall, hogy span, K1 = spanp, Ko €s spanp, K1 = spanag, Ks.

A 2.5. Tétel kulesa az 1.11. Kovetkezmény mellett az, hogy a matroid részhalmazan
futtatott moho algoritmussal meghatarozott kivalasztasi fiiggvény egyszerre komonoton
és novekedo.
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3. fejezet

Kernelek struktiraja

Ebben a fejezetben kiilonféle FG-kerneleknek struktirajat vizsgaljuk. Az 1.11. Kovet-
kezmény masodik részének a halétulajdonsdgon til egy masik kovetkezménye az, hogy
FG-kernelek hatékonyan kikeresztezhetok.

3.1. (Fleiner [11]) Legyenck F,G : 28 — 2F nivekedd, itfiiggetlen és komo-
noton kivdlasztdsi fiigguények és legyenek Ky, Ko, ..., K,, tetszileges FG-kernelek. FEk-
kor létezik FG-kernelek eqy K' <5 K* <5 ... =5 K™ ldnca, amelyre teljesiil, hogy
Yoy X(KG) = 00 x(KY), tovdbbd, hogy 1 < j < m-re K7 = F(supp(d ", x(Ki) —
S X (K1)

Stabil b-parositasok esetén a 3.1. Tétel kiilonosen egyszerti alakot 6lt, a&m ehhez
hasznos ismerni a Roth-Sotomayor-féle 6sszehasonlitasi tételnek (Comparability Theor-
em) [13] Baiou és Balinski dltal adott aldbbi dltaldnositdsat.

3.2. Tétel (Baiou és Balinski [4]) Legyen G = (V, E) pdros grdf, minden v csicsra
legyen =, linedris rendezés a v-re illeszkedd élek E(V') halmazdn, valamint legyend : V —
N. Ha S és Sy stabil parositasok és v € V', akkor az aldbbi két lehetdség valamelyike dll
fenn.

e Si(v) = S3(v) vagy

e |S1(v)| = |9 (v)| = b(v) és S1(v)USa(v) halmaz =, szerint legjobb b(v) eleme vagy
S1(v) vagy Sa(v).

A 3.2. egy kovetkezménye, hogy barhogy is adunk meg k stabil b-parositast és egy v
csucsot, a b-parositasok v-re illeszkedo élhalmazain v-nek linearis rendezése van, amit a
tovabbiakban (mivel nem okoz félreértést) szintén =<,-vel jeloliink. Stabil b-parositasokra
tehat az aldbbi allitas szerint érvényes, hogy ha a egy paros graf k megadott stabil b-
parositasabdl az egyik szinosztalyabol mindenki a szamara ¢-dik legjobb hozzarendelést
valasztja, akkor stabil b-parositast kapunk.

3.3. (Fleiner [10]) Legyen G = (V, E) egy B és G szinosztalyokkal rendelkezd
pdros grdf, minden v csicsra legyen =, linedris rendezés a v-re illeszkedd élek E(V)
halmazdan, valamint legyen b : V' — N. Legyenek Si,Ss, ..., Sy stabil b-pdarositdsok, és
legyen 1 < @ < k. Jeldlje az Sy(v),S2(v),...,Sk(v) €lhalmazok =<, szerinti sorrendjét
St(v), S?(v),...,S*(). Ekkor St :=J{S'(v) : v € B} stabil b-pdrositds.

12
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A fenti 3.3. Tételt stabil parositasok esetére Teo és Sethuraman linearis programozasi
eszkozok felhasznélasaval igazoltdk [50], majd Klaus és Klijn (4llitdsuk szerint a 3.3.
Tételt nem ismerve) adtak a miénkhez nagyon hasonlé révid bizonyitést egy specidlis
esetben [35].

Stabil b-péarositasoknak van egy kevésbé ismert, am rendkiviil hasznos, t.n. splitting
tulajdonsaga, ami példéul a stabil b-parositas poliéder linearis leirdsdhoz jon kapora.

3.4. (Fleiner [12]) Legyen a G = (V, E) véges graf minden v csucsdhoz meg-
adva eqy =, linedris rendezés a v-re illeszkedd élek E(V') halmazdn, valamint legyen
b:V — N. Ekkor minden v € V csiicsra létezik egy olyan E(v) = E1(v) U ... U Eyy)(v)
particid, melyre |E;(v) 0S| < 1 teljesiil tetszdleges S stabil b-pdrositdsra, v csicsra és
1 <i < b(v) indezxre.

A 3.4. Tételbdl igazolhatd, hogy tetszéleges csicspreferencidkkal és csucskorlatokkal
ellatott G grathoz létezik egy olyan G’ graf, amelybdl G megkaphaté bizonyos csicshal-
mazok oOsszeolvasztasdval és G minden stabil b-parositdasa a G’ egy stabil parositdsnak
felel meg. Bar e G’ graf hatékonyan elééllithaté G, a =<, preferencidk és a b cstcskor-
latok ismeretében, ez a megfigyelés sajnos nem alkalmas arra, hogy a stabil b-parositas
keresését stabil parositds keresésére vezessiik vissza. Nem igaz ugyanis, hogy G’ minden
stabil parositasa G egy stabil b-parositasabdl adodik.
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4. fejezet

Alkalmazasok

Ebben a fejezetben a stabil parositasokrol szold, ismert és kevéshé ismert tételek néhany
alkalmazasat mutatjuk be. Viszonylag kénnyen lathato, hogy a Tarski-féle fixponttétel
egyik sztenderd alkalmazdsa, a Cantor-Bernstein tétel levezethetd a (szintén a Tarski-
féle fixponttétellel bizonyithat6) stabil péarositds tétel végtelen véltozatabdl. Mivel a
Cantor-Bernstein tétel tekintheté a Menelsohn-Dulmage tétel végtelen véaltozatanak, nem
meglepd, hogy ez utébbi is igazolhatd stabil parositasokkal. A Mendelsohn-Dulmage tétel
matroidos altalanositdsa, a Kundu-Lawler tétel pedig konnyen bizonyithaté a matroid-
kernelekre vonatkozé 2.5. Tételbdl. Korabban emlitettiik, hogy az aldbbi, grafkernelekrdl
sz0l6 eredmény is levezethetd Tarski-féle fixponttétel segitségével.

4.1. Tétel (Sands, Saurer és Woodrow [46]) Ha E; és Ey két hurokélt nem tartal-
mazo iranyitott élhalmaz a V' ponthalmazon, akkor létezik a V' pontjainak olyan U rész-
halmaza, melyre teljesiil az alabbi két tulajdonsdg

o Két kiilonbozo U-beli csics kozott nem vezet sem Fy-beli, sem Fy-beli 1t, illetve

e barmely v € V \ U csicsbdl vezet U-beli csiucsba Ey-beli vagy Ea-beli t.

A Gale-Shapley tétel egy talan kevéshé kézenfekvo alkalmazasa Pym alabbi linking
tételének bizonyitasa.

4.2. Tétel (Pym [40]) Legyen a D = (V, E) digrafban P és Q pontdiszjunkt irdnyitott
utak egy-eqy halmaza. Ekkor létezik pontdiszjukt iranyitott utak egy R halmaza gy, hogy

o minden P-beli ut kiindulopontjdbol indul R-beli ut, és minden R-beli it kitndulo-
pontja kiindulopontja eqy P-beli vagy Q-beli utnak, és

o minden Q-beli 1t végpontjiban végzodik R-beli ut, és minden R-beli it végpontja
végpontja eqy P-beli vagy Q-beli utnak, valamint

e minden R-beli ut eqy P-beli it (esetleg tires) kezddszeletének és egy Q-beli it (esetleg
tires) végszeletének dsszefiizésével jon létre.

Stabil péarositasok egyik legismertebb alkalmazasa Galvinnak a Dinitz-sejtésre adott

bizonyitdsa [23], mely a ,Proofs from the book” c¢imii kényvben is megjelent. Galvin
modszere az alabbi modon terjeszthetd ki nem paros grafokra.

14
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4.3. (Fleiner [15]) Legyen G = (V, E) grdf, ¢c: E — {1,2,...,k} pedig G egy
k-élszinezése. Legyen adott minden e € E élhez eqy k méretd L(e) szinlista. Ha G
egyetlen pdratlan korének élethez tartozo szinlistaknak sincs kozos eleme, akkor van G-
nek olyan | élszinezése, amelyre minden élt a sajdat listdjabdl szineziink, azaz l(e) € L(e)
teljesiil G minden e élére.

Létezik Galvin tételének és a paros grafok egyenletes szinezésérdl szolé tételnek is egy
kozos altalanositasa.

4.4. (Fleiner, Frank [17]) Legyen G = (V, E) pdros grdf, ¢ : E — {1,2,...,k}
pedig G €leinek eqy tetszdleges szinezése k szinnel. Adott tovibbd minden e € E élhez eqy
k méretii L(e) szinlista. Ekkor taldlhaté G minden e éléhez egy l(e) € L(e) szin dgy, hogy
az | szinezés az aldabbi értelemben jobb legyen a ¢ szinezésnél. A G barmely v csiucsdra és
barmely ny,ng, ..., n; szinre léteznek my, mo, ..., m; szinek valamely j < i-re ugy, hogy a
v-b0l a c szinezés szerint legalabb anny €l kapja meg az mq, ..., m; szinek valamelyikét,
mint ahdny v-bol indulo él az | szinezés szerint az ny, . ..,n; szinek valemelyikét kapja.

A matroidkerneleknek egy gyakorlati szempontbdl is érdekes alkalmazéasaval zarjuk
ezt a részt. Ehhez definidljuk a 2LCSM problémat (a rovidités a szakirodalomban hasz-
nalt 2-sided laminar classified stable matching megnevezésre utal). Legyen G = (V, E)
paros graf, melynek minden v csticsdhoz adott egy =<, lineéris rendezés F(v)-n, egy C, la-
mindris halmazrendszer F(v)-n, valamint minden C' € C, halmazra az [(C') < u(C') alsé és
felsé korlatok. A G éleinek M részhalmaza akkor lu-pdrositds, ha I(C) < |[MNC| < u(C)
teljesiil minden v cstcsra és C' € C, halmazra. Az M lu-parositas akkor lu-domindlja
az e € £\ M élt, ha van e-nek olyan v végpontja és olyan C' € C, halmaz, amelyre
IM NC| = u(C) és m <, e teljesill minden m € M N C esetén. Az M lu-parosités
pedig akkor lu-stabil, ha minden E \ M-beli élt lu-domindl. A 2LCSM probléma pedig
az lu-stabil parositas 1étezésének eldontése. Ezzel a megkozelitéssel altaldnosithatjuk a
Huang altal bevezetett LCSM problémét [30], melynek motivacidja az egyetemi felvételi
probléma egy, a gyakorlatot jobban kozelito leirdsa: szemben ugyanis a stabil b-parositéas
problémaval, a jelen modell kezelni tudja az olyasfajta feltételt is, amely szerint az egyes
egyetemi szakok csak bizonyos minimdlis 1étszam elérésekor indulhatnak el, ill. bizo-
nyos egyetemi szakok (a sajat egyéni kvétajukon til) kozos kvotaval is rendelkeznek. A
2LCSM probléma egy lehetséges megoldasa az alabbi eredmény alapjan torténhet.

4.5. (Fleiner, Kamiyama [21]) A G = (V, E) grdfon megadott 2LCSM prob-
lémahoz polinom idében konstrudlhatok az My és My matroidok azzal a tulajdonsdggal,
hogy ha létezik lu-stabil pdarositds, akkor az lu-stabil parositasok halmaza megegyezik az
MiMay-kernelek halmazdval. Igaz tovdbbd, hogy eqy M MiMs-kernel pontosan akkor
lu-stabil parositas, ha M lu-pdrositds.

A 4.5, Tétel szerint tehat elegendo6 egyetlen M M Ms-kernelt talalni: ha M lu-
parositas, akkor kész vagyunk, hisz M l[u-stabil, ha pedig M nem l[u-parositas, akkor
egyaltalan nem létezik [u-stabil parositas.

Erdemes megemliteni két tovabbi, az egyetemi felvételi probléméahoz kapcsolédoé mo-
dellt is. A G = (V, E) péros graf szinosztélyait a szakok A és a felvételizék B halmaza
alkotja. Minden v csicshoz adott egy =<, linearis rendezés az v-bol induld éleken, to-
véabba minden b szakhoz adott egy [(b) alsé és egy u(b) fels6 korlat. Felvételi séma alatt
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olyan M C E ¢lhalmazt értiink, amelyre |M(a)| < 1 teljesiil minden a € A jelentkezdre
és 1(b) < M(b) < u(b) all minden olyan b szakra, amelyre M (b) # (). (A motivéacid itt
az, hogy ha egy b szak elindul, akkor ehhez legaldbb [(b) hallgatéra van sziikség.) Egy
felvételi séma akkor stabil, ha

e egyrészt nincs blokkold felvételizé-szak par, azaz barmely a € A, b € B és M (b) # ()
esetén van olyan m € M él, amelyre m <, ab teljesiil vagy | M (b)| = u(b) ésm =<, ab
teljestil minden m € M (b)-re,

e tovabba nincs blokkol6 koalici sem, azaz nem létezik olyan b szak és olyan aq, as, . .
aip) hallgatdok, amelyre M (b) = 0 és a;b <,, M(a;) teljesiil.

*

4.6. (Bird, Fleiner, Irving, Manlove [7]) A stabil felvételi séma létezésének
eldontése N P-teljes a fenti modellben.

A masik fent emlitett modell azt a gyakorlatban is elofordulé kovetelményt igyek-
szik formalizalni, amely szerint bizonyos jol meghatarozott szakokra felvett jelentkezok
szamara fels6 korlatot hataroz meg a minisztérium. A G = (V, E) paros graf szinoszta-
lyait most is a szakok A és a felvételizok B halmaza alkotja. Minden a felvételizohoz
adott egy =<, linearis rendezés az a-bol induld éleken, mig a szakokon mint alaphalma-
zon halmazan adott a C halmazcsaldd, melynek tagjai az in. kvétahalmazok. Min-
den C' € C kvétahalmazhoz adott egy q(C') fels6 korlat. Felvételi séma alatt itt olyan
M C FE élhalmazt értiink, amelyre |M(a)| < 1 teljesiil minden a € A jelentkezére és
I(C) < |M(C)| < u(C) all minden C kvétahalmazra, ahol M (C') jeloli az C-beli végpont-
tal rendelkez6 élek halmazat. Minden C' kvétahalmazhoz adott M(C')-n a <¢ linedris
rendezés, amelyek egymadssal konzisztensek, azaz tetszéleges C' és C' kvétahalmazok ese-
tén < és <o megegyezik M (C)NM(C")-n. Egy felvételi séma akkor stabil, ha barmely
a € A felvételizé és b € B szak esetén M(a) =<, ab teljesiil vagy van olyan b € C' € C
kvétahalmaz, amelyre |M(C)| = ¢(c) és m =<¢ ab all minden m € M(C) esetén. Vi-
lagos, hogy ha a kvotahalmazok C rendszere laminaris, akkor a 2LCSM probléma azon
specialis esetérdl van szo, amelyben [ = 0 és u = ¢. Mivel ekkor minden M Ms-kernel
lu-parositas, ezért minden ilyen kernel egyuttal [u-stabil is lesz, tehat mindig talalhato
stabil felvételi séma. Ha azonban a C halmazrendszer nem laminéris, akkor a probléma
reménytelen.

4.7. (Biré, Fleiner, Irving, Manlove [7]) A stabil felvételi séma létezésének
eldontése N P-teljes a fenti modellben.
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5. fejezet

Stabil parositas poliéderek

Természetes kérdés a stabil parositas és a maximaélis sulyu péarositas keresésének az az
Otvozete, amelyben adott élsilyozas mellett kell a stabil parositasok halmazabdl egy egy
maximalis sulyit keresni. Egy természetesen kinalkozo 1t a stabil parositasok karakte-
risztikus vektorai feszitette politépon torténd optimalizalas, és ehhez ennek a politopnak
egy jo karakterizacidjara, tipikusan egy linearis leirasara van sziikség. Az els6 1épést Van-
de Vate tette meg azzal, hogy teljes paros graf esetén megadott egy ilyen lefrast [51]. Ezt
kovette Rothblum, aki tetszéleges péros grafra adott karakterizdciét [15], majd Baiou
és Balinski adtak meg péaros graf esetén a stabil b-parositas politép exponencialisan sok
feltételt tartalmazo leirasat abban az esetben, amikoris a b korlat az egyik szinosztalyon
azonosan 1-gyel egyenlé [5].

Az FG-kernelek halostruktirajanak ismeretében azonban az elobbieknél sokkal dlta-
lanosabb esetekben (példaul matroidkernelek esetében) is megadhaté linedris karakteri-
zacié, mégpedig Hoffman hélépoliéderekre igazolt tételeinek segitségével [29]. Néhany
jelolésre lesz sziikségiink. F,G : 2F — 2F kivalasztasi fiiggvények esetén jelolje Krg az
FG-kernelek halmazat, ill.

Prg = conv{x(K): K € Krg}

Png = Prg+ Rf

Prg' = (Prg +RE)NRY

Arg = {ACE:|ANK|<1 VK € Krg)
Brg = {BCE:|BNK|>1 VK € Kxrg}

rendre az FG-kernel politépot, annak felszall6 burkat, a pozitiv ortansban alatta levd
részt, az FG-kernelek antiblokkold, valamint blokkol halmazait. Egy x € R vektor és
Z C E esetén alkalmazzuk az

T(Z) = Z{x(z) cz€Z}
jelolést. Ennek segitségével ki tudjuk mondani az alabbi eredményt.

5.1. Tétel (Fleiner [11]) Ha F,G : 2F — 2F nivekedd és komonoton kivdlasztdsi fiigg-

17
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vények, akkor

Prgl = {zeRP:2>0, F(B)>1 VB E Bxg}
Prgt = {zeRF:2>0, T(A) <1 VA€ Agg, z(e) =0 v@EE\UIC]-‘g}
Prg = {teR”:2>0, Z(B)>1 VBE€Brg,  T(A)<1 VAec Axg}

Az 5.1. Tételben szerepld linearis feltételek egy elonye, hogy a megfelel¢ linearis
programozasi problémaban fellép6 matrixokban csak 0 és 1 szerepel. Hatranyuk azon-
ban, hogy a linedris feltételek implicitek, és akar exponencialisan sok is lehet beldliik.
Mindazonaltal a szeparacios probléma konnyen megoldhaté, igy sztenderd technikak al-
kalmazhatok az adott poliédereken torténé optimalizaciora. Stabil b-parositasok esetén
azonban a 3.4. Tétel segitségével joval konkrétabban megadhatok a politopot leird blok-
kerek és antiblokkerek.

5.2. (Fleiner [12]) Legyen G = (V, E) pdros grdf, minden v csicsra legyen =,
linedris rendezés E(v)-n, valamint legyen b : V. — N. Jelolje P(G,b) a G-beli stabil
b-pdrositasok karakterisztikus vektorainak konvexr burkdt, valamint 1 < i < b(v) esetén
E;(v) jelolje az E(v) a 3.4. Tétel szerinti részhalmazdt. Ekkor

P(G,b) ={zeRF: >0,
T(Ei(v) <1 YweV, V1<i<b),
(P (uv)) > 1 Yuww e B V1 <i<b(u), V1I<j<bw)},

ahol ®; ;(uv) = {uv} U{w' € E;j(u) : w' <, uww} U{v'v € E;(v) : v'v <, uv} .

Erdemes megemliteni, hogy b = 1 esetén az 5.2. Tétel specidlis esete a P(G,1)
stabil pérositds poliéder Rothblum é&ltali karakterizaciéja [15], melyrél Kirdly és Pap
igazoltak annak teljesen dudlisan egészértékii (TDI) tulajdonsagat [33]. Abban a specidlis
esetben, aholis a b = 1 tulajdonsag csak a paros graf egyik szinosztédlyara teljesiil, Baiou
és Balinski adtdak meg P(G,b) egy viszonylag bonyolult, exponencidlisan sok feltételt
tartalmazod, linedris leirasat [5].
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Stabil folyamok

Jol ismert tény, hogy paros grafban a maximélis méretii parositas keresése megfogalmaz-
haté folyamproblémaként: vezessiink be egy-egy 1j s és t csuicsot, s-bdl vezessiink élt az
egyik (mondjuk A) szinosztaly minden csicséba, mig a mésik szinosztély (mondjuk B)
minden cstcsabdl inditsunk élt ¢-be, valamint az paros graf minden élét iranyitsuk A-bdl
B-be. Ha az igy kapott iranyitott graf minden élének 1 kapacitast adunk, akkor az eredeti
paros graf parositasai ugy felelnek meg kolcsonosen egyértelmiien az utébbi halézatbeli
egészfolyamoknak, hogy a parositas mérete megegyezik a hozza tartozo folyam nagysa-
gaval. A maximaélis parositas keresése tehat maximalis nagysagu egészfolyam keresésére
vezet, ami jol ismert feladat.

Természetes kérdés, hogy nincs-e vajon a halézati folyamoknak olyan altalanositasa,
amelynek a stabil parositas feladat hasonloképpen specialis esete, mint ahogyan a ma-
ximalis parositds probléma a szokasos folyamprobléménak. A kérdésre igenl6 a vélasz,
ennek részleteit ismertetjiik az aldbbiakban.

Legyen (D, s,t,c) egy hélozat, azaz D iranyitott graf (roviden digraf), s,t ennek
kiilonb6z6é csicsai (Gn. termindljai), valamint ¢ : A(D) — R, pedig egy nemnegativ
kapacitasfiggvény D élein. A megszokott mdédon (megengedett) folyam alatt olyan
f A(D) — R, fuggvényt értiink, amelyre a kapacitasfeltétel (azaz f < c¢) mellett
a Kirchhoff-szabaly is teljesiil, azaz minden s-t6l és v-tdl kiilonb6zo v csics esetén a v-be
belép6 éleken az f altal felvett értékek Osszege megegyezik a v-bol kilépo éleken vett
osszeggel. Tegyiik fel tovabba, hogy =<, a v-re illeszked6 irdnyitott élek halmazan egy
linedris rendezés, azaz ha e <, f, akkor a v csics jobban szereti e-t az f-nél. (Valéjdban
csak a v-bdl kilépo és a v-be belépo éleken kell egy-egy rendezés, mert kiélpd és belépo
élt sosem kell 6sszehasonlitani.) Azt mondjuk, hogy egy vy, e1,vs, €s, ..., Uk, €x, Vg1 Séta
blokkolja az f folyamot, ha

o ¢; = v;u;41 teljesiil minden 1 < ¢ < k esetén,

® az ey, e, ..., ¢ élek paronként kiillonbozok,

o f(e;) < c(e;) teljesiil minden 1 <14 < k esetén (azaz e; telitetlen),

e vy € {s,t} vagy létezik olyan e = vz él, amelyre f(e) > 0 és e; <,, e, valamint
® v € {s,t} vagy létezik olyan e = x4y él, amelyre f(e) > 0 és e <y, ,, €.

Az f megengedett folyamot stabilnak mondjuk, ha f-et egyetelen séta sem blokkolja.
Az imént leirt modell az aldbbi mdédon motivalhaté. A D digraf nemtermindlis cstucsai
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kereskeddknek felelnek meg, akik egyfajta terméket adnak-vesznek. Az egyes irdnyitott
élek a lehetséges adasvételeket jelentik, az él kapacitasa pedig azt irja le, hogy az adott
termékbdl legfeljebb mennyivel kereskedhet a két érintett jatékos. Az igy megadott pia-
con létrejovo mozgast egy megengedett folyam irja le, hisz minden kereskedé pontosan
annyi terméket tud eladni, mint amennyit megvesz. Ha az u keresked6 az uv élt valasztja
az uw éllel szemben (azaz ha wv <, uw all), akkor az azt jelenti, hogy u szivesebben ad
el v-nek, mint w-nek, igy ha megteheti, akkor szivesen csokkenti a w-nek eladott mennyi-
séget annak érdekében, hogy pontosan ennyivel tobbet tudjon eladni v-nek. Persze erre
csak akkor van lehet6ség, ha v az igy szerzett tobbletet tovabb tudja adni, sit. Az f-et
blokkol6 séta ebben az értelmezésben azt jelenti, hogy a séta két vége szivesebben terel-
né at az altala forgalmazott termékek egy részét a sétara, mig a séta kozbiilsé csucsai
is jobban jarnak, ha tébb terméket forgalmaznak. Egy blokkold séta tehat az f folyam
altal leirt kereskedésben egyfajta instabilitast okoz, hiszen minden érintett résztvevonek
érdekében all a blokkol6 séta altal megadott médon eltérni f-t6l. A stabil folyam tehat
egy olyan szituaciét ir le, amelytdél nem fognak kozos akarattal eltérni.

Ha a D digraf egy s forrasbdl, eladdk egy A halmazabdl, vevok egy B halmazabdl
valamint egy ¢ nyel6bdl all, irdnyitott él pedig s-b6l A minden csicsdba, B minden csu-
csabdl t-be, valamint bizonyos A és B kozti élekbdl all, és minden élkapacitds egységnyi,
ugy a stabil folyamok kolcsonosen egyértelmiien megfelelnek a stabil parositasoknak ab-
ban a G grafban, amely as s és t csicsok D-bdl vald torlésével és az iranyitas elhagyasaval
kaphato, a preferencidkat persze megtartva.

6.1. (Fleiner [14]) Tetszdleges (D, s,t, c) halozatban tetszdleges <., linedris csics-
preferenciak esetén létezik stabil folyam.

Stabil folyam konstrualhaté a Gale-Shapley algoritmus egy alkalmas altalanosaval.
Ugyanabban a csicspreferencidkkal ellatott halézatban akar tébb stabil folyam is 1étez-
het, de ezek nem alkotnak olyasfajta halét, mint a stabil parositasok. Valamiféle halotu-
lajdonsag definialhaté akkor, ha az egyes stabil folyamok esetén minden egyes cstcsrél
megallapitjuk, hogy az adott csicsot eladénak vagy vevének tekintjiik. (Ez altaldban
egyértelmti, egyes cstcsokndl szabadon vélaszthatunk.) Mindazondltal a ,rural hospital”
tételnek ebben a modellben is igaz az alabbi altalanositdsa.

6.2. (Fleiner [14]) Ha f, és fo stabil folyamok a (D, s,t,c) hdlozatban <, line-
dris csucspreferencidk mellett, akkor fi(e) = fa(e) teljesil minden olyan e élre, amelynek
s vagy t végpontja. Koévetkezésképp my = my,, azaz a stabil folyamok nagysdga meg-
eqyezik.

A stabil folyam modell szorosan kapcsoldodik elldtasi lancok Ostrovsky altal definidlt
stabilitasahoz. Ostrovsky modelljében egy aciklikus graf csicsai reprezentaljak az egyes
jatékosokat, az iranyitott élek pedig az egyes jatékosok kozotti kereskedelmet jelentik.
Minden egyes v csuicshoz adott egy C, kivélasztasi fiiggvény, amely a v csicsra illeszked6
élek barmely X részhalmazéhoz hozzérendeli az X-nek azt az Y = C,(X) részhalmazat,
amelyek mentén v kereskedne akkor, ha szabadon dénthetne, hogy X-bol mely éleket
véalasztja. Mindezen C, fliggvényeknek teljesiteniiik kell az SSS és CSC (,same side
substitutability” ill. ,,cross side complementarity”) tulajdonsagokat, ami azt jelenti, hogy
ha e belép, f pedig kilép X-bdl, akkor

Cr(XU{e}) CCI(X)U{e} és O (X) € C (X U{e})
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valamint

Cr(XU{f}) CC(X)U{f}és CF(X) CCHXU{S})

teljesiil ahol a 4 fels6index a belépd, a — pedig a kilépo éleket jelenti. A fenti tulajdonséag
tehat azt irja le, hogy ha feltiinik egy 1j vasarlasi lehet6ség, akkor az adott jatékos minden
olyan él mentén elad, ahol eddig is eladott, és minden olyan él mentén nem vésarol, ahol
eddig sem vasarolt, de vasarolhatott volna. Egy 1j eladasi lehetOseg esetén pedig az
teljesiil, hogy minden eddigi megvaldsult vasarlas tovabbra is megvaldsul, és minden meg
nem valésult vasarlasi lehetdség tovabbra sem fog megvaldsulni. Egy ellatasi lancban a
fenti kivalasztasi fliggvényekkel leirt preferenicak esetén egyensilyi helyzet az élek olyan
S részhalmaza, amelyre C,(S(v)) = S(v) tejesiil minden jatékos esetén, tovabbd nem
1étezik S-hez blokkolo lanc, azaz S-en kiviili élekbol olyan iranyitott P 1t, amelyre az Ut
minden cstcsa kivalasztand az ut éleit, ha azt S mellé felkindlnak, azaz minden v csicsra
P(v) C Cy(S(v) U P(v)) teljesiil. Unnepelt cikkében Ostrovsky az aldbbi tételt igazolta.

6.3. Tétel (Ostrovsky [39]) Tetszdleges aciklikus digrdf és a digrdf csicsaihoz tarto-
20 tetszoleges SSS és CSC tulajdonsdgu kivalasztdsi fligguények esetén létezik egyensilyr
helyzet.

Ostrovsky munkdja és az altala leirt modell nyoméan szamos 1j eredmény sziiletett
(pl. [25, 27, 26]). Ostrovsky modellje joval altalanosabb kivalasztasi fiiggvényeket enged
meg, mint amit a stabil folyamok esetén hasznalunk, aholis a kapacitasfeltételnek és a
Kirchhoff-szabalynak kell megfelelni. A stabil folyamok esetén azonban nem kotjiik ki a
vizsgalt graf aciklikus tulajdonsagat, és a kivalasztasi fiiggvénynek sem kell diszkrétnek
lennie. A két eredmény egy kozos altalanositasat tartalmazza Fleiner, Jankd, Tamura
és Teytelboym egy egyelére publikalatlan, halézatokon értelmezett kiilonféle stabilités-
fogalmakat Gsszehasonlité munkéja [19].
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Stabil parositasok altalanos grafokon

Lattuk, hogy paros grafok esetén tetszéleges linedaris preferenciak mellett 1étezik stabil
(b-)pérositas. Konnyti olyan nempéros grafot és preferencidkat megadni, ahol nincs sta-
bil parositas: egy lehetoség egy paratlan kor, ahol mindenki a jobb oldali szomszédjat
kedveli jobban. Természetes kérdés tehat, hogy van-e olyan hatékony algoritmus, amely
tetszoleges G graf és linedris preferencidk esetén eldonti, van-e stabil parositas, és ha
igen, akkor taldl egyet. Tekintettel arra, hogy az 1.2. Lemma a nemparos esetben is
ervenyes, természetes otlet, hogy a stabil parositast keresé algoritmus ebbdl indul ki.
Amig azonban paros grafok esetén amennyiben az 1.2. Lemma alapjan mar nem torolhe-
t6 t6bb él, akkor a fiuk ill. a lanyok legjobb valasztasai alkotjak a fii- ill. lanyoptomalis
stabil parositast, ha a vizsgalt graf nem paros, tgy az 1.2. Lemma segitségével elérheto
allapot még nagyon messze lehet attol, hogy a stabil parositas létezését eldonthessiik.
Az elsé algoritmust, amely hatékonyan érte el a kitiizott célt, Irving irta le [31]. Ehhez
az 1.2. Lemmaban szereplé miveleten kiviil egy tovabbira, az tin. rotacié-eliminéciéra
volt sziiksége. Ebben a transzforméciéban szintén éleket torliink a vizsgalt grafbdl, és
akarcsak az kikosarazas miatti éltorlés esetén, itt sem keletkezik 1j stabil parositas az
éltorléskor. Szemben azonban a kordbbival, rotacié-eliminacioval elveszithetiink stabil
parositast. A mitvelet hasznos tulajdonsdga azonban az, hogy ha valéban elveszitiink
egy stabil parositast, bizonyosan marad még legalabb egy masik stabil parositas a graf-
ban. Irving munkdja nyoman az deriilt ki, hogy amennyiben a fenti transzformaciok
egyike sem hajthat6 végre, igy a graf maga egy pérositds (ami persze stabil parosita-
sa a kiinduldsi grafnak), vagy pedig van a grafnak egy olyan paratlan kor komponense,
amelyben mindenki a kér mentén utana kovetkezo szomszédjat preferalja a megelozovel
szemben. Ebben az esetben tehat a vizsgdlt grafnak, igy az inputban szereplének sincs
stabil parositasa.

Irving algoritmusanak segitségével Tan mutatott ra [18], hogy nem péros grafok ese-
tén mindig létezik egy tn. stabil particio, amit mi stabil félparositasnak hivunk, és az
aldbbiakban definidlunk. Ez a stabil particié vagy egy parositas, és igy stabil parosita-
sa az inputgrafnak, vagy egy révid bizonyitéka annak, hogy az inputgrafnak nincs stabil
parositasa. Ezt utobbi eredmény altalanositasahoz van sziikségiink az alabbi fogalmakra.

Legyen H = (V, &) hipergraf a V csucshalmazon, azaz E C V teljesiil minden £ € £
hiperélre. Legyen =<, linedris rendezés a v csicsra illeszkedd hiperélek £(v) halmazén. A
hiperélek £ halmaza pdrositds, ha az £'-beli élek diszjunktak, azaz ha |E'(v)]| < 1 teljesiil
minden v € V csucsra. Azt mondjuk, hogy az x € R‘i nemnegativ vektor tértpdrositas, ha

minden v € V csticsra Z(€(v)) < 1 4ll. Ha x olyan tértpérositds, amelyre z(E) € {0, 1,1}

22
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minden F hiperél esetén, akkor x félpdrositds, ha pedig x(F) € {0,1} teljesiil minden
hiperélre, akkor z-et egészpdrositisnak nevezziik. (Vilagos, hogy az egészparositdasok
pontosan a parositasok karakterisztikus vektorai.) Az x tortparositas akkor stabil, ha
minden £ € &£ élnek van olyan v € V cstcsa, amire » {z(F) : F <, E} > 1 teljesiil, azaz
az F-nél nem rosszabb élek elérik a v cstcs lehetséges maximalis lefedettségét. Kénnyen
lathatd, hogy ha = a G graf egy stabil félpdrositdsa, akkor x71(1) a G egy pdrositasat
alkotja, mig x_l(%) komponensei olyan kérok lesznek GG-ben, melyekben a preferencia
ciklikus. A fenti terminolégiaval az 1.1. Tétel ugy is fogalmazhatd, hogy minden paros
grafnak tetszoleges csicspreferencidk esetén van stabil egészparositasa. Tan az alabbi
tételt igazolta grafok esetén.

7.1. Tétel (Tan, [18]) Tetszileges G = (V, E) grdf és tetszbleges <, linedris csics-
preferenciak esetén a G grdfnak talalhato stabil félparositisa. Tovabbd, ha x ésy stabil
félpdrositasok, akkor az xil(%) és yil(%) pdratlan korei megegyeznek. Kovetkezésképp G-
nek pontosan akkor létezik stabil pdrositdasa, ha van olyan x stabil félpdrositds, amelyre

x71(3)-ben nincs pdratlan kor.

Scarf jatékelméletbél jol ismert lemmaja [17] segitségével az alabbi dltalanositést si-
keriilt igazolni.

7.2. (Aharoni, Fleiner [3]) Minden véges H hipergrdafnak tetszbleges =<, csics-
preferencidk esetén létezik stabil tortpdrositdsa. Abban a specidlis esetben, ha H grdf,
stabil félpdrositds is létezik.

Erdemes megjegyezni, hogy a Scarf lemmara torténd visszavezetés nem ad hatékony
algoritmust a keziinkbe, ugyanis a Scarf lemmahoz kapcsoléd6 probléma PPAD-teljes.
fgy a kovetkezo természetes kérdés az, hogy kiilonféle altalanositott problémak esetén
(mint amilyen pl. a stabil b-pérositds) vajon van-e hatékony algoritmus a stabil meg-
oldas keresésére. Cechlarova és Fleiner munkaja nyoméan az deriilt ki, hogy két elemi
konstrukcié segitségével a stabil b-parositas probléma visszavezetheto a stabil péarositéas
problémara [9]. Ezen kiviil sikeriilt kiterjeszteni Irving algoritmusat is stabil b-parositéas
keresésére, valamint a 3.4. Tétel nemparos graf esetére vonatkozé altalanositasa is bizo-
nyitast nyert.

7.3. (Ceclarova, Fleiner [9]) Irving algoritmusa kiterjeszthetd nem feltétlentil
pdros graf stabil b-pdrositds keresésére. Ezen kivil nem feltétlendl pdros grdfok stabil b-
pdrositasaira s teljesil a 3.4. Tétel kovetkezménye.

Irving algoritmusa azonban mas iranyba altalanosithaté. Tegyiik fel, hogy a G =
(V, E) graf minden egyes v csicséhoz adott egy (P, <,) poset és egy f, leképezés E(v)-
rél P,-re. Azt mondjuk, hogy e <, €', ha f,(e) <, f,(€') teljesiil, és az igy kapott =,
relaciét gyenge preferencidnak nevezziik. A wv-re illeszkedé e és €’ élek esetén v szadmara
négyféle lehetéség képzelhetd el: e jobb e€-nél, €' jobb e-nél, e és e egyforman jok,
valamint e és ¢ nem osszehasonlithatok. Tegyiik fel, hogy adott még G tiltott éleinek
egy F' halmaza. Az M C E péarositast akkor nevezziik szuperstabilnak, ha M C E\ F és
minden e € F élre van olyan v csics és m € M él, amire m =<, e teljesiil.

7.4. (Fleiner, Irving, Manlove [18]) Adott G = (V, E) grdf, F C E tiltott
élhalmaz és a csiucsok =, gyenge preferencidi esetén polinomiddben eldonthetd, van-e
szuperstabil pdrositds, és ha van ilyen, akkor polinomidében meg is taldlhato, mégpedig
Irving algoritmusdnak alkalmas kiterjesztésével.
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Az Irving algoritmusaban rejlo lehetoségek korantsem meriiltek ki a fentiekkel. Lat-
tuk, hogy a paros grafok esetén a stabil parositas létezésérdl szolo tétel kiterjesztheto a
kivalasztasi fiiggvényekkel leirt altaldnositott modellre. Ugyanigy természetes kérdésként
vetodik fel az ilyen iranyu altalanositas lehet6sége nem feltétleniil paros grafok esetén.
Tegyiik fel, hogy G = (V, E) véges graf és legyen adott minden v € V' cstcsra egy-egy
F, : 2P0 — 92F®) komonoton kivélasztési fiiggvény, D, determindnssal. Azt mondjuk,
hogy az élek K halmaza F-kernel, ha

o F,(K(v)) = K(v) teljesiil minden v € V esetén, valamint
e minden e € F'\ K esetén van olyan v csicsa e-nek, amire e ¢ F,(K(v) U {e}) &ll.

Hasonléan a félparositashoz, definialhaté az F-félkernel fogalma is, amit itt most nem
tesziink meg, csupan ramutatunk a jelentéségére.

7.5. (Fleiner [13]) Ha véges G = (V,E) véges grdf, és F, : 2F®) — 2B®)
novekedd komonoton kivalasztdsi fiiggvény minden v € V' esetén, akkor van F-félkernel.
Llyen F-félkernel polinomiddben taldlhato Irving algoritmusdanak alkalmas kiterjesztésével.

Tovabba tetszoleges K1 és Ko F-félkernelek esetén ugyanazok az % sulyi élek alkotnak
pdratlan preferenciakorioket. Tehdat G-nek pontosan akkor van F-kernele, ha van olyan
F-félkernele, amely nem tartalmaz % sulyi pdratlan preferenciakort.
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