Opponensi vélemény Fleiner Tamés doktori
értekezéséhez

1. Bevezetés

A dolgozat téméja a stabil parositasok elmélete, amellyel kapcsolatban jel-
legiikben, és a sziikséges matematikai apparatusban is lényegesen kiilonb6zo
1j eredményeket mutat be a szerzd. A stabil parositids probléma alapesete
egy paros grafon definialt hozzarendelési probléma, ahol minden csticsnak
van egy preferencia sorrendje az ellentétes cstiicshalmazba esé szomszédai fe-
lett. Olyan parositast kell talalni, hogy ne legyen olyan parositisban nem
szerepld él, amelynek mindkét végpontja egy kevésbé preferalt csiicshoz van
rendelve. Erre a probléméara Gale és Shapley adott egy mara klasszikussé
valt algoritmust. A szerz§ egyik legfontosabb eredménye egy 14j definicié a
stabil parositas jellegti problémakban el6fordulé kivalasztasi fiiggvényekre,
és az uj figgvények tulajdonsagainak elemzése. Az 1j megkozelités segit-
ségével a szerzd egyrészt 1j, gyakran egyszertibb bizonyitasokat ad korabbi
eredményekre, mésrészt 1j eredményeket ér el. Egy masik fontos probléma-
kor altalanos grafokon stabil b-parositasok keresése (azaz minden v csticsnak
elére adott szamu b(v) > 1 parja lehet), amelyre egy tarsszerzével kozosen
altalanositja Irving modszerét, ami altalanos grafokon oldja meg a stabil pé-
rositas probléméat. A dolgozat témavalasztasanak fontossagat mutatja, hogy
2012 Alvin E. Roth és Lloyd Shapley Nobel dijat kaptak, a méltatis szerint
Jfor the theory of stable allocations and the practice of market design.”

2. A dolgozat 6 eredményei

A dolgozat egy bevezets fejezetbdl, és tovabbi 7 szamozott fejezetbdl 4ll.



Az els6 fejezet tartalmazza az 4j definiciot a kivalasztési fiiggvényre, va-
lamint szamos elemi tulajdonsigot és eredményt mutat be. Ezek koziil a
legjelentsebb a ,Kernel” fogalmanak bevezetése, amelyet a stabil parositasi
probléméra alkalmazva paros grafokon a probléma megoldéasaival ekvivalens.
A Corollary 1.17-et szamos tovabbi fejezetben hivatkozza a szerzd, a {6 alli-
tas az, hogy a ,kernel”-ek halot alkotnak egy alkalmasan definialt rendezésre
nézve.

A méasodik fejezet , kernel”-ekkel kapcsolatos eredményeket mutat be. Rog-
ton az elején 1j bizonyitast ad Baiou és Balinski stabil hozzarendelésekkel
kapcsolatos eredményére, ahol is dolgozok, és gyarak egy péaros grafot haté-
roznak meg, és minden dolgozonak van egy preferalt sorrendje a gyarak felett,
és minden gyarnak is a dolgozok felett, valamint minden szereplének van egy
kvotaja, ami korldtozza a hozza rendelheté munka mennyiségét, valamint
minden gyéar-dolgozé élnek van egy maximalis kapacitasa is. A dolgozok a
preferencia sorrendjiik szerint akarjak a munkaidejiiket gyarakhoz rendelni a
kvotajuk erejéig, és a gyarak is a preferalt dolgozokkal akarjak a munkat vé-
geztetni. Erre a probléméara is természetesen adodik a stabil hozzarendelés,
és a jelolt egy rovid, vazlatos bizonyitast ad a tételre az eszkoztarat hasznél-
va. A 2.1. alfejezetben részben rendezett halmazokon, mig a 2.2. alfejezet
matroidokon definialt kerneleket vizsgal. A 2.1 alfejezetben Jankd Zsuzsaval
kozosen altalanositja Aharoni, Berger és Gorelik tételét. Mindkét esetben, a
Corollary 1.17 kules szerepet jatszik.

A 3. fejezet  kernel™-ek néhany tulajdonsidgat mutatja be. A 3.1. alfejezet
témaja a ,kikeresztezhetGség” (azaz ,kernel™ek egy halmazat egy lanccal lehet
helyettesiteni), a 3.2 alfejezet pedig kernelek felbontasaval foglalkozik, és a
f6 eredménye a 3.4 tétel, amely szerint a paros grafon értelmezett b-parositas
probléma esetén a csticsokhoz illeszked6 élhalmazok particiondlhatoak oly
modon, hogy minden kernel legfeljebb egy élet tartalmaz a particié minden
részhalmazabodl. A késGbbiekben szintén fontos szerephez jut ez az eredmény.
A 3.3 alfejezet kernelekhez értelmezi a transzverzal fogalmét, ami egy olyan
részhalmaza az elemeknek, ami minden kernellel pontosan egy kozos elemet
tartalmaz.

A 4. fejezet 3 alkalmazési teriiletet mutat be. A 4.1. alfejezet utakkal
kapcsolatos eredményeket, a 4.2 listas élszinezési problémakat, mig a 4.3 is-
kolai felvétellel kapcsolatosakat. A 4.2 és a 4.3 alfejezetek eredményei neves
tarsszerzGkkel kozosek. A 4.3 alfejezetben olyan stabil hozzarendelési prob-
léméra ad megoldast a jelolt Naoyuki Kamiyaméval kézosen, amelyben a
minden iskoldhoz tartozik egy maximalis felvehet 1étszam, az iskoldknak, és



a jelentkez6knek is van preferencia sorrendje, de ezeken til minden szerepld-
hoz tartozik egy laminaris halmazrendszer a hozza kéthetd szereplck felett,
also és fels§ korlatokkal egyiitt. A jelolt szerzGtarsaval kozosen egy elegans
konstrukciot mutat, amelyben a stabil hozzarendelési problémat, alsé és fels6
korlatokkal kiegészitve, visszavezeti a matroid kernel problémara.

Az 5. fejezet a stabil parositas poliéderrel foglalkozik, és az 5.1 alfejezet-
ben a jel6lt els6ként ad teljes leirast a stabil b-parositas poliéderre, a megoldas
kulcsa a korabban kiemelt 3.4 strukttra tétel. Az 5.2 alfejezet pedig a kernel
poliéder lineéris leirasara ad altalanos eredményeket.

A 6. fejezetben a jelolt definidlja a stabil halozati folyamokat, és megmu-
tatja, hogy visszavezethetfek a stabil hozzarendelésekre. Ezen tul megmu-
tatja, hogy a stabil folyamok szintén halot alkotnak.

A 7. fejezet téméja stabil b-péarositasok, és kernelek. Fgyrészt Katarina
Cechlarovaval kozosen altaldnositja Irving nevezetes algoritmusat altalanos
grafokban stabil b-parositasok keresésére, (Irving algoritmusa altalanos gra-
fokban talal stabil parositast, vagy megmutatja, hogy nem létezik). Tovabba,
Irvinggel és Manlove-val kdzosen hasonl6 algoritmust dolgoz ki a szuper-stabil
parositas probléméra, amelyben a parositas nem hasznalhat elére adott til-
tott éleket. A 7.4 alfejezetben a stabil szobatars probléméat modellezi kivé-
lasztasi fiiggvényekkel, és megmutatja, hogy a korabbi eredmények is termé-
szetesen adodnak az 1j megkdzelitésben is. Végil a 7.4.1 alfejezet néhany
komplexitasi és a kernelek struktirajara vonatkozo eredményt mond ki és
bizonyit be.

3. A dolgozat kivitelezése

A dolgozat angol nyelven froédott, altalaban jol kévethetd, de elég tomor, ami
részben az érthetdség, részben pedig a korabbi eredményekkel valo kapcsolat
bemutatasdnak a rovasara megy.

A dolgozat bevezets fejezetében a jelolt felsorolja a legfontosabb elGzmé-
nyeket, referencidkat. Példaul megemliti, hogy Donald E Knuth szerint John
Conway mar megfigyelte, hogy egy paros grafban a stabil péarositasok ha-
16t alkotnak. Ugyanakkor a Corollary 1.11 targyalasa utan, ami lényegében
kernelekre mond ki hasonlé eredményt, jo lett volna targyalni a kapcsolatot
Conway eredményével. Egy masik példa Blair eredménye, amire igaz, hogy a
Theorem 1.19-ben 1j bizonyitast ad a jelolt, de Blair is egy sajat kivalasztasi
fliiggvény definiciot alkalmaz, amit jo lett volna bemutatni a dolgozatban, és



kiemelni, hogy mik az eltérések a jelolt kivalasztasi fiiggvénye és Blair kiva-
lasztasi fiiggvénye kozott (ha feltessziik, hogy a fizetések halmaza egy elem,
és hogy minden munkas / gyar csak egy elemi halmazokat valaszthat).

T6bb, idénként zavaro eliras is el6fordul, példaul rogton az elsé szamozott
fejezetben a legfontosabb definiciokban. ,Matching M dominates edge e = uv
if M contains some edge m with m =<, f”. Itt f helyett e kellene, hogy alljon,
csak agy, mint a kovetkezd mondatban.

Az 5. fejezetben a < helyett a < szimboélumot hasznalj a jelolt, mi en-
nek az oka? Egy tovabbi példa a 42. oldalon az 5.4 tételben a ®,; halmaz
definici6ja, ahol szerintem <, illetve <, relacidokra volna sziikség >, illetve
>, helyett (a szoveg szerint is az uv élnél jobban preferalt élek tartoznak a
halmazhoz).

4. Kapcsol6dé publikaciok

A dolgozat f6 eredményei megjelentek lektoralt folyoirat cikkekben, amit ki
is emel a szerzd.

5. Kérdések

1. Hogyan viszonyulnak a dolgozatban bemutatott kivalasztési fiiggvény
tulajdonsagai a szakirodalombol ismert néhany példahoz (Roth: Conf-
lict and coincidence of interest in job matching... (1984) , Blair: The
lattice structure of the set of stable matchings with multiple partners
... (1988))7

2. Van-e egyszeri strukturélis jellemzése az 5.4 tételben P°(G, O) poliéder
lapjainak, azaz mely egyenl6tlenségek hataroznak meg lapokat?

6. (")sszegzés

A dolgozat olyan eredményeket mutat be, amelyek a stabil parositasok elmé-
letét, és gyakorlati alkalmazasait is gazdagitjak. A szerzdé altal kidolgozott
kivéalasztasi fiiggvényeken alapulé megkdozelités nagyon gyiimolesézének bizo-
nyult, amely megmutatkozik a bemutatott eredmények sokszintiségében, és a
kapcsolodo tudomanyos dolgozataira eddig kapott hivatkozasok szamaban is.



Elmondhato6, hogy olyan teriileten ért el alapvets eredményeket, amelyeket
az elméleti matematika, és a kozgazdasagtan nagyjai miivelnek.

A dolgozatban bemutatott eredményeket Gjnak ismerem el, és javaslom a
fokozat odaitélését.
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