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A kutatasok el6zménye

A huszadik szazad elején a kvantummechanika megalkotasaval sikeriilt az atomok
és a fotonok (fény részecskéinek) kiilonos hullam-részecske viselkedését leirni. Az
1920-as években felfedezett kvantumelmélet egyenletei kitiing pontossédggal irjak le
mind a mikrovildg, mind pedig a makroszkopikus méretid kvantumrendszerek visel-
kedését. A kvantummechanika a legsikeresebb tudomanyos elméletek egyike, amely
a természetben eléfordulé teljes energia- és méretskalat feloleli. Ervényességi kore a
legkisebb energidktol egészen a nukleéris energidkon zajlo folyamatokig, illetve az
atomi méretektsl az egész univerzum méretéig terjed. Ezen elsé kvantummechanikai
forradalomnak nevezett idGszakban sikeriilt az elmélet keretein beliil szamos alap-
vets jelenséget leirni, amelyre a klasszikus fizika képtelen volt magyarazatot adni.
Sikeriilt leirni a félvezetGkben folyd aramot, a fénysugarat alkoté milliardnyi foton
viselkedését, a szilardtestek mechanikai tulajdonsagait, és a szupravezetés kiilénos
jelenségére is sikeriilt fényt deriteni.

Ezzel parhuzamosan a kvantumfizikinak szamos més tudomény fejlédésében is
meghatarozd szerepe volt. Itt emlithetjiik a szamitastudomanyt, amelynek sikere
az elektronikai kapcsolokat megvaldsitd tranzisztorok miikodésén alapszik, vagy a
Foldiinket behal6z6 kommunikaciot, amelynél optikai szalak kozvetitik nagy tévol-
sagokban a fotonokat, illetve a sugarzasmentes képfeldolgozas attéré modszereit,
amelyek forradalmasitottak az orvosi képalkotést.

Ezen atiits sikerek ellenére még mindig hidnyzik a kvantummechanikdnak mély
és intuitiv megértése, amelyet a gyakran paradoxonok formajaban felbukkané 1j
kvantumeffektusok felismerése is mutat. A kvantummechanika elsg ilyen latszoélagos
paradox megnyilvanulasat az EPR-gondolatkisérletben irtdk le. 1935-ben Einstein,
Podolsky és Rosen azt posztulaltak [23]|, hogy a kvantumelmélet leszarmaztathato
egy Un. lokalis elméletbdl, ahol bizonyos — kisérletileg hozza nem férhets — rejtett
paramétereket atlagolunk 6ssze. Harom évtizeddel késGbb azonban John Bell meg-
cafolta ennek lehetdségét [8]: amennyiben elfogadjuk a kvantummechanika mate-
matikai formalizmusat, Bell tételébdl kovetkezGen a kvantumelmélet helyes leirdsat
célul kitliz6 barmely rejtett paraméteres elméletnek sziikségszertien nemlokalisnak
kell lennie.

Bell nevezetes tételét — amelyet egyenlGtlenség forméjaban fogalmazott meg — az-
Ota szamos kisérlet egyre nagyobb és nagyobb pontossaggal igazolta [5]. Az els6 ilyen
Bell-kisérletet — amelyben még szamos technikai kiskapu jelentkezett — 1982-ben As-
pect és munkatarsai végezték [6]. A kvantumtechnoléogia fejlédésének koszonhetGen
a kozelmultban végiil sikeriilt minden lényeges kiskapu egyidejli zarasaval igazolni
a Bell-egyenl6tlenségek sériilését. Ezen kiskapumentes Bell-kisérletet par éven be-

liil szamos fizikai platformon elvégezték: fotonokkal [60, 26], elektronspinekkel [30]
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és atomokkal [57] is. Ezen kisérletek mar meggy6zGen bizonyitottak a kvantum-
mechanika nemlokalis tulajdonsagat, vagyis azt, hogy a kvantumrendszerek tavoli
szeparalt részein elvégzett mérések eredményei olyan korrelaciokat mutatnak, ami-
lyeneket semmiféle klasszikus mechanizmus nem eredményezhet, azaz mintha az
egymastol nagy tavolsaghban lev6é kvantumobjektumok Osszehangolndk hatasukat.
Ez a részrendszerek kozott miikodd erds nemlokalis kapocs adja a kulcsot a fenti
kisérletekben megfigyelt Bell-egyenl6tlenségek sériiléséhez.

Ugyanakkor az utébbi évtizedek elméleti vizsgalatainak koszonhetGen kideriilt,
hogy a kvantumeffektusokon alapulé informatikai eszkézok sokkal hatékonyabbak
lehetnek klasszikus tarsaiknal. Igy sziiletett meg a kvantuminformatika tudomé-
nya, amely fel6leli a kvantumalgoritmusok, a kvantumkommunikicios bonyolultsag,
és a kvantumtitkositas teriileteit [42]. Az egyik ilyen uttors alkalmazas a kvantu-
mos kulcskiosztas, amelyre Bennett és Brassard 1984-ben megalkotta az els6 lehall-
gatasmentes kvantumprotokollt [11]|, és amelynek biztonsiga azon alapszik, hogy
a kvantumbitek (qubitek) nem klonozhatok [72]|. Vagyis szemben a hagyomanyos
kriptografiai protokollokkal — ahol a biztonsagot bizonyos matematikai miiveletek
bonyolultsaga nytjtja — a kvantumos esetben a biztonsag a kvantummechanika ér-
vényességén alapul. Masik példaként a nagy szdmok faktorizdlasanak problémaéjat
emlitem, amelyre Peter Shor talalta meg 1994-ben az elsé hatékony (polinomrendi)
kvantumalgoritmust [61], kiakndzva annak lehetGségét, hogy a kvantummechanika
exponencialisan sok kiilénb6z6 kvantumallapot egyideji, egymassal parhuzamosan

torténd idofejlédését is megengedi.

Célkitiizések

A kvantuminformatika tudoményanak f6 célja a kvantummechanikai eréforrasok
hatékonysaganak feltérképezése és minél jobb kiaknazasa kiilonb6z6 szamitasi és
kommunikacios feladatokban. Dolgozatomban ezen megkozelitésbél kiindulva egy
kiilénos kvantummechanikai eréforrést, az tin. Bell-nemlokalis korrel4ciok erGsségét
térképezem fel. Tuljutva a természet Bell-nemlokalis tulajdonsaga kérdésének az el-
dontésén — amelyet a kozelmilt kisérletei mar meggy6zGen bizonyitottak — 6 célom
feltarni, hogy a kvantummechanika pontosan milyen mértékben mutat nemlokélis
viselkedést, és ezen nemlokalis korrelaciok milyen jellegii informatikai feladatokban
valnak hasznosithatova.

Az utébbi néhany évben fogalmazodott meg, hogy a Bell-egyenl6tlenségek kisér-
letekben kapott sériilése nemcsak koncepcionalis szempontbdél érdekes, de emellett
egy gyoOkeresen 1j lehetGségét adja a kvantuminformatika megkozelitésének. Ezen

megkozelitést a kvantuminformacioé elmélet n. eszkozfiiggetlen keretének nevezziik,
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amelyben a protokollban szereplé kvantumeszkozoket — a kiilvilag felé klasszikus
bemenettel és klasszikus kimenettel rendelkez6 — fekete dobozoknak tekintjiik. Ezen
eszkozfiiggetlen keretben az egymaés utan elvégzett mérések statisztikajabol szarma-
z6 valosziniiségi eloszlasbol, vagyis korrelaciokbol nyeriink informéciot a kvantum-
eszkozokre vonatkozoan. Konkrétan két felhasznalo esetén az egyediili rendelkezé-
stinkre allo kisérleti adat a P(a,b|z,y) kozos feltételes valoszintségi eloszlas, amely
annak a valoszintiségét adja meg, hogy a két kisérletezs fél x és y bemenetei mellett
az a, illetve b kimenetel adodik.

Az eszkozfiiggetlen keret egyik fontos alapproblémaéja, valamint a jelen dolgozat
egyik f6 célkitiizése is annak megértése, hogy a kvantumelmélet absztrakt objektu-
mai, mint példaul a kvantumallapot, a mérési operatorok, illetve a kvantumrendszer
dimenzionalitasa milyen kényszereket irnak el a P(a,b|x,y) korrelaciok halmaza-
ra. Masképpen fogalmazva: a kisérletbdl szarmazo P(a,b|z,y) statisztikai adatbol
tudunk-e valamilyen informaciot kinyerni a kvantumprotokollban szerepls eszkoz
miikddésének a részleteirdl.

A kvantummechanika matematikai formalizmusabol adodoan léteznek olyan ext-
remalis P(a,b|z,y) korrelaciok, amelyeket csak egyedi kvantumallapotokon vég-
zett mérések tudnak elGallitani. Példaul az egyik legismertebb Bell-egyenl&tlenség,
a CHSH-Bell-egyenlétlenség [19] maximalis, 21/2 mértéki sériiléséhez tartozo
P(a,b|x,y) korrelacié a maximéalisan Osszefonddott szinglett allapoton hatd mérési
operatorokkal érhetd csak el. A fenti Bell-nemlokalis korrelaciok megfigyelésén ala-
pulva olyan eszkozfiiggetlen kvantuminformatikai protokollok elGallitédsa valik lehet6-
vé, amelyek miikodésének helyessége ellenérizhetd, ha a protokollban szerepls egyes
kvantumeszkdzok miikodése nem megbizhato, vagy olyan felhasznalo miikodteti az
eszkozt, akiben nem bizunk meg. A fenti elméleti eredmények szellemes alkalmaza-
sai kozé tartozik a hitelesitett véletlenszamok elGallitasa [54, 20|, vagy a tokéletesen
lehallgatasmentes kvantumos kulcs kiosztésa [1]. Ezen feladatok elvégzéséhez egy jol
megkonstrualt Bell-egyenlGtlenség adott mértékd sériilésének a kisérleti igazolasa
sziikséges.

Dolgozatomban a fenti eszkozfiiggetlen nézépontot szem el6tt tartva térképezem
fel a tobbrészii kvantumrendszerekbdl szarmazo Bell-féle nemlokalis kvantumkorre-
laciokat. E célbol 0j, hatékony numerikus modszerek kifejlesztésében veszek részt,
amelyeket valtozatos elrendezésekben hasznélok fel. A dolgozatban részletesen a két-
felhasznalos esetben elért eredményeket mutatom meg, de a modszerek és eredmé-
nyek egy része atiiltethetd, illetve konnyen altalanosithaté ketténél tobb felhasznalos
esetekre is. Bizom benne, hogy a nemlokalis korrelaciok struktirajanak jobb meg-
értése gylimolesozének bizonyul az eszkozfiiggetlen kvantuminformatika gyokeresen

1j alkalmazésainak feltarasédban.
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Vizsgalati modszerek

A kvantumelmélet eszkozfiiggetlen megkozelitésében a protokollban szereplé eszko-
zoket egymassal nem kommunikalo fekete dobozoknak tekintjiik, amelyek a kiilvi-
lag felé klasszikus bemenettel (1, xo, ... x,) és klasszikus kimenettel (aq, as, . .., a,)
rendelkeznek. Az egyediili rendelkezésiinkre &all6 adat a kisérletb6l széarmazo
P(ay,ag,...a,|x1, 29, ..., x,) feltételes eloszlas, vagy mas néven korrelacio. Azt vizs-
galjuk, hogy ezen kisérleti statisztikdbol milyen informéciét tudunk kinyerni az esz-
kozok — mint fekete dobozok — miikbdésérsl. A dolgozatban megoldott egyik ilyen
alapfeladat a kvantumrendszerek dimenziojanak a becslése volt, vagyis a kinyert
korrelaciokbol annak meghatarozésa, hogy a kisérletben szereplé fekete dobozok
egyenként legalabb hany qubit informaciot tarolnak. Eszkozeink dimenzionalitasat
ezaltal eréforrasként tudjuk hasznalni, hiszen egy kvantumrendszer dimenzi6ja szo-
ros kapcsolatban 4ll a vele potencidlisan megvaldsithatd kvantumalgoritmusok ha-
tékonysagaval. A fentiek szemléltetéséhez bemutatok egy fontos technikai eszkozt,
az in. dimenzidtanit. Szoritkozzunk most kétrészi kvantumrendszerekre, és tegyiik
fel, hogy barmely kétrészii rendszeren felvett P(a,b|z,y) korrelacio, amely 4 x 4 di-
menzios (azaz ququart) rendszereken végrehajtott mérésekbdl szarmazik, kielégiti a

kovetkezd egyenlGtlenséget:

Z Wa,b,:p,yp(aablxay) < QD) (1)

a,b,x,y

ahol Wo .., tetszéleges valos egytitthatok, és konkrét esetiinkben a dimenzié D = 4.
Ezen tipusa egyenl&tlenségeket dimenzidtantinak nevezziik: amennyiben ezen egyen-
16tlenséget egy kisérletbdl szarmazo adott P'(a, blz,y) korrelacioval sikeriil megsér-
teni, vagyis Zmb,x,y WapzyP' (a,blz,y) > Q4, ebbdl arra tudunk kovetkeztetni, hogy
a protokollban szerepld fekete dobozok négydimenziosnal magasabb dimenzios rend-
szert taroltak.

Dolgozatom egyik részében altalanos W,y ., egyiitthatokhoz tartozé dimenzio-
tanuk szisztematikus elGallitasat végeztem el. Ezen optimalizacios feladat egzakt
megoldasanak szamitéasi igénye még a legkisebb (D = 2) qubit rendszerek esetén is
igen nagy, a lehetséges kvantumallapot és a mérési operatorok jellemzéséhez sziik-
séges szamtalan szabad paraméter miatt. Megmutattam, hogy adott Wy, ., esetén
a (Qp hatar feliilrsl torténs becslése visszavezethets egy szemidefinit programozasi
feladatra (un. SDP-feladatra) [13]. A kidolgozott modszer SDP-feladatok hierarchi-
ajat allitja els, amelynek névelve a szintjét, egyre jobb kozelitését kapjuk meg @ p
egzakt értékének.

Azonban névelve a fenti SDP-hierarchidban az (z,y) bemenetek szamat vagy a

D dimenzioét, az optimalizalasi feladat szuperszamitogépek hasznalatéval is hamar
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megoldhatatlanna valik (pl. mar D = 4 esetén, viszonylag alacsony hierarchia szinten
és kevés szamu z, y bemenet esetén is gyakran szamitasi nehézségekbe iitkoziink). Ez
problémaés lehet mas alkalmazasokban is, hiszen a kvantuminformatika szamos alap-
feladata SDP-modszerek hasznalatara vezethetS vissza. Ennek kezelésére kifejlesz-
tettem egy iterativ algoritmust, amely hatékonyan tudja az Gn. membership problé-
méat megoldani. Vagyis adott a P(a, b|x,y) korrelaciok egy konvex halmaza (pl. azon
korrelaciok halmaza, amelyek megvalosithatok négydimenzios allapoton térténd mé-
résekkel). Ekkor azt kérdezziik, hogy egy adott P’(a,b|z,y) korrelacié — amelyet te-
kinthetlink a valdszintiségi térben egy pontnak — vajon ezen halmazhoz tartozik-e.
Egy iterativ algoritmus kifejlesztésével, amely a Gilbert-algoritmus [25] egy modosi-
tott valtozatanak tekinthetd, sikeriilt a fenti membership problémat visszavezetnem
az (1) tipusu kifejezés bal oldaldnak iterativ tton torténé maximalizalasara. Az iro-
dalomban ezzel kapcsolatosan fellelhets algoritmusok o6ridsi memoriaigényiik miatt
csak elméleti szempontbol voltak érdekesek. Ezzel szemben az 1j algoritmus memo-
nyos tulajdonsag miatt szdmos eddig megoldhatatlannak tlinG osszefonodottsaggal
és nemlokalitassal kapcsolatos problémat sikeriilt kezelniink. Példaként a funkcio-
nalanalizisben el6fordulé nevezetes konstans — a Grothendieck-egyiitthato — véges
dimenziés n = 3,4 értékeinek a becslésén tudtunk lényegesen javitani.

A dolgozatban hasznélt mésik gyakran hasznalt numerikus modszer a libikoka el-
vii variacios algoritmus [71], amelynek nagy hasznat vettem a kototten osszefonodott
allapotok nemlokalitédsa és metrologiai teljesitGképessége kozotti viszony felderitésé-
ben, tovibba a Peres-sejtés megcafolasdhoz sziikséges ellenpélda elGéllitidsdban is
meghatarozé szerepe volt. Ez egy olyan heurisztikus algoritmus, amelyben az ere-
deti nemkonvex optimalizalasi probléméat kisebb — gyakran SDP-elvii — hatékonyan
megoldhato részproblémak iterativ tipust optimalizalédsara vezetjiik vissza. Bar nem
garantalt, hogy ezen algoritmus megadja a célfiiggvény globalis maximumat, gya-
korlatban alkalmazva nagyon jo konvergencia tulajdonsigokkal rendelkezik, aminek

a megtalalt ellenpéldakat is kdszénhetjiik.

Uj tudomanyos eredmények

A dolgozatban a kvantumelmélet nemlokalitasanak hatarait térképeztem fel kiilon-
szeriibb kétdimenzids kvantumrendszerek Bell-nemlokalis viselkedését vizsgaltam,
majd magasabb dimenzios, Osszetettebb rendszerek leirasa felé haladtam. Téziseim-
ben harom kiilénb6z6 téma koré csoportositva adom meg az elért eredményeimet:

1. Werner-dllapotok nemlokalitdsdinak hatdrai.—A Werner-allapot a kovetkezs két-
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qubites allapotcsaladdal irhato le: py (p) = p|¥_)(W_| + (1 —p)L, amelyben a p pa-

4

raméter a 0 és 1 kozott vehet fel értéket, és |W_) a szinglett allapotot jeldli. Legyen

Perit @ p paraméter azon fels§ hatara, amelyre a py (p) dllapot nem sérthet semmilyen

Bell-egyenlGtlenséget, vagyis az (A, B,) = Tr(pw(p)A, ® B,) korrelacio tetszéleges

szami A,, B, projektiv mérés esetén is szimulalhat6 lokalis modellel. A szakiroda-
lomban kozolt legsztikebb tartomany 0.66 < peq < 1/v/2 [2]. Ezzel kapcsolatosan

elért eredményeim:

1.1

1.2

1.3

2.

Megmutattam, hogy a kétqubites Werner-allapotok p..;; paraméter értékére
fennall a szigort egyenlGtlenség: pei < 1/v/2. Ennek bizonyitédsahoz kétré-
szii korrelacios Bell-egyenlGtlenségek egy osztalyat allitottam els [Tezl|. Az
egyenlGtlenség bizonyitasdhoz egy 465-méréses Bell-egyenltlenséghdl szarma-
z0 korrelaciokat hasznaltam fel, tovabba a pes és a Kg(3) harmadrendd

Grothendieck-allando6 értéke kozotti szoros kapcsolatot is kihasznaltam.

Az el6z6 tézispontban kapott fels§ korlatot tovabb javitottam az 0j kor-
latra: pei: < 0.6964. Ezen 1j fels6 korlat eléréséhez nagyléptékd numeri-
kus modszerek kifejlesztésére volt sziikség, amelyben meghatarozé szerepem
volt |Tez2|. Az egyik modszer a videojatékok fejlesztésében kivaloan bevalt
Gilbert-algoritmus tovabbfejlesztésén alapul, a masik modszer pedig az NP-
nehéz problémak megoldasa sordn gyakran hasznalt branch-and-bound elvi
algoritmusra épiil. Mindkét algoritmus memoriaigénye elhanyagolhato, és na-
gyon jol skalazik a vizsgélt tér dimenziojaval, igy ezek hasznélataval az iroda-
lomban fellelhets eddigi médszereknél lényegesen jobb eredményeket lehetett
elérni [Tez2).

Szisztematikus modszerek kidolgozasaban vettem részt tobbrészi kvantumal-
lapotok Bell-lokélis modelljeinek meghatéarozasara [Tez3|. A kidolgozott mod-
szerek nem szoritkoznak qubites rendszerekre, elvben tetszéleges dimenzidji és
szamu részt tartalmazoé allapotra is alkalmazhatok. Ezen numerikus médszerek
hatékonysagat illusztraltam a kétqubites Werner-allapotok példajan [Tez4].
A modszer alkalmazéaséval a pe;; > 0.6829 alsé korlatot kapjuk (megjavit-
va az eddigi legjobb p.i > 0.66 korlatot). Igy a szakirodalomban szerep-
16 eddigi legjobb 0.66 < perir < 1/\/§ korldtokat lényegesen megjavitva, a
0.6829 < perir < 0.6964 intervallumra sikeriilt sztikiteni a kétqubites Werner-
allapotesalad pe.q; értékét [Tezd4|.

Dimenziotanuk elddllitdsa.—Ezen kutatdsban azt vizsgaltam, hogy mi-

lyen nagysagt Hilbert-tér sziikséges a természetben megvalosuld Bell-nemlokalis

kvantumkorrelaciok elGallitasdhoz. Célom annak eldontése volt, hogy egy adott
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P(a,b|z,y) nemlokalis korrelacio megvalosithato-e kvantummechanikailag, ha a két

kisérletezd fél, szokasos neviikon Aliz és Bob, a méréseket egy-egy maximalisan D-

dimenzios Hilbert-téren hajtja végre. Ehhez segitségiil hivtam az (1) képlettel jel-

lemzett dimenziotanat, amely alsé korlatot ad a P(a,b|x,y) korrelacio eléréséhez

sziikséges Hilbert-tér D dimenzidjara. Alkalmazéasaval igy eszkozfiiggetlen mdédon

— vagyis a kisérletben szerepld mérSberendezések miikodésének részleteitdl fligget-

leniil — tudjuk tobbrészi kvantuméallapotok dimenzi6jat becsiilni. Az alabbiakban

felsorolom a dolgozatban ezzel kapcsolatosan elért konkrét eredményeimet.

2.1

2.2

2.3

Munkatarsammal kézosen javasolt elrendezésben dimenziotanik létezését bi-
zonyitottam be a legegyszertibb nemtrivialis, D > 2 dimenzi6s kvantumrend-
szerek esetén. Ilyenkor azt lattam be, hogy egy adott P(a,b|x,y) korrelacio
eléréséhez qubitnél magasabb dimenziés rendszerekre van sziikség. Ezen ered-
ménynél alkalmasan megvéalasztott kétkimenetelid korrelacios tagokon alapuléd

Bell-kifejezést hasznaltam fel dimenziotaniként. |[Tez5|.

A D dimenzidhoz tartoz6é dimenziétanik megalkotasara szemidefinit progra-
mozason (SDP) alapulé numerikus modszerek kidolgozasat végeztem. Ezen
SDP-hierarchidn alapulé modszerek lehetGséget adnak adott D Hilbert-tér di-
menzié esetén tetszéleges Bell-egyenlGtlenség maximalis sériilésének feliilrdl
torténd becslésére. A hierarchia szintjét novelve egyre jobb fels6 korlatokat ka-
punk. Két kiilonb6z6 modszer kifejlesztésében volt meghatarozé szerepem. Az
els6 modszer a mérési operatoroknak a kvantumallapot terébe vald leképezé-
sén alapszik |Tez6|, amely gyakorlatban jol miikédik ketténél tobb részrendszer
esetén is, azonban egyel6re nem bizonyitott, hogy az SDP-hierarchia minden
esetben az egzakt megoldashoz konvergal. A masik modszer a széles korben
elterjedt, dimenziora nem érzékeny tin. Navascues-Pironio-Acin (NPA) hierar-
chidt altalanositja véges dimenzios rendszerekre |Tez7|. Szemben az el6z6 SDP-
hierarchiaval, ezen utoébbi modszer tetszéleges D dimenzio esetén konvergal. A
modszerek hatékonysagat konkrét két- és ketténél tobb részi dimenzidtaniikon
teszteltem. Numerikus tapasztalataim azt mutatjak, hogy a fenti modszerek
tipikusan D < 4 dimenzi6 esetén alkalmazhatok jol (kis szamu x,y bemenet,
illetve a, b kimenetel mellett) [Tez§].

Magasabb (tipikusan D > 4) dimenzi6s tantik esetén az el6bbi tézispontban
felsorolt numerikus modszerek a szamitasi kapacitas korldtossaga miatt sajnos
mér nem hasznalhatok. Igy az a fontos nyitott kérdés maradt, hogy léteznek-e
dimenziotanak tetszéleges véges dimenzi6 esetén. Ehhez (1) alakt dimenzidta-
ntkat konstrualtam analitikusan, amelyek @)p korlatjara sejtést fogalmaztam

meg tetszbleges D véges dimenzioban. Az els§ konstrukciom kétkimenetelid

7
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mérésekbdl szarmazo korrelaciokra épit. A sejtés alapja a Kg(n), n-edrendi
Grothendieck-alland6 — tudomasunk szerint még nem bizonyitott, de plau-
zibilisnek ting — szigoriian monoton novekvé tulajdonsaga n fiiggvényében.
Ennek alatamasztésara vonatkozoan sikeriilt belatni, hogy K¢(4) > Ka(3) (a
Kq(3) > Kg(2) osszefiiggést pedig a [Tezl| cikkben bizonyitottam). Konk-
rétan a Kg(3) < 1.4644 korlatot talaltam, amelyhez a |Tez4| tanulményban
kidolgozott numerikus eljarast hasznéaltam fel. Ugyanakkor, Kg(4) > 1.4841,

amely eredmény a [Tez2| tanulmanybol szarmazik.

2.4 A masodik, ugyancsak analitikus konstrukciém egy aszimmetrikus Bell-
kifejezések csaladjan alapul (itt Aliz detektorai tokéletesek, mig Bob detektorai
véges n hatékonysagiak). Ezen Bell-egyenl6tlenség-csalad D-ik tagjarol bebi-
zonyitottam, hogy sértheté D x D dimenzios allapottéren, Bob detektorainak
n > (1/D) hatékonysaga mellett [Tez9]. Ahhoz, hogy a konstrukciot tetszo-
leges D esetén lehessen dimenzidtantként hasznélni, még azt lenne sziikséges
belatni, hogy a csalad D-ik tagja nem sértheté Bob n < 1/(D — 1) hatékony-
sagu detektoraival a (D — 1) x (D — 1) téren. Ezen tulajdonsagot sejtésként

fogalmaztam meg.

2.5 A harmadik konstrukciom az I3390 Bell-egyenlGtlenséget hasznalja fel dimen-
ziotanuként [Tez10|. @ = 0.250875 az NPA-modszerbdl szarmazo felsé korlat
az I3300-egyenlGtlenség maximalis sértésére. Munkatarsammal egyiitt sikeriilt
ezen értéket reprodukalni konkrét mérési operatorokkal és allapottal, amelyek-
hez hataresetben végtelen dimenzi6s allapottér tartozik. Azt a sejtést fogal-
maztuk meg, hogy az I3399 egyenl6tlenség maximalis sériilése csakis végtelen
dimenzi6ju Hilbert-téren érhetd el, amib6l pedig tetszdleges véges dimenzios

tana létezése kovetkezne.

2.6 Annak az analitikus bizonyitasaban volt meghatérozé szerepem, hogy barmely
D > 2 véges dimenzio6 esetén létezik dimenziotana [Tez11]. Ezen konstrukcio
kétkimeneteli korrelacios tipusu Bell-kifejezések egy specialis osztalyan alap-
szik, és D novelésével sziikségszerien novekszik a Bell-kifejezésben szerepld

mérések szama is.

3. Kdtotten dsszefonddott dllapotok és Bell-nemlokalitds—A természetben elGfor-
dul6 nagyon gyengén 6sszefonodott kvantumallapotok az in. kototten osszefonodott
allapotok, amelyekbdl nem parolhato le maximalisan 6sszefonodott allapot a desztil-
lacio mivelete segitségével. Ezen nem-desztillalhato allapotok fontos csaladja az un.
PPT-tipusa allapotok. Asher Peres 1999-ben fogalmazta meg a PPT-tipusu allapo-

tok nemlokalitasara vonatkozo nevezetes sejtését [53]. Allitasa szerint PPT-tipusi
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allapotokkal semmilyen Bell-egyenlétlenség nem sérthets. Azota szdmos munkaban
probalték ezen sejtést igazolni, illetve cafolni. Egyik fontos 1épésként sikeriilt be-
latni, hogy a CHSH-Bell-egyenlstlenség [19] — a Bell-kisérletekben leggyakrabban
hasznalt egyenlGtlenség — kototten 6sszefonddott allapotokkal, igy PPT-tipusu alla-
potokkal sem sérthetd [38]. A jelen dolgozatban targyalt tanulmanyokban lépésrdl

lépésre haladva cafoltam meg Peres sejtését:

3.1 Haromrészd, barmely kétrészi osztds mentén PPT-tulajdonsagi kvantumal-
lapotot konstrualtam meg. Belattam, hogy ezen allapot alkalmasan megva-
lasztott mérések mellett sért egy adott Bell-egyenl6tlenséget [Tez12|. Ez Peres

sejtését kettonél tobbrészi rendszerek esetén cafolja meg.

3.2 Bell-egyenldtlenséget sért6 kétrészi (3 x 3 dimenzios) PPT-tipust kototten
osszefonodott kvantumallapotot konstruadltam meg. Ezen a konkrét példan
keresztiil sikeriilt megcafolni Peres eredeti sejtését [Tez13]. Mivel a kototten
osszefonddott allapotokbol nem desztillalhato Gsszefonddottsag, igy egyuttal
bizonyitast nyert, hogy a Bell-féle nemlokalitasbol nem kévetkezik az 6sszefo-

nodottsag desztillalhatosiga.

3.3 Lényeges szerepem volt a fenti eredmény d > 3 dimenziés rendszerekre tor-
téng kiterjesztésében: egy d paramétertdl fiiggs Bell-egyenlGtlenséget sikeriilt
megalkotni, amely tetsz6leges d > 3 esetén sérthetd specidlis d x d dimen-
zi6s PPT-tipusu allapottal. Azt a sejtést fogalmaztuk meg, hogy ezen Bell-
egyenlGtlenség-csaldd dimenzidtaniként miikédik a PPT-tipusa allapotok ko-
rében: Barmely rogzitett d > 3 esetén 1étezik a csaladnak egy tagja, amelynek

PPT-allapotokkal torténd sértéséhez legalabb d x d dimenzi6 sziikséges [Tez14].

Tézispontokhoz kapcsol6dé publikacidk
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Phys. Rev. Lett. 117, 190402 (2016).
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tanglement
Nature Communications 5, 5297 (2014).
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Family of Bell inequalities violated by higher-dimensional bound entangled
states
Phys. Rev. A 96, 022123 (2017).

Tézispontokban nem emlitett, de a témahoz kapcsol6dé ered-

mények és publikacidok

A fenti tézispontokban nem targyalt, de a témahoz kapcsoloddan szdmos mas ered-
mény elérésében volt meghatarozo szerepem. Ezen eredményeket réviden pontokba

szedve foglalom Ossze:

e Sokrészii kvantumrendszerekben korldtok megadésa a Bell-egyenl&tlenségek
sérthetGségének  mértékére  véges  hatékonysagti  detektorok — mel-
lett [50],[49],[48],]|34]-

e Sokrészii kvantumrendszerekben a Bell-féle nemlokalitas zajtiirésének mérté-
kére 1j fogalmak [17],[36] és modszerek [14] bevezetése, amelyekkel sikeriilt
kibgviteni kozismert tobbrészien osszefonodott allapotok (pl. Dicke-, GHZ-
allapotok) nemlokalitasi tartomanyat [70],[22],[14].

e Hitelesitési feladatok megvaldsitasa a kvantuminformatika eszkozfiiggetlen ke-
retében. Meghataroztuk a kétqubites allapotokbdl kinyerhets valodi vélet-
lenszertiség nagysagat |3|, valodi tobbrészi tsszefonddottsidg meglétét igazol-
tuk [47], tobbrészi rendszerek Osszefonodottsaganak a strukturajat jellemez-
tiik [16], haromrészii rendszerek eszkozfiiggetlen tomografiajat végeztiik el [51],

kvantumeszkozok zajtiirG ontesztjére dolgoztunk ki 1j algoritmusokat [74],[7].

e A kvantuminformatika féleszkozfiiggetlen keretében mérések hitelesitését vé-
geztiik el [62], egyrészi rendszerekre dimenziotantkat alkottunk [15], kétrészi
osszefonodottsag meértékét jellemeztiik [37], altalanos POVM-tipust méréseket
észleltiink |67],|28], illetve tobbrészii rendszereken elvégzett mérések Gsszefo-
nodottsagat igazoltuk [69],[10].

o Az egyiittes mérhetGség, az EPR-steering és a Bell-nemlokalitas jelenségei ko-
zOtt1 kapcesolatok feltarasa [55],[12],[56],[58],[29],[31],]9].

e Véletlen mérések, illetve vonatkoztatdsi rendszerek nélkiili  Bell-

egyenlGtlenségek sérthetdségének vizsgalata [59],(21],[24].
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A nemlokalis kvantumkorrelaciok informéacioelméleti elvekbdl torténé megala-
pozasa [4],[35],[33],[32].

Numerikus eszkoézok kidolgozasa nemlokalis korrelaciok aktivalhatosaganak a
kimutatéasara [40],[18|.

PPT kototten Osszefonodott allapotok nemlokalitasa és metrologiai hasznos-

saga kozotti Osszefiiggések feltarasa |63].

A nemlokélis korrelaciok kommunikéacios [66],[39] és szamitasi komplexitési

problémakban [52] torténd hasznositasa.

A kvantumkorrelaciok halmaza geometriai strukturajanak feltérképezése kii-
16nb6z6 elrendezésekben [43],[45],[44],[46],[27].

Kéttestkorrelacidkon alapul6é sokrészecskés Bell-egyenlStlenségek megkonstru-
alasa, amelyek képesek nemlokalitast detektélni ezen egyenlGtlenségek sériilése
révén [64],|65],[73],|68],[41].

Olyan eszkozfiiggetlen algoritmusok kifejlesztése, amelyeket fotonikai kisérlet-
ben is sikeriilt megvalositani [59],[10],[29],[28],[32].
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