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A kutatasok el6zménye

A kvantuminformacié-tudomany interdiszciplinaris teriilet, amely magaban
foglalja a kvantumfizika, a szamitéstechnika, a mérnoki tudoményok és a
matematika bizonyos részeit [1|. Egyrészt a kvantuminformécio-tudomany
megprobalja leirni a kapcsolatokat a teriilet szaméra fontos mennyiségek ko-
zott, ahogy a tudoméany mas teriiletei is. Masrészt az analitikus oldal mellett
konstruktiv oldala is van. A kvantuminformacio-tudomany szamos részterii-
lete olyan kvantumeszkozok megalkotasat célozza meg, amelyek kvantumos
effektusokat felhasznalva feliillmuljak klasszikus tarsaikat.

A kvantuminformacio-tudomany nagy része kétallapoti rendszerek, azaz
qubitek nem-relativisztikus kvantummechanikdjan alapul. A kvantumfizika
ezen része kozel 100 éves. Bar az elméleti leirds készen volt, hosszi idén
keresztiil nem figyeltek meg igazi tobbtest-kolcsonhatason alapuld kvantum-
dinamikat. Tovabbé, bar a kvantumfizikat a statisztikus fizika, a szilard-
testfizika és az optika teriiletén hasznaltak, nagyon gyakran a modell nem
tartalmazott részecskék kozotti kolesonhatast. Csak nem olyan régen, az
1980-as évektsl valt lehetségessé, hogy két vagy tobb részecske szabalyozott
modon kolesonhatasban alljon egymassal egy kisérletben. A legsikeresebb
rendszereknek a fotonok, ionok és hideg atomok bizonyultak [2, 3, 4, 5].

A latvanyos kisérleti eredményekkel egy id6ben a kovetkezd kérdések me-
rilltek fel: Mit tehetiink a kvantumeszkozokkel? Milyen kvantumallapotok
trivialisak és milyen allapotok érdekesek, hasznosak? Milyen kvantumallapo-
tokat lehetetlen létrehozni a gyakorlatban, még akkor is, ha a kvantumme-
chanika megengedi? Milyen kozel all a kisérletileg létrehozott allapot ahhoz
az idealis allapothoz, amelyet el¢ akartunk allitani?

A kvantuminformacio-tudomany nagy része, beleértve az 6sszefonodasel-
méletet is, e kérdések megvalaszolasara torekszik. A szilardtestfizikabol és a
statisztikus fizikdbol egyértelmt, hogy a tiszta allapotok kozott a szorzatélla-
potok trivialisak, mivel elGallithatoak olyan kvantumdinamikaval, amelyben
nincs részecskék kozti kolesonhatés, és olyan Hamilton-operatorok alapalla-
potaiként is el6allnak, amelyekben nincs kolecsonhatas. Valodi kisérletekben
azonban tiszta allapotokkal nem talalkozunk, csak kevert allapotokkal. Ezért
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altalanositani kellett a szorzatéallapotokat. Igy definialtédk a szeparalhato al-
lapotokat, mint szorzatéllapotok keverékét (6, 7, 8.

Azokat az allapotokat, amelyek nem szeparalhatoak, dsszefonodott alla-
potoknak nevezziik. Tobb mint két részecske esetén érdemes az Osszefono-
dottsag kiilonbozd szintjeit definidlni. Azt mondjuk, hogy egy tiszta allapot
k-elsallithato (k-producible), ha a részecskék olyan csoportokra oszthatoak,
amelyek k£ vagy kevesebb részecskét tartalmaznak tgy, hogy a részecskék az
egyik csoportban nem hatnak kolcson a maéasik csoportban levé részecskékkel.
Egy kevert allapot k-elGéallithato, ha felirhato tiszta k-elGallithato allapotok
keverékeként. Ha egy allapot nem k-elGallithato, akkor (k 4 1)-részecske
Osszefonddott. N részecske esetén a legmagasabb szint az N-részecske Ossze-
fonodottsag. Ebben az esetben a kvantumrendszer teljesen Gsszefonodott.
Ezt valodi tobbtest-osszefonodéasnak (genuine multipartite entanglement) is
szoktak hivni.

Az 0Osszefonodott allapotok sok kvantuminformacio-feldolgozasi problé-
maban és kvantummetroldgiai feladatban hasznosabbak, mint a szeparalhato-
ak 9, 10]. Masrészt az 6sszefonodottsag jelenlétének bizonyitasa hasznalhato
egy kisérlet sikerének jellemzésére. Ha egy tobb részecskébdl allo kvantum-
allapot létrehozéasa utan sikeriil 0sszefonodottsagot detektalni, akkor az azt
mutatja, hogy az allapot nem johetett létre anélkiil, hogy a részecskék kvan-
tumos kolecsonhatasba lépjenek egymaéssal. Ilyen kvantumos kolesonhatast ir
le példaul egy kétrészecskés Ising vagy Heisenberg Hamilton-operator. Ha si-
keriil valodi tobbtest-6sszefonddast kimutatni, akkor az allapot nem johetett
ugy létre, hogy a részecskék csak kisebb csoportokon beliil alltak kvantumos
kolecsonhatasban egyméssal, mig a csoportok kozott nem volt kélesonhatas.

A kisérletekben elGallitott koherens kvantumrendszerek nagysaga gyorsan
novekszik. A tizqubites kvantumaéllapot elGallitasa utan felmeril a kérdés,
hogy mi lehetséges a nagy részecske limitben? Példaul fontos probléma a
kvantummetrologiaban, hogy mekkora a maximalis érzékenység, amely a ki-
sérletekben paraméterbecslésben elérhets. Ha az elmélet altal megengedett
maximalis értéket elérnénk, akkor ez a mérési pontossagot a szokasoshoz
képest tobb nagysagrenddel megnovelné elegendéen nagy részecskeszam ese-
tén. Az ehhez sziikséges kvantumallapotok nagymeértékben Osszefonddottak.
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A gyakorlatban a zajhatasok meghitusithatjik az ilyen allapotok létrehozasat.

Ezek alapjan fontos feladat az Osszefonodas jelenlétének bizonyitasa va-
losagos kisérletekben, néhany qubites és sok ezer qubites rendszerekben egy-
arant. Egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy ez lehetséges. Egyrészt nincs egy
altalanos modszer, amely eldonti, hogy egy kvantumallapot 6sszefonodott-e,
még akkor sem, ha az allapot stirtiségmatrixa ismert. Méasrészt a gyakorlat-
ban csak néhany operatort lehet mérni, és ezek a mérések statisztikai zajt is
tartalmaznak. Mégis vannak olyan hatékony modszerek, amelyek felhasznal-
hatoak az Osszefonodottsiag kimutatasara valos kisérletekben. Az értekezés
ilyen modszerekre koncentral.

Célkitlizések

A disszertacioban olyan eljarasokat igyeksziink talalni, amelyek felismerik az
osszefonodottsagot a kiilonbozé fizikai rendszerekben. Megmutatjuk, hogyan
lehet kevés méréssel dsszefonodottsagot detektalni bizonyos allapotok kozelé-
ben. Az ilyen modszerek nagyon fontosak, mivel egy tipikus kisérletben csak
néhany meérést végezhetiink.

ElGszor spinrendszereket vizsgalunk, és megmutatjuk, hogyan lehet 6ssze-
fonodottsagot detektalni energiaméréssel egy spinrendszer alapallapotéanak
kozelében. Ezutan olyan modszereket mutatunk be, amelyek osszefonodott-
sagot detektalnak a legfontosabb kvantumaéllapotok, példaul a Greenberger-
Horne-Zeilinger (GHZ) allapotok [11], a klaszterallapotok [12], a grafalla-
potok és a szimmetrikus Dicke-allapotok kozelében. Szamos modszeriink
optimalis abban az értelemben, hogy a minimélis mérési eréfeszitésre van
hozzajuk sziikség.

A sokrészecske-rendszerek Osszefonddottsagéanak detektélasa még bonyo-
lultabb, mivel csak kollektiv mennyiségeket tudunk mérni. Az ilyen rend-
szerek szamara is Osszefonodottsagi feltételeket mutatunk be. Célunk az
Osszes ilyen Osszefonodottsagi feltétel meghatarozasa, vagyis a mi kritériu-
munk felismeri az 6sszes Osszefonddott allapotot, amely detektalhato a mért
mennyiségekkel.

Sok-részecske rendszerek kvantumaéllapota az 6sszefonddottsag kimutata-
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san kivil jellemezheté kvantumtomografiaval is, habéar a sziikséges mérések
szdma igen nagy lehet. Ezért hatékony kvantumtomografiai moédszereket mu-
tatunk be. Ezeket hasznalva a sziikséges mérések szama sokkal kisebb, mint
ami a teljes kvantumtomografidhoz sziikséges. A mi eljarasunk is stirtiségmét-
rixot eredményez, amelybdl az osszefonddas kimutathato a szakirodalomban
szerepl6 Osszefonoddasi kritériumokkal.

Az értekezésben bemutatott legtobb eredményiinket olyan kisérletekben
alkalmaztak, amelyekben tobbrészecskés Osszefonodott allapotokat hoztak
létre fotonokkal vagy hideg atomokkal.

Alkalmazott tudomanyos moédszerek

Az értekezés nagy része a kvantuminformécio-tudomany témakoréhez tarto-
zik, kiilonosen az 6sszefonodas elméletéhez. Ezenkiviil még kvantummetrolo-
giai problémakkal is foglalkozunk, és kiilondsen a kvantum Fisher-informécio
elméletét hasznaljuk.

Leginkabb analitikus szamitasokat végziink. Egy gyakran felmeriilé prob-
léema egy kifejezés szorzat allapotokra vonatkoz6é maximuménak megtalalasa.
Ez a probléma altalaban nem megoldott, ezért minden esetben méas bizonyi-
tast kell talalnunk. Az egyszert numerikus maximalizalas itt nem hasznal-
hato, mivel nem lehetett garantalni, hogy elértiik a globalis maximumot.

A numerikus szamitasokhoz legtobbszor az N spin-1/2 részecske allapotat
egy 2V x 2V siirtiségmatrixszal reprezentéaljuk. Az ilyen szamitasok azonban
csak 10 — 14 részecskéig lehetségesek.

Uj tudoméanyos eredmények

1. Megvizsgaltuk, hogyan lehet Osszefonodottsagi feltételeket 1étrehozni
néhany tobbrészecske korrelacioval. Jol ismert spinlancok Hamilton-
operatoraival kaptunk ilyen kritériumokat |T1,T2|. Ha a Hamilton-
operator varhato értéke kisebb, mint a klasszikus energiaminimum, ak-
kor az allapot Osszefonodott. Ez lehetévé teszi az olyan homérséklet-
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hatarok meghatarozasat, amelyek alatt a termikus egyensulyban 1évé
rendszer biztosan 0sszefonodott. A modszer elénye, hogy csak a kéttest
korrelaciok ismeretét igényli, és nem kell ismerniink magat a kvantum-
allapotot. Ez lehetévé teszi a fent emlitett hGmérsékleti hatar kiszami-
tasat nagy rendszerekben.

2. Megvizsgaltuk, hogyan lehet Gsszefonodottsagot detektalni GHZ-4lla-
potok, a klaszterallapotok és a grafallapotok kozelében [T3,T4|. Egy-
szerd tantoperatorokat mutattunk be, amelyek csupan két vagy harom
korrelacioval osszefonodottsagot detektalnak. A tantoperatorok egy ré-
sze barmilyen Osszefonodottsagot detektal. Emellett olyan tantiopera-
torokat is bemutattunk, amelyek csak a valodi tobbtest-Osszefon6dést
érzékelik. Vagyis olyan allapotokat detektalnak, amelyekben minden
részecske Osszefonddott a tobbivel. Ezeknek a tantknak csak mini-
malis kisérleti eréfeszitésre, azaz csak két helyi mérésre van sziikségiik.
Robusztusak a zajjal szemben is, ezért kisérletileg alkalmazhatoak. Fo-
tonokkal végzett kisérletekben hasznaltak Gket.

3. Megvizsgaltuk, hogyan lehet detektalni 6sszefonddést szimmetrikus Dicke-
allapotok kozelében. Az Osszefonddottsagi kritérium kiértékeléséhez
meg kell mérni a Dicke-allapotra vonatkozé htiséget (fidelity), amely a
Dicke-allapothoz tartozd projektor varhato értéke [T5]. A modszer a
kovetkez6 modon miikodik. Ha a hiiség nagyobb, mint egy altalunk ki-
szamitott hatar, akkor a kvantumaéllapot valodi tobbtest-6sszefonodott.
Nagy részecskeszam esetén a hatar nagyon kozel van az 1/2-hez. Tehat
csak egy kicsit nagyobb hiiséget kell elérniink, mint 1/2; és garantal-
hatjuk a valédi tobbtest-Osszefonddottsagot. Példdkat mutatunk be
olyan Osszefonodasi feltételekre is, amelyek csak kollektiv méréseket
igényelnek [T5,T6]. A modszereket fotonokkal végzett kisérletekben
hasznaltak.

4. Megvizsgaltuk a permutacios szimmetria és az 6sszefonodas kapcsola-
tat. Hatékony Osszefonodasi kritériumokat mutattunk be a parciélis
transzpondlt pozitivitdsara alapozva. Ez a kritérium osszefonddottsa-
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got detektél, ha a striségmatrix parcialis transzpoziciéja nem pozitiv
szemidefinit. Bebizonyitottuk, hogy a szimmetrikus allapotok esetében
a kétrészi allapotnak pozitiv parcialis transzponaltja van akkor és csak
akkor, ha a (A ® A) tipust korrelaciok mind nemnegativak [T7]. Ez a
parcialis transzponalt (ami a kvantuminformacioban megjelend abszt-
rakt koncepcio) gyakorlati értelmezését adja, mivel Gsszekoti a kéttest-
korrelaciokkal. Olyan szimmetrikus tobbrészecskés allapotokat is be-
mutattunk, amelyek Osszefonodottak, de a parcidlis transzponaltjuk
pozitiv. Az ilyen allapotokat kotott osszefonodottnak (bound entang-
led) nevezik, és a figyelem kézéppontjaban allnak. Egy olyan egyszerd
numerikus eljarast mutattunk be, amely qubitnél nagyobb dimenzio-
ju részecskék esetén kétrészi kotott osszefonodott allapotokat general.
Azt is megmutattuk, hogy vannak négy-qubit és ot-qubit Osszefono-
dott allapotok, amelyekre a parcidlis transzponalt pozitiv szemidefinit,
minden biparticié tekintetében.

. Az &llapot-tomografiat vizsgaltuk sokrészecske rendszerben. A kvan-

tumallapot szabadsagfokainak szama exponencialisan novekszik a ré-
szecskék szaméaval, ami a teljes allapot-tomografiat csak a kis rendsze-
rekben teszi lehetévé. Bevezettiik a permutéacio-invarians tomografiat,
amely csak a kvantuméallapot permutéciosan invarians részét méri [T8).
A mérések szama csak négyzetesen né a kétallapotu részecskék szama-
val. Ez lehet6vé teszi a nagy rendszerek tomografidjanak elvégzését.
Mas modszerektsl eltérGen, nem feltételezziik, hogy a kvantumalla-
potnak valamilyen specialis tulajdonsaga vagy szimmetridja lenne. A
modszert fotonokkal végzett kisérletekben hasznalték.

. Megvizsgaltuk, hogyan lehet felismerni az 6sszefonddast sokrészecskés

rendszerekben kollektiv mérések segitségével. Talaltunk olyan 6sszefo-
nodottsagi kritériumokat, amelyek a szinglett allapothoz kozel detektal-
nak osszefonddottsiagot a kollektiv impulzusmomentum komponensek
varianciaival [T9]. Meghataroztuk a kétallapoti részecskék sokasigé-
ban kollektiv mérésekkel 6sszefonddottsagot detektald kritériumok tel-
jes rendszerét. Ezek a kritériumok csak a kollektiv impulzusmomentum-
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komponensek varhatod értékeit és mésodik momentumait ismerve de-
tektalnak osszefonodottsagot [T10,T11]. A rendszer teljes, mivel meg-
mutattuk, hogy nem lehet tovabbi hasonld kritériumokat talalni. A
modszert hideg gazokban hasznaltak.

. Megvizsgéaltuk a tobbtest-0Osszefonddottsag és a kvantummetrologia vi-

szonyat. Megmutattuk, hogy teljes tobbtest-Osszefonddottsag sziiksé-
ges ahhoz, hogy elérjiik a maximalis érzékenységet linearis interfero-
méterekben [T12]. Azt is megmutattuk, hogy a k-részecskés Gsszefono-
dottsaggal rendelkezé allapotok lehetévé teszik, hogy nagyobb metrolo-
gial pontossagot érjiink el, mint (k — 1)-részecskés 6sszefonddottséggal
rendelkezé kvantumallapotokkal. Az Osszefonodottsag és az egyetlen
metrologiai feladat érzékenysége kozotti Osszefiiggés mellett az dsszefo-
nodottsag és tobb metrologiai feladatra vonatkozo atlagos érzékenység
viszonyat is megvizsgaltuk. Vannak oOsszefonodott kvantumallapotok,
amelyek nem nytujtanak jobb érzékenységet, mint a szeparalhato alla-
potok, ha csak egyetlen metrologiai feladatot vizsgalunk, de még min-
dig jobb atlagérzékenységet biztositanak, ha tobb feladat érzékenységét
vessziik tekintetbe.

. Megmutattuk, hogyan lehet a grafallapotokat detektald Bell-egyenlét-

lenségeket 1étrehozni. A grafallapotok magukban foglaljak a klaszter-
allapotokat és a GHZ allapotokat. Olyan egyenlGtlenségeket talaltunk,
amelyeknek qubitenként csak legfeljebb két kiilonb6z6 mennyiség mé-
résére van sziiksége [T13|. Az allapotok egy része esetén (pl. klaszteral-
lapotok) a Bell-egyenl6tlenségek sértésének mértéke gyorsan novekszik
a részecskék szaméval.

A tézispontokhoz kot6dé tudomanyos kozlemé-
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