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Toth Géza

"Osszefonddottsdg észlelése és kvantummetrolégia kvantumoptikai
rendszerekben" cimli MTA doktori értekezésérdl

A kvantum informdicié tudomédny megjelenésével nyilvanvalova vélt, hogy a
kvantumos 0sszefonddottsdg jelensége nemcsak a kvantumelmélet szokatlansagat
szemléltetd kuriézum, hanem ugyanakkor egy olyan fontos er6forrés is, melynek
segitségével javunkra fordithatjuk a kvantumos vildg furcsasagait. Ez az er6forras
reményeink szerint lehetévé teszi majd olyan kvantumszamitégépek megépitését,
melyek bizonyos feladatok elvégzését latvanyosan jobb hatdsfokkal képesek biz-
tositani mint klasszikus tarsaik. A teriilet fejl6dése a kvantumelmélet alapkérdé-
seinek Osszefonddottsdg elméleten alapulé tovdbbi, mélyebb tujragondoldsdra is
készteti a kutatokat.

A kvantum informdciés technolégidk megjelenésével ezek fejlédése az aldbbi
kérdésekre irdnyitotta a figyelmet. Milyen a gyakorlati alkalmazasokban hasznos
Osszefonodott kvantumédllapotokat lehet 1étrehozni? Hogyan tudunk az el6allitani
vagyott allapotokhoz minél kozelebb 4ll6 allapotokat 1étrehozni? Hogyan lehet az
osszefonddottsdgot a valésagban hatékonyan detektalni nagyszamu részrendszerbdl
all6 Osszefont rendszer esetében?

Toth Géza értekezése az utdbbi 15 év kutatasi eredményeire tiamaszkodva ezekre
a kérdésekre keresi a vdlaszt. A Szerzé megmutatja, hogy l1éteznek olyan mdd-
szerek, melyekkel a kornyezeti zaj ellenére az 0sszefonddottsdg hatékonyan észlel-
het6. A kulcs megfigyelés az, hogy az Osszefonddottsag detektdlasat meg lehet
oldani kevés szamu, alkalmasan valasztott mérés segitségével is. Az alkalmaza-
sokban megjelend sokrészecske rendszerek kvantuméllapotainak tulajdonsigai az
0sszefonddottsdgon tdl kvantumtomografids médszerekkel is jellemezhetdk. A dol-
gozatban a Szerz$ Uj tomogréifids mdodszereket mutat be, olyanokat, ahol a sziik-
séges mérések szdma jelent6sen kisebb, mint a teljes tomografids modszereknél.
Kiilon érdemes kiemelni azt a tényt is, hogy a dolgozat olyan, az elméleti ku-
tatds élvonaldba tartoz6 munka melynek eredményeit szamos olyan kisérletben al-
kalmaztdk, melyekben 6sszefont allapotokat allitottak eld.

A dolgozat a bevezet6t nem szamitva nyolc fejezetre oszlik. Ezek a fejezetek a
dolgozat {6 témdjanak -6sszefonddds észlelés és kvantum metrolégia- nyolc kiilon-
mint: az 6sszefonddottsag €szlelése spin rendszerekben, graf és Dicke dllapotokhoz
kozeli allapotokban, illetve Osszefonddottsagi feltételek megaddsa szimmetrikus



rendszerekre. Ezt kdvetden a permutécids invaridns rendszerek allapot tomogra-
figjat, illetve a sokrészecskés rendszerek kollektiv mérésekkel torténd dsszefond-
dottsag felismerését vizsgélja a Szerzd. A tovdbbiakban egy a tobbtest-6sszefonddas
és a kvantummetroldgia viszonyéat elemzd fejezetet taldlhatunk. Végiil az utolso fe-
jezetben a Szerz6 a graf dllapotokat észeleld Bell egyenldtlenségek 1étrehozasaval
kapcsolatos eredményeit mutatja be.

A fentiekben 4ttekintett fejezetekben a Szerzd a teriileten elért munkassagat is-
merteti. A téma kétségteleniil a jelenlegi elméleti fizikai kutatdsok homlokterében
all, a témavalasztds igy id6szerli. A dolgozatban ismertetett eredmények az 0ssze-
fonodottsaggal kapcsolatos kutatds élvonaldaba emelik a Szerz6t. Kiilon érdemes
megjegyezni, hogy az 0sszefonddaselmélet teriilete valosaggal hemzseg a kiilon-
boz6 matematikai targyud, sokszor nehezen kovethetd6 munkaktol. Ezzel szemben
To6th Géza munkdassaga jol attekinthetd, egyszerien megérthetd, Iényegretoré meg-
figyeléseken és konnyen kovethetd technikai 1épéssekkel kapcsolatos levezetése-
ken alapul. Nem csoda, hogy a vizsgdlédasok eredményeképp el6alld, gyakorlati
szempontbdl is jol hasznosithatd, 6sszefonddottsdg kritériumok magukra vontdk a
teriileten dolgozo elméleti és kisérleti fizikusok figyelmét.

Az értekezés a Szerzének a témaban egyediil (5 publikacio), és tarsszerzokkel
(8 publikacio) kozolt eredményeinek kivonata. A tdrgyalds a megjelent publika-
ciok alapjan bomlik ki. A dolgozat 1ényegretord, s a 1ényeget tekintve jol érthetd,
de véleményem szerint csak részben olvasdbardt. Sokat haszndlt volna ugyanis
az Olvasonak az ha a Szerz0 ezt a fontos €s érdekes témat -az eredeti publikdciok
relevans részeinek szordl széra vald ismétlésén til- még tobb a dolgozat egyes rész-
leteinek megértését elosegitd kotdszoveg beépitésével oldotta volna meg. A gon-
dolatmenetek €s bizonyitdsok sokszor elsé nekifutdsra is tokéletesen kovethetdk,
mashol pedig a megértés érdekében az eredeti cikkekben fellelhet6 referencidkba
bujtatott levezetésekbe kell belemeriilni. Mivel ezek sokszor ismét egyszer(, par
soros bizonyitdsok, ezért az olvasé ugy érzi: igazan helyet kaphattak volna a dolgo-
zatban. Mindezek a dolgozat szerkezetét érinté megjegyzések természetesen nem
vonnak le semmit az értekezés szakmai értékébdl.

A Szerzd az értekezéshez kapcsolddd eredményeit nyolc tézispontban 6sszegzi.
A tézispontok jelentSs dj tudomdnyos eredményeket foglalnak dssze. A tézispon-
tokhoz kapcsolddo 13 publikécié rangos nemzetkozi folyoiratokban jelent meg. Az
eredmények nemzetkozi elfogadottsdgit a néhdny publikdciéra kapott magas hi-
vatkozottsag is jol jelzi. Példaul a Szerz6 a [T1,T3,T4,T10,T11,T13] publikécidira
rendre 122,183, 100, 133, 101, 129 fiiggetlen hivatkozast kapott. A tézispontokhoz
kothetd tudoményos kozleményekre kapott fiiggetlen hivatkozdsok szdma 1047.

Az értekezéssel kapcsolatosan az aldbbi kérdéseim vannak:

1. Az 1.1.5 bekezdés utan szereplé Dicke allapot milyen mérték szerint a
"legjobban 6sszefonddott"?



2. N-qubit rendszerekre a teljes allapottomogréfidval kapcsolatosan létezik
egy sz€p geometriai kép, mely a Wootters féle diszkrét fazistéren alapul (Phys.
Rev. A70, 062101 (2004)). Ez azzal van kapcsolatban, hogy a kvantuméllapo-
tot reprezentdlé striségmatrix 4V — 1 = (2% — 1)(2V + 1) darab szabadségi
fokéval kapcsolatos 4" — 1 nemtrividlis Pauli operdtort particiondlhatjuk 2%V +
1 olyan halmazba, mely 2V — 1 koélcsondsen kommutalé operatorbél 4ll. Egy
rogzitett halmazon beliili Pauli operatorok eldjeleinek alkalmas megvélasztiasdval
mindig elérhetd, hogy az egységoperatorral egyiitt ezek a kolcsondsen kommutald
szettek egy 27V elembdl 4ll6 stabilizdtor csoportot alkossanak. Ezt a stabilizétor
csoportot /N darab, eldjel erejéig egyértelmd, Hermitikus Pauli operator generélja.
Nyilvan minden halmazra 2N darab lehetséges, kiilonboz stabilizatorokra vezetd,
elGjelkiosztas van minden elGjelkiosztdsnak megfelel egy stabilizalt allapot. Igy
minden kommutdl$ szettre a stabiliz4lt dllapotokbdl egy 2V darab bazisvektor-
bdl 4ll6 bazist kapunk. Ezek az irodalombdl jol ismert MUB-ok (mutually unbi-
ased basis), melyek az effektiv teljes allapottomografidndl jatszanak fontos szerepet
(W. K. Wootters: arXiv:quant-ph/0306135). N-qubitot dbrazolhatunk a Gibbons-
Hoffmann-Wootters fazistérben (Phys. Rev. A70, 062101 (2004)), melynek origdn
atmend sugarai pont az effektiv teljes dllapottomografidval kapcsolatos MUB iré-
nyoknak felelnek meg. Kérdésem, permuticidésan invaridns allapot tomografia e-
setén létezik-e a 6.2.8 alaku allapotok vizsgélatira egy hasonléan szé€p geome-
triai kép? Lehet-e a MUB-oknak valamiféle permutdcidsan invaridns analogonjat
definidlni?

3. A dolgozatban a Szerzd, érthetd okokbdl, csak allapot meghatdrozasra (egy-
dimenziods alterek) hasznalja a stabilizdtor formalizmust. A hibajavité kédok elmé-
letében azonban a stabilizdtor formalizmus kommutélé generdtorai magasabb di-
menzids altereket hatdroznak meg. Ismeretes, hogy az dsszefonddottsag fogalmat
alterekre is ki lehet terjeszteni. Lasd : M. Demianowicz és R. Agusiak: arXiv:
1907.12463, és az ott talalhatd referenciak. Lehet-e a stabilizator formalizmust
ilyen 0sszefonddott alterek detektdlasdra hasznélni? Létezik-e a Szerz6 eredményeit
ezirdnyban altaldnosito kutatds?

4. A 4.3. fejezetben a Szerz a Dicke dllapotokra vetités két olyan dekompozi-
cigjat adja meg, melyet a kisérletekben is eredményesen hasznéltak. Azt irja: 4gy
tlinik, nincsen olyan dekompozicid, mely ezt a trikkkot kevesebb mérésbedllitassal
éri el. Létezik-e valamiféle bizonyitds erre a sejtésre?

5. A kvantummetroldgiai fejezetben a Szerz$ az egy paraméteres becslés €s a
kvantumos Osszefonddottsdg kapcsolatat mutatja be. Ismeretes, hogy a Cramér-
Rao egyenlGtlenség tobb paraméter esetén az informécidgeometria igen érdekes
témakorével van kapcsolatban. Ennek megfelelen elképzelhetd-e, hogy a Szer-
z6 eredményeinek tobbparaméteres dltalanositasaval ezen paraméterterek Riemann
geometridjdnak és a megfeleld kvantumallapotok Osszefonddottsag szerkezetének



kapcsolatara deriil fény? Pontosan ez az 0sszefiiggés bukkan fel az AdS/CFT meg-
felelés és a holografikus 6sszefonddottsdg kapcsdn is. Itt az AdS tér peremén €16
CFT kvantumallapotok 6sszefénddottsdga és a bulk Riemann geometridja kozotti
kapcsolatrdl beszélhetiink (az alapotletek egyszerti 6sszefoglaldsat illetGen lasd: M.
Raamsdonk: arXiv:1609.00026). Vizsgéltdk-e a kvantummetrélégiai paraméter-
becslések és a kvantumos 0sszefonddottsdg kapcsolatét (diszkretizalt) holografikus
modellek (holografikus kédok) kontextusdban?

6. A 9. fejezetben a szerzd olyan Bell egyenlStlenségeket vezet le, melyek graf
allapotok nem lokalis tulajdonsagainak detektaldsra alkalmasak. Ezen egyenl6tlen-
ségek konstrudlasa a hibajavité kodok egy specidlis osztdlydnak az igynevezett sta-
bilizator kédoknak a formalizmusan alapul. Legyen S az a stabilizator csoport
mely a |G) N-qubit graf dllapotot stabilizdlja. Mivel S csak egy egy dimenzids al-
teret (sugarat) stabilizdl, ezért S egy olyan kommutativ csoport melyet N egymads-
sal kolcsonosen kommutalé megfigyelhetd mennyiség generdl (Pauli matrixok ten-
zorszorzatai egy elSjel 1otyogéssel). S az egységoperdtort is beszamitva 2V darab
ilyen mennyiségbdl 4ll.

Ismeretes, hogy S egy alternativ leirdsa egy olyan 2N dimenzids Z,-feletti vek-
tortér segitségével is torténhet melyet egy szimplektikus forméval latunk el. Ez a
Z, értékii szimplektikus forma azt kodolja, hogy a megfelelé megfigyelheté meny-
nyiségparok kommutalnak (0) vagy nem (1). Ebben a képben S generdtorai egy
0-kat és 1-eket tartalmazd, N x 2/N-es métrix (az ugynevezett parity check matrix)
sorait alkotjdk. Az N darab linedrisan fiiggetlen sor a 2N dimenzids vektortér-
ben egy /N-dimenzids alteret ad. Az a tény hogy a megfigyelhetd mennyiségek
paronként kommutélnak annak felel meg, hogy ez az N-dimenzids altér teljesen
izotrép. Az ilyen altereket Lagrange altereknek nevezik.

Az N-qubit |G) gréf dllapotokat definidlé S stabilizatorok tehdt Lagrange al-
tereknek felelnek meg. A stabilizatorok tere az ilyen Lagrange alterek tere, melyet
a matematikdban az LGr(2N, N) Lagrange féle Grassmann sokasagnak neveznek.
Az irodalomban ismeretes, hogy a Lagrange altereket egy megfeleld csoport hatés
palyaiként osztdlyozhatjuk. (N = 2, 3, 4-re ldsd a Bremner és Stavrou arXiv:1112.0298
munkadjat felhaszndl6 arXiv:1311.2408 dolgozat 1. 2. és 3. tablazatét). Vizsgaltdk-e
az irodalomban szérvanyosan fellelhetd graf allapotok osztalyozasanak problémaja,
és a Lagrange alterek ezen osztalyozédsdnak problémdja kozotti kapcsolatot?

A Szerzd éltal vizsgalt, a Bell egyenldtlenségekben megjelend specialis opera-
torok a Lagrange alterekben szerepld specidlis vektorok konfigurdcidinak felelnek
meg. Mi lehet a (9.2.22) megfigyelhetd mennyiségek szimplektikus geometriai je-
lentése? Elképzelhet6-e, hogy ez a Lagrange alteres kép a 9.3 fejezetben vizsgalt
kompozit Bell egyenl6tlenségek mélyebb megértését teszi lehetévé? Lat-e a Szer-
z8 kapcsolatot a fenti munkdkban felmeriil6 Lagrange alterek kiilonb6zd palyai
és a Bell egyenlGtlenségekkel detektdlhatd |G) Osszefonddott dllapotok osztdlyai
kozott?



A dolgozat j6l megfogalmazott, sajtéhibdktdl, pontatlansdgoktdl dltalaban mentes
munka. Néhany szemet szur6 sajtéhiba és apré pontatlansag:

Az 1.1.1 egyenletet kovet6 bekezdésben n helyett /V-et kellene haszndlni.

Az 1.1.4. egyenletben rossz a normalasi faktor.

A (3.3.32) korlat N novekedtével nem 1/4-hez, hanem 1/2-hez konvergal. Ezt
az 1/2-hez torténd konvergenciat a 3.2 dbra mar helyesen mutatja.

A 6.1.4. egyenlet utan az SU(d)-re vonatkozé fejtegetésben a k-val indexelt
exponencidlis alakok nem a k-val indexelt generatorokat adjak hanem az SU (d)-
nek a Hj operdtorokkal generdlt egyparaméteres részcsoportjait. A generdtorok
tehat inkdbb a paronként ortogonélis nyommentes Hj, operatorok.

A 6.2.8 egyenletben az N helyett N! kellene. Ugyanez mondhaté el a 6.2.13
egyenletrdl.

Osszefoglalva: a Szerzé munkdssdgdnak eredményeképpen, a gyakorlati alkal-
mazdsok szempontjabdl is hasznos esetekben lehetségessé valt azt eldonteni, hogy
egy allapot tobbrészrendszeres 0sszefonddottsdggal rendelkezik anélkiil, hogy ex-
ponencidlisan nvekvd szdmi eréforrst vezetnénk be. Igy a Szerz§ iltal vazolt
Uj médszerekkel kvantumrendszerek nemlokalis tulajdonsdgaira tudunk rdkérdezni
lokalis mérésekkel. A tovabbi kutatdsok szempontjabdl szdmomra kiilondsen a
permutécié invaridns tomografidval, €s a tobbrészrendszeres Osszefonddottsagot a
kvantum metrolégidval 0sszekoté eredmények tlinnek igéretesnek. Az ezzel kap-
csolatos két tézispont kiemelése mellett a mi tobbi tézispontjdban szerepld al-
litdsokat is Gj eredményeknek ismerem el. Irdsos kérdéseimre adott valaszoktdl
fliggetleniil az értekezést nyilvanos vitdra alkalmasnak tartom, és tdmogatom az
MTA doktora cim megadasat.

Budapest, 2020. janius 23.

Lévay Péter Pal

az MTA doktora



