Valaszok Lévay Péter opponensi véleményére

Szeretném megkoszonni Lévay Péter professzor urnak az értekezésem birdlatdval kapcsolatos gondos munkajat,
észrevételeit és értékes megjegyzéseit. A feltett kérdésekre az aldbbiakban véalaszolok.

1. Kérdés: Az 1.1.5 bekezdés utdn szerepld Dicke dllapot milyen mérték szerint a "legjobban dsszefonddott”?
Az Eq. (1.1.5) képletben a |m, N) szimmetrikus Dicke allapotok definicidja van megadva [1]
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ahol N a részecskeszdm, m az egyesek szdma, és a {P;} a spinek kiilonbozd permutécidit jeloli. Paros N-re, az
|N/2, N)-et szokés a legdsszefonédottabbnak mondani a kovetkezd okokbdl. Osszuk az N-qubites rendszert két N/2-
qubites részrendszerre. Ekkor van értelme beszélni a két részrendszer kozti Osszefonddottsagrol, ami egyszeri is
kiszdmitani, mivel a Dicke allapotok tiszta allapotok. Az egyik részrendszer redukélt stirliségmétrixara szamitott
entrépia a szokdsos mdédszer az Osszefonddottsdg mérésére, amely az |m, N) éallapotok kozil az m = N/2 esetén a
legnagyobb [1]. Hozzéteszem, hogy az Osszefonddottsdg az N/2 qubit vs. N/2 qubit felosztdsnal nagyobb Dicke
allapotok esetében, mint a t6bbi felosztdsnal, ahol a qubitek nem két egyenld csoportra vannak osztva [1].

A Biral6 kérdése alkalmat ad arra, hogy a Dicke allapotok &sszefonddottsdgaval kapcsolatban altaldnossagban
is probaljak megéllapitdsokat tenni. Ez nem egyszer(i, mivel a kéttest-Osszefondédottsdggal szemben a tobbtest-
Osszefonddottsdgra nincs egyértelmi mérdszam. Ezzel egyiitt szerintem lehet gy érvelni, hogy a Dicke allapot a
Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) allapotokhoz hasonléan dsszefonédottsdg szempontjdbdl kitiintetett helyzetben
van.

Egyrészt, nagy N-re, a biszepardlhaté (vagyis nem teljesen N-qubit dsszefonddott) dllapotokkal hiisége (fidelity) 1/2,
ami egyébként a lehetd legkisebb érték. Ez a kovetkezdképpen lathatd. A disszertaciéban szereplé Observation 4.2.1
azt bizonyitja, hogy biszeparalhat6 o allapotok kielégitik az
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egyenlStlenséget, és van olyan o biszepardlhaté éllapot, amelyre az egyenl8ség igaz az Eq. (2) egyenletben. Az Eq. (2)
alapjan, nagy N-re azt taldljuk, hogy Cx/o n =~ 1/2. Fontos ismét hangsiilyozni, hogy biszeparalhaté édllapotokra
vonatkozé hiiségnek 1/2 a lehetséges legkisebb értéke. A GHZ dllapotra is egy ilyen érték adédik [2], a mésik ismert
csoport a grafallapotok. Tehat azt mondhatjuk, hogy a Dicke allapotok a lehetd legmesszebb vannak a biszeparalhato,
vagyis nem teljesen Osszefonddott allapotoktdl. Ez annak a jele, hogy az allapot nagyon &sszefonédott. Tovabba,
lehet6vé teszi az igazi tobbtest Osszefonddottsig detekcidjat Dicke allapotok koriil a hiiség mérése alapjan, mivel egy
kisérlet esetén viszonylag sok zajt tolerdl az dllapot.

Masrészt, ha a Dicke dllapotot paraméterbecslésre hasznaljuk egy lineéris interferométerben, akkor a kvantum Fisher-
informéciéra a kovetkezd teljesiil

FQ[IN,N/2), i) = N(N +2)/2 3)

l = z,y, ami a Heisenberg skdlazasnak felel meg. Ez egy kortilbelil kettes faktorral kisebb mint a GHZ allapotra
kapott érték,

FQl|GHZ), J.] = N*. (4)
Viszont, ha a disszertdcié Eq. (8.3.15) egyenletében definidlt mennyiséget nézzik
avg; Folo, Ja] = 5(Folo. J.] + Folo, J,] + Fole, J2]), (5)

akkor mindkét esetben a maximalis

avgsFolo, 1] = 3N(N +2) (6



értéket kapjuk. Tehat ilyen értelemben a Dicke dllapot annyira jo metrolégiara, mint a GHZ allapot.

2. Kérdés: N-qubit rendszerekre a teljes dllapottomografidval kapcsolatosan létezik egy szép geometriai kép, mely
a Wootters féle diszkrét fazistéren alapul (Phys. Rev. A70, 062101 (2004)). Ez azzal van kapcsolatban, hogy
a kvantumdllapotot reprezentdls siriségmdtriz 4N — 1 = (2N — 1)(2N + 1) darab szabadsdgi fokdval kapcsolatos
4N — 1 nemtrividlis Pauli operdtort particiondlhatjuk 2 + 1 olyan halmazba, mely 2V — 1 kélesondsen kommutdlo
operdtorbol dll. Eqy régzitett halmazon belili Pauli operdtorok eldjeleinek alkalmas megudlasztdsdval mindig elérhetd,
hogy az egységoperdtorral egyiitt ezek a kélcsondsen kommutdld szettek egy 2N elembdl dllo stabilizdtor csoportot alkos-
sanak. FEzt a stabilizdator csoportot N darab, eldjel erejéig egyértelmd, Hermitikus Pauli operdtor generdlja. Nyilvdn
minden halmazra 2 darab lehetséges, kiilonbéz6 stabilizdtorokra vezetd, elbjelkiosztds van minden eldjelkiosztdsnak
megfelel eqy stabilizdlt dllapot. fgy minden kommutdld szettre a stabilizdlt dllapotokbdl egy 2N darab bdzisvektorbdl
allé bazist kapunk. Ezek az irodalombdl jol ismert MUB-ok (mutually unbiased bases), melyek az effektiv teljes
dllapottomogrdfiandl jdtszanak fontos szerepet (W. K. Wootters: arXiv:quant-ph/0306135). N-qubitot dbrdzolhatunk
a Gibbons-Hoffmann-Wootters fazistérben (Phys. Rev. A70, 062101 (2004)), melynek origdn dtmend sugarai pont
az effektiv teljes dllapottomogrdfidval kapcsolatos MUB irdnyoknak felelnek meg. Kérdésem, permutdcidsan invaridns
dllapot tomogrdfia esetén létezik-e a 6.2.8 alaku dllapotok vizsgdlatdra egy hasonldan szép geometriai kép? Lehet-e a
MUB-oknak valamiféle permutdciosan invaridns analogonjdt definidlni?

A permutaciésan invaridns tomografidban minden qubiten ugyanazt az operatort kell mérniink, mert ekkor minimalis
szédmu kiilonboz6 helyi mérést (local measurement setttings) kell végezziink. Ezeknek a mérési elrendezéseknek a
formdja, Eq. (6.2.15) szerint,

{Aj, A, ..., A}, (7)

ahol A; egy-qubites operator. Az Aj-ket gy vélasztjuk ki, hogy minél kisebb legyen a rekonstrudlt stirtiségmatrix
bizonytalansdga. Az A;-k eloszldsa a Bloch gdmbon igy egyenletesen latszik, lasd Figure 6.1(a) dbrét a disszertaciéban.
Az A;@N operatorok tipikusan nem kommutédlnak egymassal, ezért nehéz kommutal6 részcsoportokat talalni.

Ugyanakkor megengedhetjiik, hogy ne a minimélis szdmd kiilénb6zé helyi mérést (local measurement setttings)
végezzik. Ilyenkor, ha kétrész{i rendszer esetén lemérjiik (AB)-t, akkor le kell mérniink (BA)-t is, hogy megkapjuk a
(AB+ BA) /2 értékét. Akéar valtogathatjuk is az AB és BA sorrendet az egyes méréseknél, amiket azutdn dtlagolunk.
Itt meg kell jegyezni, hogy egy altalanos tobbtest korreldciénak N! permutacidja lehetséges. Ennél jéval kevesebbet
mériink egy varhatd értékhez nagy N-re. Masrészt, konnyebb ugyanazt mérni sokszor, mint a mért mennyiséget
valtogatni.

A MUB-ok alapjan végzett tomogréfia eltér ezektdl az Otletektsl. Példdul, Ref. [3] bemutat konkrét MUB kon-
strukcidkat két- és hdrom qubitre. A bazisok egy része szorzat-bézis, a tobbi 6sszefonddott bazis, mig a mi munkankban
csak szorzatbazisokkal foglalkoztunk. Az Gsszefonédott bazisban valé mérés kisérletileg jéval nehezebb. Talan ebben
az esetben is figyelembe lehetne venni azt, hogy csak a permutédciésan invarians allapotot
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szeretnénk megkapni, és nem g-t. Ezt tudva kevesebbet kell mérni. Példdul a Fig. 1. dbra a Ref. [3] kozleményben
leirja a két-qubites esethez tartozé egyik lehetséges valasztdst az 5 operdtorhdrmasra. Nem kell a oy,07, 0500 és

0,,0%,0,05 harmasok bazisaban kiilon mérni. Felvaltva is lehet mérni, és az eredményeket dtlagolni, hasonléan az

Y
elébbi példahoz.

3. Kérdés: A dolgozatban a Szerzd, érthetd okokbdl, csak dllapot meghatdrozdsra (egydimenzids alterek) haszndlja a
stabilizator formalizmust. A hibajavite kédok elméletében azonban a stabilizator formalizmus kommutdlo generdtorai
magasabb dimenzids altereket hatdroznak meg. Ismeretes, hogy az 6sszefonddottsig fogalmdt alterekre is ki lehet
terjeszteni. Ldsd : M. Demianowicz és R. Agusiak: arXiv: 1907.12463, és az ott taldlhaté referencidk. Lehet-
e a stabilizdtor formalizmust ilyen dsszefonddott alterek detektdldsdra haszndlni? Létezik-e a Szerzd eredményeit
eziranyban dltaldnosité kutatds?

Ha N-qubitre N-nél kevesebb stabilizalé operatort adunk meg, akkor a tantoperator egy altér koriil detektél
osszefonddottsdgot. Egy ilyen helyzetet frunk le a Ref. [4] cikkiinkben a III. D. ”Witnesses for mixed states”
fejezetetben. Itt a kovetkezo tantoperatort targyaljuk

w=1-2zM0z _ x0xz6) (9)



ahol a harom-qubites rendszerben X (™ és Z(™ az n. qubiten haté Pauli méatrixokat jeloli. Az Eq. (9)-ban adott
tanuoperator detektdlja azt a tiszta allapotot, amelyre

(zWz)y = 41
<X(1)X(2)Z(3)> = +1
(Z2¥) = +1. (10)
Azt a tiszta dllapotot is detektdlja, amelyre
(zWz?)y = 41
<X(1)X(2)Z(3)> =41
(Zz®)y = —1. (11)

Emellett, Eq. (9)-ban adott tantoperator detektalja a fenti két tiszta allapot barmilyen szuperpoziciéjat. Tehat,
minden ezen altérben 1év6 allapotot dsszefondédottként detektal.

4. kérdés: A 4.8. fejezetben a Szerzd a Dicke dllapotokra vetités két olyan dekompozicidjdat adja meg, melyet a
kisérletekben is eredményesen haszndltak. Azt irja: gy tinik, nincsen olyan dekompozicid, mely ezt a trikkot kevesebb
mérésbedllitassal éri el. Létezik-e valamiféle bizonyitds erre a sejtésre?

A Dicke-allapot projektorara N = 6 qubitre 21 helyi mérés sziikséges, mig a N = 4 qubitre 9 helyi mérés sziikséges
az altalunk talalt dekompozicié szerint.

Az optimalis dekompozicié megtaldldsdra dltalénos médszer nem ismert, és a tenzor-rang meghatdrozdsa NP-teljes [5].
Fels6 hatar adhaté az optimalis dekompozicidhoz sziikséges helyi mérések (local measurement setting) szdméra. Ez a
hatar a permutacidsan invarians tomografidhoz sziikséges helyi mérések szama, amely Observation 6.2.2-ben szerepel

PI N +2
D§V>=( N ) (12)

Ez N = 6 qubitre, a Observation 6.2.2 alapjan, Dépl) = 28, N = 4 qubitre DZ(LPI) = 15. Ezek valéban nagyobbak, mint

a dekompozicidhoz sziikséges mérések szama.

Emellett, kétrészii rendszerekre a Schmidt dekompoziciét felhasznalva lehet egy tantoperatorrél bizonyitani, hogy a
dekompozicidja optimélis. Kis rendszerekre ismertek optimalis dekompozicidk tobbrészli rendszerekre, pl. a hidrom
qubites GHZ és W 4llapotokhoz tartozé projektorokra [6].

5. kérdés: A kvantummetroldgiai fejezetben a Szerzd az egy paraméteres becslés és a kvantumos dsszefonddottsdag kap-
csolatdt mutatja be. Ismeretes, hogy a Cramér-Rao egyenlétlenség t6bb paraméter esetén az informdciogeometria igen
érdekes témakorével van kapcsolatban. Ennek megfelelden elképzelhetd-e, hogy a Szerzé eredményeinek tobbparaméteres
dltalanositdsdval ezen paraméterterek Riemann geometridjainak és a megfeleld kvantumadllapotok osszefonodottsdg szer-
kezetének kapcsolatdra deril fény? Pontosan ez az dsszefiiggés bukkan fel az AdS/CFT megfelelés és a holografikus
osszefonodottsdg kapesdn is. Itt az AdS tér peremén él6 CFT kvantumdllapotok dsszefonddottsdga és a bulk Riemann
geometridja kozotti kapesolatrdl beszélhetink (az alapitletek egyszertd Gsszefoglaldsdt illetéen lisd: M. Raamsdonk:
arXiv:1609.00026). Vizsgdltdk-e a kvantummetroldgiai paraméterbecslések és a kvantumos osszefonddottsdg kapcso-
latat (diszkretizdlt) holografikus modellek (holografikus kddok) kontextusdban?

A Fisher informdcié metrika (1.2) elsé holografikus szdmitdsat elvégezték a Ref. [7]-ben a relativ entrépia masodrendi

......

(2.2)-es egyenlet expliciten mutatja, hogy a relativ entrépia masodik derivaltjaként kapjdk a Fisher informéciét. Ezt
a matematikdaban a Kubo-Mori-Bogoliubov kvantum Fisher-informaciénak hivjék [9, 10].

A szokésos kvantum Fisher informécid, amelyet a disszertacidéban is targyaltunk,

Folo. 4 =2y~ 2 (13
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azonban ettél kiilonbozik. Itt a slirtiségmatrix sajatfelbontasa
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A szokdsos kvantum Fisher informdcid, (13), és a hiiség (fidelity) kozti Osszefliggés a kovetkezd
Flo.00) =1~ 228 o), (15)
ahol oy az
05 = e~ A0 getiAl (16)
egyenletben van definidlva.

Fontos ezen kiviil, hogy a p) egy unitér dinamikdhoz tartozzon, ahol a Hamilton operator egyrészecskés men-
nyiségek Osszege. A szakirodalomban szokas linedris dinamikat is tekinteni, vagy olyan Hamilton-operatort is, amely
kolesonhatéast is tartalmaz. Ezeket a kérdéseket tisztazva, a fenti cikkek nagyon igéretesnek latszanak a kvantum-
metrolégiaban vald felhasznélasra.

A disszertaciéban szerepel egy tobbparaméteres metrolégiai probléméhoz tartozé sszefonddottsagi feltétel. Az Ob-
servation 8.3.1. szerint, olyan allapotokra, amelyek legfeljebb k-részecskés 6sszefonédottsagot tartalmaznak, az

5 (Falo J2] + Folo J,] + Folo, 1) < f(#) (1)

egyenlétlenség 4ll, ahol f(k) a k monoton fiiggvénye, és a disszertdcié (8.3.16)-as egyenlete adja meg. Ha egy allapot
sérti a fenti feltételt, akkor az legaldbb (k + 1)-részecskés Osszefonddottsigot tartalmaz. A disszertdciéban térgyalt
GHZ és Dicke allapotok a (17) feltételt maximadlisan sérté dllapotok. Az elsé esetben hdrom kvantum informécié tag
kézil Fglo, J.] = N mig Fglo, J.]| = Fglo, Jy] = N/2. A Dicke allapotra Fglo, J,| = Fglo, Jy] = N(N +2)/2 és
Folo, J.] = 0. Tehat a hdrom tag Osszege mindkét esetben N (N + 2) de a GHZ allapot kiilénésen j6 a J, Hamilton-
operator esetén, mig a Dicke allapot kiilonosen jé a J, és J, Hamilton-operdtor esetén.

6. kérdés: A 9. fejezetben a szerzd olyan Bell egyenlétlenségeket vezet le, melyek grdf dllapotok nem lokdlis tulag-
donsdgainak detektdldasra alkalmasak. Ezen egyenlétlenségek konstrudldsa a hibajavito kodok egy specidlis osztdlydnak
az dgynevezelt stabilizdtor kédoknak a formalizmusdn alapul. Legyen S az a stabilizdtor csoport mely a |G) N-qubit
grdf dllapotot stabilizdlja. Mivel S csak egy egy dimenzids alteret (sugarat) stabilizdl, ezért S egy olyan kommutativ
csoport melyet N egymdssal kolcsonosen kommutdld megfigyelhetd mennyiség generdl (Pauli mdtrizok tenzorszorzatai
egy eldjel lotydgéssel). S az egységoperdtort is beszdmitva 2N darab ilyen mennyiségbdl dll.

Ismeretes, hogy S egy alternativ leirdsa egy olyan 2N dimenzios Z-feletti vektortér segitségével is torténhet melyet
eqy szimplektikus formdval latunk el. Ez a Zo értékii szimplektikus forma azt kédolja, hogy a megfeleld megfigyelhetd
menynyiségpdrok kommutdlnak (0) vagy nem (1). Ebben a képben S generdtorai egy 0-kat és 1-eket tartalmazd, N x
2N -es mdtriz (az ugynevezett parity check matriz) sorait alkotjdk. Az N darab linedrisan figgetlen sor a 2N dimenzids
vektortérben egy N-dimenzids alteret ad. Az a tény hogy a megfigyelhetd mennyiségek pdronként kommutdlnak annak
felel meg, hogy ez az N-dimenzids altér teljesen izotrdp. Az ilyen altereket Lagrange altereknek nevezik.

Az N-qubit |G) grdf dllapotokat definidld S stabilizdtorok tehdt Lagrange altercknek felelnek meg. A stabilizdtorok
tere az ilyen Lagrange alterek tere, melyet a matematikdban az LGr(2N; N) Lagrange féle Grassmann sokasdgnak
neveznek. Az irodalomban ismeretes, hogy a Lagrange altereket eqy megfeleld csoport hatds palydiként osztdlyozhatjuk.
(N = 2;3;4-re ldsd a Bremner és Stavrou arXiv:1112.0298 munkdjdt felhaszndlé arXiv:1311.2408 dolgozat 1. 2. és
3. tabldzatdt). Vizsgdltdik-e az irodalomban szérvdanyosan fellelhetd grdf dllapotok osztdlyozdsdnak problémdja, és a
Lagrange alterek ezen osztdlyozasdanak problémdja kézotti kapcsolatot?

A Szerzd dltal vizsgdlt, a Bell egyenlétlenségekben megjelend specidlis operdtorok a Lagrange alterekben szerepld
specidlis vektorok konfigurdcidinak felelnek meg. Mi lehet a (9.2.22) megfigyelhetd mennyiségek szimplektikus geomet-
riai jelentése? Elképzelhetd-e, hogy ez a Lagrange alteres kép a 9.8 fejezetben vizsgdlt kompozit Bell egyenldtlenségek
mélyebb megértését teszi lehetévé? Ldt-e a Szerzd kapcsolatot a fenti munkdkban felmerild Lagrange alterek kilénbozd
pdlydi és a Bell egyenlétlenségekkel detektdlhatd |G) osszefonddott dllapotok osztdlyai kézott?



Nagyon szépen koszonom a referenciat. Nagyon érdekes, hogy az 1. 2. és 3. tablazatban szereplo, egy-egy palyanak
megfelel6, egymassal kommutdlé operatorok egy-egy graf allapotot hatdroznak meg. Pl.,

PG(2,2). = (XIX,IXX, Z27) (18)

a 3-qubites linedris klaszterdllapot stabilizalé operatorainak felelnek meg helyi unitér miiveletek utan és a 2.-3.qubit
cseréje utan, amelyeket a disszertaciéban

S =xWz3)
Sy = 2P x3)
EARD RACS (19)

alakban jeloltiink (1dsd a 3.1.2. fejezetet). Ez a médszer véleményem szerint nagyon jol felhasznédlhaté a graf dllapotok
osztalyozasara, de nem tudok réla, hogy ezt mas mar megtette volna.

Eddig kevés osztdlyozdsi prébédlkozds volt a grafallapotokra [11, 12]. Ezek a mddszerek f8leg azzal foglalkoztak, hogy
felrajzoltak adott qubit-szamra az Osszes lehetséges grafot, és megvizsgdaltak, hogy a grafokhoz tartozé grafallapotok
kozt mennyi ténylegesen kiilonb6z6 van. Ugyanis, kiillonb6z6 grafokhoz tartozé grafallapotok néhany esetben helyi
unitér transzformacidkkal egymésba alakithatéak. En eddig nem taldlkoztam az irodalomban olyan osztdlyozéssal,
amely a Biralé altal emlitett médszert hasznalta volna a Lagrange alterekre alapozva.

A dolgozat jol megfogalmazott, sajtohibdktol, pontatlansdgoktdl dltaldban mentes munka. Néhany szemet sziurd
sajtohiba és apro pontatlansdg:

Az 1.1.1 egyenletet kévetd bekezdésben n helyett N-et kellene haszndlni.

Az 1.1.4. egyenletben rossz a normdldsi faktor.

A (8.8.82) korldt N névekedtével nem 1/4-hez, hanem 1/2-hez konvergdl. Ezt az 1/2-hez térténd konvergencidt a 3.2
abra mdr helyesen mutatja.

A 6.1.4. egyenlet utdn az SU(d)-re vonatkozd fejtegetésben a k-val indexelt exponencidlis alakok nem a k-val indexelt
generdtorokat adjdk hanem az SU(d)- nek a Hy, operdtorokkal generdlt egyparaméteres részcsoportjait. A generdtorok
tehdt inkdbb a pdronként ortogondlis nyommentes Hy, operdtorok.

A 6.2.8 egyenletben az N helyett N! kellene. Ugyanez mondhatd el a 6.2.13 egyenletrdl.

Nagyon szépen koszonom a taldlt sajtohibakat. EIl fogom késziteni a disszertaciom egy 1j valtozatat, amelyet
elérhetové teszek a honlapomon.

Budapest, 2020. december 15. /D/M/\/ ’J,Q'LQV
O
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