dc_1634_19

Els6 rendi modszerek
sztochasztikus programozasi
alkalmazasairol

(On first-order methods in
stochastic programming)

MTA doktori értekezés tézisei

Fabian Csaba

Neumann Janos Egyetem, Kecskemét
2019.



dc_1634_19

1. Bevezetés

Ertekezésem sztochasztikus programozasi (SP) feladatok megoldé eljarasaival
foglalkozik. A SP feladatokban tipikusan el6fordul6 fiiggvények varhato érté-
ket, valosziniiséget, vagy valamely kockdzati mértéket tartalmaznak. A fiige-
vényértékek altaldban nem szamithatok pontosan, becslésiik is nagy adattomeg
feldolgozasat koveteli. Nagyon kiilonb6z6 feladatokra hasonlé eljarasok bizo-
nyultak hatékonynak: vagosikos eljarasok primél és dual forméban.

A tézisfiizet felépitése az értekezés felépitéséhez igazodik. A 2. részben
vagosikos eljardsokkal és kiterjesztéseikkel foglalkozom. A 3. részben vazolom,
hogy ezek miként alkalmazhaték kockazati mértékek kezelésére.

Az els6 dekompozicios eljarast a korabeli szamitogépek memoriakorlatainak
az athidalasara dolgozték ki. A mai szamitogépeken szinte korlatlanul all rendel-
kezésre memoria (teljes adatbazisok térolasat lehetévé téve). A dekompozicids
eljarasok azonban ma is hasznosak; ezt bizonyitjak a 4., az 5., és a 6. részekben
leirtak.

A kockazat mérésének és korlatozasidnak egyik legkorabbi és legszemlélete-
sebb eszkoze a valosziniiség (egy dontéshozénak altalaban nem sziikséges el-
magyardznunk az ’esély’ fogalmét). A valoszintséggel megfogalmazott dontési
probléméak megold6 eljarasai ma is a kutatas fokuszdban vannak. A 7. rész-
ben egy olyan szukcessziv kozelits eljarast vazolok valésziniliség-maximalizalési
feladatokra, amely duélis néz6pontbol egyszert vagosikos eljaras, de ilyen Gssze-
fiiggésben korabban nem hasznaltak. Kideriil, hogy ebben a kdrnyezetben ez az
eljaras jobban tiri a zajt, mint a klasszikus eljarasok.

A szimulacios eljarasok jelentGsége egyre novekszik, amint egyre bonyolul-
tabb feladatok megoldasara jelenik meg igény. A 8. részben egy véletlenitett
eljarast irok le nehezen szamithato fiiggvény minimalizalasara. Az eljaras a szto-
chasztikus gradiens moédszerekre hasonlit, azonban kiilonbozik téliik, mert a cél-
fliggvény modelljét épiti fel. A 9. részben ezt a véletlenitett eljarast alkalmazom
nehezen szamithaté korlatozo fiiggvény kezelésére. A 10. részben szimulacios
megkozelitésben térek vissza a valdszintség-maximalizalasi feladatra.

A legfontosabbnak tartott sajat eredményeket kovér délt bettvel szedem.

Az értekezés alapjat képezd cikkek a "http://www.fabiancsaba.hu/articles”
weblapon elérhetk, "reader” felhasznalonévvel és "w6v63B7TP" jelszdval.

2. Vagosikos eljarasok és kiterjesztéseik

Lemaréchal, Nemirovskii, és Nesterov (1995) regularizalt vagosikos eljarast dol-
goztak ki konvex célfiiggvény minimalizalasara, level modszer néven. Téagabb
értelemben bundle tipusd moédszernek tekinthetd, melyben a stabilitast szint-
halmazok biztositjak. A modszert az alabbi feladatra alkalmazva vazolom:

min () midén x € X, (1)

ahol X C IR"™ korlatos konvex poliéder D atmérével, és ¢ : IR™ — IR konvex
fliggvény, amely Lipschitz-folytonos A konstanssal. A moddszer éaltal az i-edik
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lépésig talalt probapontokat (iterates) jeldlje xq,...,x;. Egy kutfének (oracle)
nevezett eljards ezen pontokban a célfiiggvény egy-egy érintGjét szolgaltatja.
Ezen érintGknek megfelels linearis fliggvények fels6 burkoldja adja a célfiiggvény
vagosikos modelljét, jelolje ezt o;(x). Az (1) feladat optimumaéra felss illetve
als6 korlatot jelentenek az alabbi mennyiségek:

b; = Join, p(x;) illetve ¢ = o pi(x). (2)

A modell pontossagét a A; = ¢, — ¢, rés (gap) méri. Rogzitett 0 < A <1 (level
paraméter) mellett tekintsiik a modell-fiiggvény alabbi szinthalmazat:

Xi:{:ceX|<pi(w)§g.+/\Ai}. (3)

A kovetkezd probapontot egy konvex kvadratikus programozési feladat megol-
désa adja:
: 2
i1 = — x| 4
Tiy1 = arg min |z — x| (4)

A level modszer konvergencidjaval kapcsolatban Lemaréchal et al az alabbi té-
telt bizonyitottak. Legyen € > 0 el6irt tolerancia. A rés e ala csokkentéséhez

elegendé
AD\?
c () (5)
€

lépés, ahol a ¢ konstans csak a A paramétertdl fiigg.
A level modszer meglepden jo tapasztalati hatékonysagot mutat: n dimen-
zi6s feladat e pontossaggal valé megoldésahoz legfeljebb

nin (‘E/) (©6)

lépés sziikséges, ahol V = maxyx ¢ — minx ¢ a feladatra jellemz6 konstans.

Lemaréchal és szerz6tarsai az eljarast kiterjesztették korlatozott konvex prog-
ramozasra is, korlatos level modszer néven. A korlatos feladatot az alabbi for-
maéaban vizsgaljak:

minp(x) midén x € X, ¢¥(x) <0, (7)

ahol X illetve ¢ ugyanazokat a feltételeket teljesitik, mint az (1) feladatban.
A korlatozo fiiggvény ¢ : IR™ — IR szintén Lipschitz-folytonos A konstanssal.
Feltessziik, hogy ¢(x) felvesz mind pozitiv, mind 0 értéket. A korlatos feladat
optimumat ¢ fogja jelolni.

A korlatos level modszer primal-duél eljaras, amely a (korlat nélkiili) le-
vel modszer futamaibol all. Jelolje ¢;(x) illetve ¢;(x) a célfiiggvény illetve a
korlatozo fiiggvény vagosikos modelljét az i-edik 1épésben. A modell-feladat

min¢;(x) midén x € X, ¥;(x) < 0. (8)
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Jelolje @, a modell-feladat optimumat, és definidljuk a h; : IR — IR dualis
modell-fiiggvényt igy:

hi(e) = min, { alp(z;) — 2;) + (1 — a)o(;) }. (9)
Dualitasi meggondolas mutatja, hogy a modellek pontossaga a max,eo,1) 2i(c)
mennyiséggel becsiilhetd. Utobbi mennyiség viszont becsiilhetd h;(«;) megfelels
konstans-szoroséval, ahol o; € [0, 1] alkalmasan vélasztott duélis probapont. Ezt
a dudlis probapontot az alabbi szabaly hatérozza meg. Jelolje I; C [0, 1] azt az
intervallumot, mely f6l6tt h;(«) nemnegativ. Legyen tovabba I; C I; olyan
intervallum, amely I; szimmetrikusan helyezkedik el I;-ben, és |I;] = (1 — p)| L]
valamely 0 < u < 1 konstanssal. A fenti objektumokkal a duélis prébapont igy
adodik:

[e 7y hai > 1és ;-1 € fl,

az I; intervallum kozéppontja, kiilonben.

A korlatos level médszer konvergencidjaval kapcsolatban Lemaréchal et al az
alabbi a tételt bizonyitottdk: e—megengedett e—optimalis megoldas megtalala-

sdhoz elegendd
2
. <2AD) I (QAD) (11)
€ €

lépés, ahol a ¢ konstans csak a médszer paramétereitsl fligg.

Van ugy, hogy a célfiiggvényhez vagy a korlatozé fiiggvényhez nem lehetsé-
ges vagy nem praktikus pontos érint6t szerkeszteni. (Ez SP feladatok esetén
jellemzden eléfordul.) Ilyenkor kozelits tamaszfiiggvényekkel dolgozunk. Adott
& probapont és & > 0 tiirés esetén a katfs egy {(x) lineéris fiiggvényt ad, melyre

U(x) < o(x) (xeR™) és L&) > (@) — 0. (12)

A klasszikus bundle modszernek Kiwiel (1985) dolgozta ki egy kozelits val-
tozatat. Minden lépésben becsli, hogy az 0j probapont mennyivel lehet jobb a
legjobb ismert megoldésnél. Az j pontban elirand6 pontossédgot ez a becslés
szabalyozza; ha a kurrens tolerancia nagy a becsiilt javulashoz képest, akkor a
toleranciat felezi.

A level modszernek és a korlatos level modszernek kozelit6 valtozatat dol-
goztam ki. Ezeket a Fabian (2000) cikkben publikiltam. (A korlatozas nélkiili
eljaras kidolgozasa megel6zte a PhD fokozatom megszerzését.) A kozelits level
modszerben a pontossagot a A; rés alapjan szabalyozom. Egy tGjonnan talalt
;11 probapontban §;41 = vA; pontossigot irunk els, ahol v konstans, melyre
0 <7 < (1-X)2. A legjobb ismert felss korlat ennek megfelelsen igy szamithato:

¢ = min {p(x;) +5;}. (13)

Ez az eljaras a pontossagot hatékonyabban szabélyozza, mint a kordbbi kozelits
vagosikos és regularizalt modszerek. Az (5) konvergencia-tételt kiterjesztettem
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a kozelit6 modszerre. Késébb kideriilt, hogy a (6) tapasztalati hatékonysag
oroklsdik a kozelité modszerre. Ezt a Fabian és Szoke (2007) és a Wolf et al
(2014) cikkekben ismertetett szamitasi eredmények tamasztjak ala.

A korléatos level modszer kozelit valtozata a kozelits level modszer futama-
ibol all. A (11) konvergencia-tételt kiterjesztettem a kozelité modszerre. Tudo-
masom szerint a kozelité korlatos level modszer az elsé bundle-tipustu korlatos
optimalizélasi eljaras, amely inegzakt adatokkal dolgozik.

Kiwiel (2009) 1j elvet dolgozott ki a pontosség szabélyozasara a klasszikus
bundle moédszerhez, amelyet 'partially inexact’ médszernek nevez. Ha a kur-
rens probaponthoz tartozé fliggvényérték szamitdsa kozben kideriil, hogy ez a
fliggvényérték nem lehet jobb, mint a minimumra eddig ismert legjobb fels6
becslésiink, akkor a kurrens pontban nem érdemes pontosan szamolni. (Pusz-
tan olyan vagosik elegendd, amely tanusitja, hogy nem lehet javitani.) Adott
& probapont és ¢ kiiszobérték esetén a kutfotsl egy £(x) < o(x) (x € R™)
linearis fiiggvényt varunk, amelyre

(&) > ¢ vagy U&)= () (14)

teljestil.

’On-demand accuracy’ néven de Oliveira és Sagastizdbal (2014) kozos alta-
lanositasat dolgozta ki a Fabian (2000) cikkben leirt kozelitd level modszernek
és Kiwiel (2009) részben inegzakt bundle modszerének. A de Oliveira és Sagas-
tizabal cikk elnyerte a 2014. évi Broyden dijat, melyet évente itélnek oda az
Optimization Methods and Software folydiratban megjelent legjobb cikknek.

Az ’on-demand accuracy’ megkozelitést kiterjesztettem korldtos op-
timalizdldst feladatokra. Tovdbbd ennek a megkozelitésnek specidlis
formadgdt dolgoztam ki, amelyik kiilonosen alkalmas kétlépcsés szto-
chasztikus programozdsi feladatok megolddsdra (aldbb vdzolom az 1.
Algoritmus alatt). Ezeket az eredményeket a Fdbidan, Wolf, Kober-
stein, és Suhl (2015) cikkben publikdltuk. — Cikkiinkben a ’partly asymp-
totically exact’ elnevezést hasznéltuk. A terminoldgia egyszertisitése végett
disszertaciomban a ’partially inexact’ elnevezést haszndlom, amelyet a jelen tézi-
sekben a 'részben inegzakt’ kifejezéssel forditok. Utobbi elnevezés tsszhangban

El6szor a korlatozas nélkiili eljarast vazolom. (A disszertacioban Algorithm
8 és Specification 9 alatt szerepel.) Az i-edik iteraciot lényegesnek nevezem, ha
a megfelels probapontban elSirt kiiszobérték elérhetd volt. Ilyenkor a megfelelé
vagosikot ¢; tiréssel szerkesztjik, azaz l;(x;) > o(x;) — J; teljesil. Az i-edik
iteracio végén a lényeges indexek halmazat J; C {1,...,i} jeloli.

1. Algoritmus. Részben inegzakt level mdodszer.

1.0 Paraméterek.
Megéllasi tiirés: € > 0.
Level paraméter: A (0 < X\ < 1).
Vagosikok pontossagat szabédlyozo paraméter: -,
melyre 0 < v < (1 — \)? kell teljesiiljon.
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1.1 Bundle inicializalds.
Legyen i = 1 (iteraci6-szamlalo).

Legyen x; € X egy alkalmas kezd&pont.

Legyen l1(x) a célfliggvényhez x1-ben szerkesztett linearis tamaszfv, és
legyen 41 = 0.

Legyen J; = {1}
— a kezd§ indexet lényegesnek tekintjiik, mert I3 (x1) > ¢(a1) — 01 teljesiil.

1.2 Modell-fiiggvény és optimalitdsi ellendrzés.
Legyen ¢,;(x) = max l;(x) (vagosikos modell-fiiggvény).
<j<i

Legyenek ¢, = min ¢, (@), & ¢; = min {1;(x;) +0;}

ArésAi:qﬁi—(b.

Ha A; < € akkor kzé')zel—optimélis megoldast talaltunk, stop.

1.3 Uj prébapont keresése.
Legyen X; = {a: € X |pi(x) < Qz + )\Ai},
¢ lx; 1 = i — x|
¢s ezzel x;11 = arg min lle — ;]|

1.4 Bundle frissités.
Legyen d;41 = vA;.

A kuatfének atadandoé paraméterek:

- a jelen probapont x; 41,

- a tlirés 0,41, €5

- a kiiszobérték ¢z’ — 51'_;'_1.

Legyen I;11(x) a katfs altal adott linearis fiiggvény.

Ha a kiiszobérték elérhetd volt, akkor legyen ;11 = J; U {i + 1},
kiilénben J;1+1 = J;.

Léptessiik az i szamlélot, és ismételjik az 1.2 1épéstdl.
2. Specifikacié. Kitfé (oracle) az 1. Algoritmushoz.

Input paraméterek
Z : jelen probapont,
5« tiires, és
& : kiiszobértek.

A katfs egy ¢(x) linearis fiiggvényt ad, amely az alabbi feltételeket teljesiti
Ux) < p(x) (zeIR"), IVl < A (paraméterektd] fiiggetlen korlat),

és ezeken felil
vagy {(&) > ¢, tantsitva, hogy a kiiszobérték nem elérhetd;
vagy L(&) < ¢, ésekkor £(&) > p(&) — I kell teljesiiljon.
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Ennek a valtozatnak a kiilonlegessége, hogy a kiiszob ilyen formaban irhaté eld:

kpi(xiv1) + (1 — K)o, (15)

ahol k = 725. (A A és v paraméterekre a fenti 1.0 lépésben el6irt foltételekbdl
rogton latszik, hogy 0 < k < 1.) A disszertacioban Proposition 11 alatt mon-
dom ki és bizonyitom a fenti kiiszobérték alkalmassigat. Alkalmassag itt azt
jelenti, hogy a kiiszobérték (15) valasztasa mellett az (5) hatékonysagi becslés

kiterjeszthetS a részben inegzakt level modszerre. Azaz a rés e ald csokkenté-
AD

séhez elegend§ c (?)2 lépés, ahol a c konstans csak a A és v paraméterektsl

fiigg.

A kiiszobérték (15) formaban valo felirasanak a kétlépesGs sztochasztikus
programozasi feladat megoldéasanal lesz jelent&sége. A Wolf et al (2014) cikkben
ismertetett kisérleti eredmények azt mutatjak, hogy a modszer 6rokli a level
mobdszer (6) tapasztalati hatékonysagat.

Most az ’on-demand accuracy’ megkozelitésnek a korlatos konvex programo-
zasi feladatokra valo kiterjesztését vézolom. Jeldlje [;(x) illetve I’ (z) a j-edik
iteracio soran a célfiiggvényhez illetve a korlatozo fliggvényhez szerkesztett ko-
zelit§ tamasz-fiiggvényeket. Itt is megkiilonboztetiink lényeges indexeket, mint
a korlatozas nélkiili esetben. Jelolje J; C {1,...,i} alényeges indexek halmazat
az i-edik iteracidig. j € J; esetén lj(x;) + 9; > w(x;) és Uj(x;) + 05 > Y(x))
teljesiil, az eljards soran definidlt J; tolerancidval. A dudlis modell-fliggvényt
ezekkel igy definidlom:

hi()) = min { allj(z)) — @) + (1 - a)lj(x;) +3; }. (16)

Alabb vazolom a korldtos modszert (a disszertacioban Algorithm 13 és Specifi-
cation 14 alatt ismertetem).

3. Algoritmus. Részben inegzakt korldtos level maddszer.

3.0 Paraméterek.
Megallasi ttirés: € > 0.
Level paraméter: A (0 < A < 1).
Dualis probapontok meghatarozasara szolgalé paraméter: p (0 < p < 1).
Vagosikok pontossagat szabélyoz6 paraméter: -,
melyre 0 < v < (1 — \)? kell teljesiiljon.

3.1 Bundle inicializdlas.
Legyen i = 1 (iteracio-szamlalo).
Legyen x; € X egy alkalmas kezd&pont.

Legyen [1 () illetve I} (x) a célfiiggvényhez illetve a korlatozo fiiggvényhez
x1-ben szerkesztett linearis tamaszfiiggvény, és legyen §; = 0.

Legyen J; = {1} — a kezds indexet lényegesnek tekintjiik,

mert ll(iL‘l) > <p(a:1) — (51 és lll(iL'l) > w(wl) — (51 teljesiil.
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3.2 Modellek és optimalitdsi ellendrzés.
Legyenek ¢; () illetve ;(x)
a célfiiggvény illetve a korlatozoé fiiggvény vagosikos modelljei.

Legyen ®, a (8) modell-feladat minimuma.

Legyen h;(a) a dualis modell-fiiggvény (16) szerint.

Ha rn[%xl] hi(a) < e, akkor kézel-optiméalis megoldast talaltunk, stop.
ac|0,

3.8 A dudlis prébapont bedllitdsa.
Jelolje I; C [0, 1] azt az intervallumot, mely f6l6tt h;(«) nemnegativ.
Legyen I,cr olyan intervallum, .
amely szimmetrikusan helyezkedik el I;-ben, és |I;| = (1 — p)|L;].
a; beallitasa a (10) szabaly szerint torténik.
3.4 Uj primdl prébapont keresése.
Legyen ¢, = a;®; és ¢; = a;®; + hy(v;).
X, = { reX ‘ aipi(x) + (1 — a)pi(x) < &, + Ahi(a) } szinthalmazzal

legyen x;.1 = argarjréi)r(l_ |z — ;]|

3.5 Bundle frissités.
Legyen 6,11 = vh; ().
A kutfének dtadando paraméterek:
- a jelen probapont x; 1 és
- duélis prébapont «;,
- a tlirés d;41, és
- a kiiszobérték ¢, — d;41.
Legyenek [;1(x) és I;,,(x) a katfs altal adott lineéris fiiggvények.

Ha a kiiszobérték elérhets volt, akkor legyen ;11 = J; U {i + 1},
kiilénben J;41 = J;.

Léptessiik az i szamlalot, és ismételjiikk az 3.2 1épéstsl.
4. Specifikacié. Kutfd (oracle) a 8. Algoritmushoz.

Input paraméterek
Z : jelen probapont és
& : duélis prébapont,
5 tirés, és
& : kiiszobertek.

A kutfs {(x) és ¢'(x) linearis fiiggvényeket ad,
amelyek az alabbi feltételeket teljesitik

Uz) <p(x), V'(x) <p(x) (®eX), [V, VI <A, &
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vagy al(@) + (1 —a)l'(z) > ¢,
tanusitva, hogy a kiiszobérték nem elérhetd,
vagy &l(&) + (1 — &)l (&) < ¢, és ekkor
&) > o(&) — 6 és (&) > (@) — 6 kell teljesiiljon.

A fenti modszerre kiterjesztettem a (11) konvergencia-tételt. (A kiterjesztett
tételt a disszertacioban Theorem 15 alatt mondom ki és bizonyitom.)

A modszert kockézatkeriils (risk-averse) kétlépcs6s sztochasztikus programo-
zasi feladatok megoldéaséara hasznéaltuk. A Wolf et al (2014) cikkben ismertetett
kisérleti eredmények azt mutatjak, hogy a moédszer lényegesen hatékonyabb az
elméleti konvergencia-eredménynél.

3. Vagoésikos eljarasok kockazatkeriild feladatokra

Ezekben a feladatokban a kockazatot mérjiik, és a kockdzati mértékre korlatokat
irunk el§. (A tovabbiakban felteszem, hogy a szerepld véletlen mennyiségek
mérhetGek egy alkalmas mértéktérben, és a varhato értékek léteznek.) Legyen R
véletlen hozam. Rogzitett ¢ € IR cél-hozamhoz képest a varhato6 hidny (Expected
Shortfall) ES;(R) = E ([t — R]+) lesz. Ezen mérték matematikai vizsgalatat
Klein Haneveld (1986) végezte el. Legyen most Q@ = —R véletlen veszteség, és
(1 — B) adott konfidencia-szint, ahol 0 < 8 < 1. A feltételes kockaztatott érték
(Conditional Value-at-Risk), CVaRg(Q) azt mutatja, hogy az esetek legrosszabb
B - 100%-éra szoritkozva, mennyi a veszteség feltételes varhato értéke. Ezen
mérték matematikai vizsgalatat Rockafellar és Uryasev (2000, 2002) és Pflug
(2000) végezték el. Rockafellar és Uryasev (2000) és Ogryczak és Ruszczynski
(2002) megmutattak, hogy adott R véletlen hozam esetén a ¢t — ES;(R) és a
B — —p CVaRg(—R) fiiggvények konvex konjugaltak.

Optimalizalasi feladatokban a hozam valamely dontés fiiggvénye, azaz R =
R(x). Klein Haneveld és Van der Vlerk (2006) illetve Kiinzi-Bay és Mayer (2006)
hatékony vagosikos eljardsokat dolgoztak ki az ES illetve a CVaR mértékek
optimalizalasi feladatokban val6 kezelésére.

Az ES és CVaR mértékek kozott fennéllo konvex konjugdltsagi viszonyt
diszkrét véges eloszlas esetén lineéris programozasi dualitési viszonyra egyszeri-
sitve fogalmaztam meg a Fabian (2008) cikkben. Ez a feliras egy duélis megoldd
eljarasnak is alapjaul szolgalt, melyet a Fabian és Veszprémi (2008) cikkben
ismertettiink. A CVaR mértéknek a Fabidn (2008) cikkben megfogalmazott
alakja késébb kiilonosen hasznosnak bizonyult kétlépcsds kockazatkeriils felada-
tok megoldasaban, errdl a jelen tézisek 6. részében szamolok be. Egyforma
valosziniiségi forgatokonyvek esetén ez a CVaR feliras a Kiinzi-Bay és Mayer
(2006) vagosikos modelljének egy kiilonos valtozatét eredményezi, amely szto-
chasztikus dominancia kezelésében bizonyult hatékonynak.

A sztochasztikus dominancia véletlen mennyiségek kozotti relécio, kdzgazda-
szok az 1960-as évektdl hasznaljak. A mésodrendi sztochasztikus dominancia
(Second-order Stochastic Dominance, SSD) racionélis és kockazatkerils befek-
tet6k altalanos preferenciait irja le. Ezen relaci6 és az ES illetve CVaR mérté-
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kek kozotti kapcsolatot Whitmore és Findlay (1978) illetve Ogryczak és Rusz-
czynski (2002) tisztazta. SSD korlatokat sztochasztikus programozési feladatok-
ban Dentcheva és Ruszczyniski (2003, 2006) alkalmaztak el¢szor. Roman et al
(2006) dominancia-mértéket definialtak, és ezzel fogalmaztak meg maximaliza-
lasi feladatot. Dontéstamogato rendszerekben, kiilondsen pénziigyi teriileten,
azota is kiterjedten alkalmaznak sztochasztikus dominanciara (fleg SSD) épiils
modelleket, és a sztochasztikus dominancia tovabbfejlesztett valtozatai maig a
kutatés el6terében vannak.

A gyakorlatban véges diszkrét eloszlasok mellett szokték az ad6dé optima-
lizalasi feladatokat megoldani. Az els§ megoldd eljarasok nagyméretd determi-
nisztikus optimalizalasi feladatta alakitottdk a SSD relaciot tartalmazod szto-
chasztikus programozasi feladatot. Ennek mérete a szcenariok szamaval ara-
nyos, igy sok szcenérié esetén jelentGs erdfeszitést kivan.

A Brunel Egyetem CARISMA kutatocsoportjaval hatékony eljarasokat dol-
goztunk ki gyakorlati alkalmazasokban felmeriils feladatok megoldasara. Vidga-
stkos eljdrdst dolgoztam ki SSD korldtos feladatok megolddsdra, amely
a Fdbian (2008) cikkben kidolgozott CVaR-reprezentdciot haszndlja.
Az eljardst a Fdbidn, Mitra, és Roman (2011a) cikkben kézoltik, €és
szerzotdrsaimmal implementdltuk. Dramai hatékonysag-novekedést ered-
ményezett: oOrdk helyett masodpercek alatt oldottuk meg a tesztfeladatokat,
illetve addig kezelhetetlen problémak megoldhatéva valtak. Rudolf és Rusz-
czynski (2008) cikkiikben szintén vagosikos eljarast dolgoztak ki SSD korlatok
kezelésére. A tudomanyos kozvélemény elfogadja, hogy a mi eredményiink fiig-
getlen (kutatasi jelentés forméjaban mi is 2008-ban publikaltuk).

A projekt sorén kidolgozott eljarasokat tarsszerzéim beépitették az OptiRisk
Systems altal fejlesztett pénziigyi elemz6 eszkozokbe. — Az OptiRisk informati-
kai tarsasag, amely optimalizald és kockazatkezelést tamogatd szoftverek fejlesz-
tésére specializdlédott, és a Brunel Egyetem kutatasi eredményeit hasznositja
az lizleti (f6leg pénziigyi) szféraban; http://www.optirisk-systems.com.

A Fabian et al (2011a) cikkben leirt eljarasokat fejlesztették tovabb Sun et al
(2013) és Khemchandani et al (2016).

A Fdbidn, Mitra, Roman, és Zverovich (2011b) cikkben javitott
vdltozatdt dolgoztam ki a Roman et al (2006) dltal definidlt domi-
nancia-mertéknek. Out-of-sample vizsgdlatokban kitint az uj modell
stabilitdsa. Az 1j dominancia-mérték egyszeriien leirhaté: adott R és R’ vélet-
len hozamok mellett azt méri, hogy mekkora az a legnagyobb p pénzosszeg (koc-
kazatmentes hozam), amelyre R dominélja az (R’ + p) egylittes hozamot, azaz
R =, R + p fennall. Legyen R’ rogzitett (benchmark) hozam, és R = R(x)
a dontési valtozo fliggvénye. Tekintsiik dominancia mértéket, mint a dontési
valtozo fliggvényét:

max {p € R| R(z) =45, B +p}. (17)

A Fabian et al (2011b) cikkben hatékony vagosikos eljarast dolgoztam ki a fenti
dominancia mérték maximalizalasara. Az eljarast szerzGtarsaimmal implemen-
taltuk, és portfolio-optimalizalasi feladatokon teszteltiik. Tovabbi vizsgéalatok
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eredményeirdl szamoltunk be a Fabian et al (2011c) koényv-fejezetben. A vizs-
galt idGszak itt mar tartalmazta a 2007-2008 éveket, igy hozam-adataink szorasa
joval nagyobb volt. Az 4j modell alapjan kapott portfoliok lényegesen jobbaknak
bizonyultak a Roman et al (2006) eredeti modellje alapjan kapottaknal.

Szerz6tarsaim az tj modellre épiils indexalasi eljarast dolgoztak ki, amelyet
sikerrel alkalmaztak. (Indexélas a pénziigyi zsargonban olyan részvény-portfolio
Osszeéllitasat jelenti, melynek hozama a t6zsde-indexét feliilmulja.) A Roman
et al (2013) és Valle et al (2017) cikkekben ismertetett esettanulmanyok az uj
modell stabilitdsat mutatjak.

4. Dekompozicids eljarasok
kétlépcsos SP feladatokra

Ezekben a sztochasztikus programozési feladatokban a dontéseket két 1épcsében
hozzak meg, és a két lépcsé kozott valamely véletlen esemény zajlik le. Az
els6 lépcsé dontésének meghozatalakor a véletlen esemény kimenetele még nem
ismert. Pld. az elsé 1épcsé dontése vonatkozhat valamely létrehozandé rendszer
bizonyos paramétereire, a masodik 1épcsé dontése pedig a rendszer kiillénbo6zé
(véletlenszerten valtozo) koriilmények kozott valo tizemeltetésére. A cél koltség-
minimalizalas, melyben a rendszer létrehozasihoz sziikséges befektetést és a
hosszatavu lizemeltetés koltségét szokas figyelembe venni.

Az els6 lépes6 dontési valtozoit jelolje € IR™, a megengedett tartoméany
X C IR™ legyen nemiires, korlatos konvex poliéder. Felteszem, hogy a véletlen
eseménynek véges sok kimenetele lehet; a forgatokonyvek (szcenariok) szamat
jelolje S, ezek koziil az s-edik bekovetkezésének az esélyét jelolje ps.

Tegyiik fel, hogy az els 1épcsd « dontését meghoztuk, és az s-edik forgato-
kényv valosult meg. A maésodik lépcss y dontését egy alkalmas Rs(x) mate-
matikai programozasi feladat optimélis megoldasa alapjan hozzuk meg. Most
felteszem, hogy R(x) linearis programorzasi feladat, amelyben x a jobboldali
vektorra van hatassal. Felteszem tovabbé, hogy ennek a masodik 1épcsé fel-
adatnak barmely x € X és s = 1,..., 5 esetén van optimalis megoldésa. Jelolje
gs(x) a megfelels optimumot. A ¢s: X - IR (s=1,...,5) fliggvényeket potld
fiiggvényeknek (recourse function) fogom nevezni.

Az els6 1épcest feladatanak klasszikus alakja

S
min ¢z + Zps ¢s(x) midén x € X, (18)

s=1

ahol ¢ adott koltség-vektor. A célfiiggvényben szerepls varhato érték fiiggvényre
bevezetjik a g(x) = Zsszlps gs(x) jelolest. Ezt a ¢ : X — IR fliggvényt a
varhato potlas fliggvényének (expected recourse function) fogom nevezni.

A kétlépcesss sztochasztikus programozési feladat felirhato egyetlen linea-
ris programozasi feladatként. Ez az ekvivalens LP feladat jellegzetes blokk-
szerkezeti, az egyes forgatokonyvekhez tartozéd részfeladatokat az els§ 1épcsé
valtozdi fogjak Ossze.

10
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Az els6 megoldo eljarast Dantzig és Madansky (1961) dolgoztak ki, a Dantzig-
Wolfe (1960) dekompoziciot alkalmazva az ekvivalens LP feladat dudlisara. Ez
a megkozelités felfoghato olyan vagosikos eljarasnak, ahol mindegyik g, (x) potlo
fiiggvénynek kiilon g, (x) modelljét épitjiik fol. Ezek sulyozott Osszege, a q(x) =
Ele ps §s () fliggveény, a varhato potlas fiiggvényének vagosikos modelljét adja.
Ezt aggregalatlan modellfiiggvénynek nevezziik.

Van Slyke és Wets (1969) 'L-shaped’ modszere kozvetleniil a varhato potlas
fiiggvényének épiti fel vagosikos modelljét. Ezt az f(ac) fliggvényt aggregalt
modellfiiggvénynek nevezziik. Ez a megkozelités felfoghaté tgy, mint a Benders
(1962) dekompozicionak az ekvivalens LP feladathoz torténd adaptalasa. (Az
"L-shaped’ modszer specialitdsa az aggregalasban rejlik.)

Az aggregalatlan és az aggregalt modellfiiggvény kozott a q(x) > f(w) (x €
X) relacio all fenn, vagyis az aggregalatlan modell jobban koézeliti a varhato
potlas fiiggvényét. Ennek ara azonban, hogy az aggregalatlan master feladat
nagyobb, mint az aggregalatlan.

A vagosikos eljarasok soran folmeriil6 numerikus nehézségek orvoslasara Rusz-
czynski (1986) bundle tipust regularizaciét adaptélt az aggregalatlan modell-
fliggvényhez, ‘regularized decomposition’ néven.

Sztochasztikus programozasi keretben egy-egy vagas megkonstruélasa jelen-
t6s erdfeszitést kivan, mivel meg kell oldani a masodik 1épcsé megfelels felada-
tait. Ezen ercfeszités csokkentésére Zakeri, Philpott, és Ryan (2000) kozelits
eljarast dolgoztak ki: el6re definidlnak egy T; \, 0 szdmsorozatot, és az i-dik
iteracioban a masodik lépcsss feladatokat T; megallési toleranciaval oldjék meg.

A Fdbidn és Széke (2007) cikkben az aggregdlt modellhez dolgoz-
tam ki dekompozicios eljardst, ’level dekompzicié’ néven. Ez egyide-
jileg biztositja a numerikus stabilitdst, és egyensilyba hozza az elsé és
a mdsodik lépcsé szdamitdsi erdfeszitéseit. A level decompozicos séméba
az eloszlas szukcessziv kozelitését is integraltam; a megkdvetelt pontossdgot a
Fabian (2000) cikkben bevezetett kozelitd level modszer szabélyozza. Ez ha-
tékonyabb megkozelités a tradiciondlis eloszlas-kozelitd eljarasoknal, amelyek
a pontossagot heurisztikusan szabalyozzak. Tarsszerzémmel (akkori doktoran-
dusz hallgatommal) egy hasznalhaté megold6 programcsomagot fejlesztettiink
ki kétlépcsés SP feladatokra. Ebben a keretben implementaltuk az 4j elja-
rasokat. Ismert tesztfeladatokat oldottunk meg kiilonbozé szcenédriéo-szadmmal,
kiilonb6z6 megallasi tolerancidkat elGirva. Az eredmények azt mutattak, hogy
a kozelits level modszer 6rokli a level modszer tapasztalati hatékonysagat.

A level dekompozicié hatassal volt de Oliveira et al (2011) és Song és Luedtke
(2015) projektjeire, melyek keretében hasonlo elvii kozelits eljarasokat dolgoztak
ki.

A Zverovich, Fabian, Ellison, és Mitra (2012) cikk célja a kétlépcsss szto-
chasztikus programozasi feladat kiillonb6z6 megoldé eljarasainak Gsszehasonli-
tasa és ujra-értékelése volt, korszertd szoftver eszkozok és szamitogép-architek-
tardk tiikkrében. Szerzétarsaim a Brunel Egyetem CARISMA munkacsoportja-
nak tagjai voltak. (Sztochasztikus programozés algoritmikus kérdései és alkal-
mazésai teriiletén a CARISMA a vezet$ csoportok kozé tartozott.)

11
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A vizsgalt eljarasok: direkt eljaras (az ekvivalens lineéris programozasi fel-
adat megoldésa altalanos céli LP megoldoval) egyrészt, és dekompozicié més-
részt. A dekompozicionak mind az aggregalt, mind az aggregalatlan modell-
jét vizsgaltuk. A regularizacié hatéasat is vizsgaltuk dekompozicios eljarasokra:
aggregalatlan modell esetén Ruszczynski (1986) regularizalt dekompozicios el-
jarasat, aggregalt modell esetén a Fabian és Szoke (2007) cikkben leirt level
dekompozicié egyszeriisitett valtozatat implementaltuk.

Szisztematikus vizsgalatokat végeztiink egy bd teszthalmazon. Minden fel-
adatot tobbszor oldottunk meg, béviils szcenario-halmazokkal. Vizsgalataink
azt mutattak, hogy a dekompoziciés eljarasok jobban skalazédnak a direkt elja-
rasnéal. Kevés szcenéri6 esetén még érdemes az utobbit valasztani, de bizonyos
szcenérid-szam folott mar csak a dekomporzicios eljarasok versenyképesek.

Ezenkiviil azt talaltuk, hogy a dekompozicié aggregalt modellje jobban ska-
lazodik az aggregalatlannal. Eredményeink Osszhangban vannak a Birge és Lo-
uveaux (1997) konyv 5.3 fejezetében leirt egyszert szabéallyal, miszerint aggre-
galatlan modellt érdemes hasznalni, ha a szcenaridk szdma nem haladja meg
lényegesen az els6 lépes6 feladat korlatozo feltételeinek a szamét. Azonban azt
talaltuk, hogy a master feladat megoldasdhoz hasznéalt szolver hatékonysagatol
fligg az a kiiszob, ahonnan kezdve az aggregélt modellt érdemes hasznalni.

Tapasztalataink szerint a regularizacié javit a dekompoziciés eljarésok ha-
tékonysagan. A Fabian és Széke (2007) cikkben bevezetett level dekompozi-
ci6 nagyméretd feladatok esetén hatékonyabbnak bizonyult, mint Ruszczynski
(1986) regularizalt dekompozicioja.

A projekt soran a Brunel egyetemi munkatérsaimmal kozosen kifejlesztett
megoldokat integraltdk az OptiRisk tarsasag FortSP sztochasztikus programo-
zési rendszerébe. Az OptiRisk informatikai és tanacsado tarsasag, amely kocka-
zatkezelési feladatokra specializalodott, és a Brunel Egyetemen kutatéasi ered-
ményeire tdmaszkodik. A FortSP rendszert tobb valés alkalmazasban felhasz-
naltak. Hozzajarulasomat a Zverovich et al (2014) kézikonyvben nyugtazzak.

A Brunel Egyetemen munkatarsam volt Victor Zverovich, akinek Zverovich
(2012) PhD értekezése jelentds részben a kozos projektiinkon alapszik. Projek-
tiink datmutatasul szolgalt J. Gondzio és kutatdcsoportja szaméra az Edinburgh
Egyetemen, a Gondzio et al (2016) projektjiik soran. Eredményeink tampontot
jelentettek Takano et al (2015) és Sen és Liu (2016) projektjei szaméra.

A Fdbidn, Wolf, Koberstein, és Suhl (2015) cikkben az 1. Algorit-
must adaptdltam az aggregdlt master feladathoz. Az eljdrds az agg-
regdlt és az aggregdlatlan modellek elényeit egyesiti. A Wolf, Fdbidn,
Koberstein, és Suhl (2014) cikkben kisérleti eredményeket kézlink. A
(15) kiiszobérték alkalmazasaval a kutfs (oracle) szabalya az alabbi, szemléletes
alakot veszi fel: ha

~ = 1—rk|— ~

q(@iv1) — f(@iv1) > - {@ - (CT-'BH-l + q(@iy1) ) } (19)
teljesiil, akkor az x;;; ponthoz a kozelits linearis tamaszfiiggvényt a katfében
tarolt informacié alapjan szerkesztjiikk meg. Ellenkez§ esetben a szokasos mddon
megoldjuk a méasodik lépcsé feladatait.

12
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A (19) egyenltlenség bal oldalan az aggregalatlan és az aggregalt modell-
fliggvény 1j probapontban felvett értékének a kiilonbsége all. A jobb oldalon
a szogletes zardjelben levs kifejezés pedig becslés arra, hogy az 1j prébapont
mennyivel lehet jobb az eddig ismert legjobb megoldasnal. (A becslés az agg-
regalatlan modellen alapszik.) Ebben az értelmezésben a kutfs szabalya igy
fogalmazhat6 meg: ha az 0j probapontban az aggregalatlan modellfiiggvény
szignifikdnsan jobban koézelit, mint az aggregalt modellfiiggvény, akkor az utdb-
bit az el6bbibdl vett informacié alapjan élesitjiik. Ennek az élesitésnek a miive-
letigénye elhanyagolhat6 a mésodik lépcsé feladatainak a megoldasadéhoz képest.

Szerz6tarsaim, Leena Suhl, Achim Koberstein és Christian Wolf a Pader-
borni Egyetem DS&OR (Decision Support & Operations Research) Laborato-
riuménak munkatarsai voltak. (Ipari optimalizalasi teriileten ez az egyik vezetd
laboratorium Németorszdgban.) A fenti eljarasokat implementaltuk a DS&OR
Lab korabban kifejlesztett sztochasztikus programozasi megold6 rendszerében.

A megoldo rendszerrel széleskort vizsgalatokat végeztiink, tobb mint széz kii-
16nb626 feladaton (az Gsszes ismert tesztfeladatot beleértve). Minden feladatot
tobbszor oldottunk meg, b&viilg szcenario-halmazokkal és kiilonb6zé eljarasok-
kal. Az 0j modszer az esetek harmadéaban leggyorsabbnak bizonyult. Az esetek
88 szazalékaban az Gj médszer futési ideje a legrévidebb futasi idének kétszerese
alatt maradt. Osszes futasi idé6t tekintve az 6j modszer bizonyult leggyorsabb-
nak; 6t6d annyi idg alatt oldotta meg a feladatokat, mint a benchmark-nak te-
kintett hagyoméanyos aggregélatlan eljaras. Tapasztalataink azt mutatjak, hogy
a részben inegzakt level mddszer 6rokli a level modszer gyakorlati hatékonysa-
gat.

A kozos projekt soran kifejlesztett megoldokat a paderborni kollégak a gya-
korlatban is alkalmaztak, egy gazkézmi tervezési feladatdnak hatékony megol-
déasara.

Egyik paderborni munkatarsam Christian Wolf volt. Ko6z6s projektiinkrél
irta PhD értekezését [Wolf (2013)], egyik témavezetsSje én voltam.

5. Kétlépcsss SP feladatok
megengedettségi kérdései

Ha a masodik lépcsében megengedettségi problémdak léphetnek fel, akkor a
klasszikus dekompoziciés eljardsokban a master feladatba fizibilitasi vagasokat
vesznek fel. Ezt atveszi Ruszczynski (1986) regularizalt dekompozicidja is, és a
fizibilitasi vagasokra nem terjed ki a regularizacio.

A Fdbian és Szdke (2007) cikkben olyan eljdirdst javaslok a mdso-
dik lépcsé megengedettségi problemdinak kezelésére, amely a regula-
rizdcios keretbe szervesen illeszkedik. Ez a regularizdciéo a megenge-
dettségr kérdésekre is kiterjed, a klasszikus megkézelitéstél eltérden.
Az alkalmazott primdl-dudl eljards egyensilyt tart a fizibilitds illetve
az optimalitds irdnydba tett szamitdst erdfeszitések kézott. A master
feladatban egy 4j korlatozo fliggvényt vezetek be, amely a mésodik 1épcss in-
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fizibilitasanak varhato értékét méri. Az 0j korlatozo fiiggvényt hasonlé modon
lehet kiértékelni, mint a varhaté potlas fliggvényét (expected recourse function).
Az ad6do korlatos konvex programozési feladat megoldaséara korlatos level mod-
szernek a Fabian (2000) cikkben bevezetett kozelits valtozatat adaptaltam.

Az infizibilitas-korlatos megkozelitéshez a célfiiggvényt (expected recourse
function) ki kell terjeszteniink a teljes térre. Ezt méasodik lépcss feladataiban
tétlen (slack) valtozok bevezetésével oldjuk meg, amelyeket a célfiiggvényben
biintetiink. A masodik lépcsss infizibilitas biintetésének otlete felmeriil Prékopa
(1995) kényvének 12.10. fejezetében, valamint Ruszezytiski és Swietanowski
(1997) cikkében. Ok nem foglalkoztak a biintetés sziikséges nagysagaval, én ezt
is vizsgaltam. (Megkozelitésemben a biintetés csak a célfiiggvény kiterjeszté-
sét kell biztositsa, az optimalitdst a korlatos optimalizélési eljaras biztositja.)
A kiterjesztéshez sziikséges biintetés konnyen szdmithato, ha a mésodik 1épcsé
feladatai halozati folyam feladatok (network recourse). Ezért erre a megkoze-
litésre folfigyeltek logisztikai és tavkozlési alkalmazéasokkal foglalkozo kollégék:
Rahmaniani, Crainic, Gendreau, és Rei (2018).

Az eljarast Sz6ke Zoltan akkori doktorandusz hallgatémmal implementéaltuk
és teszteltiik. Eredményeink az eljards hasznélhatosédgat bizonyitottak.

A hatékony implementaciot segiti az az észrevétel, hogy az 4j korlatozo fligg-
vénynek és a célfiiggvénynek adott pontban toérténd kiértékeléséhez ugyanazokat
a masodik lépcsss feladatokat kell megoldani. Az értekezésben ezt Observa-
tion 24 alatt mondom ki és bizonyitom. A bizonyitas érdekességének tartom,
hogy egy linearis programozési primal /duél feladatpar béazisai kozotti természe-
tes megfelelésre épiil.

6. Kockazati korlatok
kétlépcsds SP feladatokban

A Fdbidan, Wolf, Koberstein, és Suhl (2015) cikkben az ’on-demand
accuracy’ elvet kiterjesztettem kétlépcsds kockdzatkeriilé sztochaszti-
kus programozdst feladatokra. Két ismert kétlépcsss kockazatkeriilé modellt
vizsgaltam, az Ahmed (2006) altal bevezetett CVaR-korlatos, és a Dentcheva
és Martinez (2012) altal targyalt, konvex rendezésen (Increasing Convex order,
IC) alapulé modellt.

A CVaR-korlatos modellhez a jelen tézisek 3. részében emlitett CVaR repre-
zentaciot alkalmaztam. Hatékonysagi meggondolasok mellett ennek a felirasnak
tovabbi el6nye, hogy a master feladat megengedett tartomanya kompakt. (Ez a
level tipusu eljarasok konvergencidjinak bizonyitasahoz sziikséges.)

Az IC-korlatos modellt altalanositottam, az altalanositas a jelen tézisek 3.
részében emlitett (17) dominancia-mértéken alapszik. Az altalanositott modell
olyan sztochasztikus programozasi feladatra vezet, amelynek dekomponéaldsakor
a korlatos konvex programozéasi eljarasok ereje kihasznalhato.

Kozelité sémat dolgoztam ki mindkét emlitett modellbdl eredd feladatra,
amely lehetévé teszi az ’on-demand accuracy’ megkozelitést. A 3. Algoritmust
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adaptaltam az ado6dé feladatokhoz. Az adaptalt algoritmust disszertacidmban
Algorithm 25 alatt ismertetem, ’a partially exact version of the constrained level
method’ néven. Magyarul 'részben egzakt’ eljarasként fogok r& hivatkozni.

SzerzGtarsaim, Leena Suhl, Achim Koberstein és Christian Wolf a Paderborni
Egyetem DS&OR (Decision Support & Operations Research) Laboratériuma-
nak munkatérsai voltak. A CVaR-korlatos modellhez t&bbféle megoldo eljarast
implementaltunk, a jelen tézisek 4. részében véazolt programcsomag bévitése-
ként. Ezeket az eljarasokat Osszehasonlitottuk (kb. 6tven ismert tesztfeladatot
oldottunk meg).

A dekompozicios eljardsok mindegyike hatékonyabbnak bizonyult, mint az
ekvivalens linearis programozasi feladat kozvetlen megoldasa. A regularizacio
hatéasa figyelemre méltd volt; az egyszerd vagosikos eljarasnal atlagosan G6tszor
gyorsabbnak bizonyultak a korlatos level médszerre épiilsk.

A részben egzakt regularizalt eljaras teljes futési ideje csak kicsivel volt rovi-
debb, mint az egzakt regularizalt eljaras teljes futési ideje. A lényeges iteraciok
szamat tekintve azonban a kiilonbség méar szignifikdns. (Lényeges iteraciok so-
ran megoldjuk a masodik lépcsé feladatait, mig a nem lényeges iteracié soran
a katfében térolt informéciot hasznaljuk.) Ennek alapjan arra szamithatunk,
hogy nehezebb masodik 1épcsss feladatok esetén a részben egzakt eljaras elénye
a futési iddket tekintve is szignifikans lesz.

Ezt a projektet a jelen tézisek 4. részében emlitett gazkozmi tervezési pro-
jekt folytatasaként inditottuk. A cél annak kockdzatnak a kezelése volt, amelyet
az enyhe telek esetén alacsony gazkereslet jelent. (Az elére lekotott erdforra-
sok koltsége ilyenkor is jelentkezik.) Az eredeti probléménak kockazatkeriils
kiterjesztését fogalmaztuk meg, és megoldottuk az tjonnan kifejlesztett meg-
oldo eljarasokkal. A gazkdzmi igy Gssze tudta hasonlitani a sajat hataskérben
megvalositott kockazatcsokkentés koltségét a kiilonben sziikséges biztositas kolt-
ségével.

7. Valo6szintiséggel megfogalmazott feladatok

A Fabian et al (2018) cikkben szukcessziv kozelit eljarast dolgoztam ki valo-
szintiség-maximalizalasi feladatokra, ahol a véletlen paraméterek eloszldsa log-
konkav. Az eljaras a valoszintiségi fliggvény epigrafjanak bels kozelitésén alap-
szik, elérehaladtéaval ajabb probapontokat vesziink fel. A valoszintségi fiiggvény
konvex kell legyen. — Eredetileg ¢(z) = —log F(z) alaku fliggvényekkel dol-
goztunk, ahol F'(z) nemdegeneralt normalis eloszlasfiiggvény.

A projektet Prékopa (1990) bels6 kozelit séméja motivalta, és az eljarés
anal6g Dentcheva, Prékopa, és Ruszezynski (2000) kupgeneralo eljarasaval. A
kiilonbség az, hogy a valdszintiségi fliggvénynek nem egy szinthalmazat kozeli-
tem, hanem az epigrafjat. Uj probapontok meghatarozasa igy konnyebb; kor-
latozas nélkiili konvex minimalizélassal torténik, szemben a klasszikus séméval,
ahol a valoszintségi fliggvény szinthalmaza felett kell optimalizalni. (Duélis né-
z6pontbol az epigrafos megkozelités egyszert vagosikos eljards, a valoszintségi
fliggvény konjugaltjara alkalmazva.) Az 4j séméaban a probapontok gradiens
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modszerrel meghatarozhatok. Az eljaras konnyen implementéalhaté, és nem ér-
zékeny a valosziniiségi fliiggvény gradienseinek szadmitasi hibaira. A gradiensek
a klasszikus szimuléaciés modszerekkel becsiilhetsk.

Szerzétarsaim kozremiikodésével implementaltuk az eljarast, és tiz kisebb
feladaton teszteltiik. Méréseink szerint majdnem a teljes futési id6t a valoszi-
niségi fiiggvény gradienseinek szamitasa toltdtte ki. Természetesen adodott egy
heurisztikus javitas: a kiilonb6z§ irdnyu erdfeszitések egyensilyba hozésa végett
a prébapont-meghatarozoé részfeladatokat csak kozelitéleg kell megoldani. Min-
den probapont-meghatarozast egyetlen irdnymenti keresésre egyszertsitettiink.
Meglep6 tapasztalatunk az volt, hogy a valészintiiség elsirt pontossagi maxima-
lizalasadhoz sziikséges prébapontok szdma soha nem névekedett jelentSsen.

A jelenség okat a gradiens modszer figyelemre mélté hatékonysdgaban ta-
laltuk meg. Specialis célfiiggvény esetén jol ismert a gradiens modszer haté-
konysaga; a disszertécioban Theorem 31 alatt idézek egy klasszikus eredményt,
amely globalisan jol kondicionalt célfiiggvényre vonatkozik. (A fiiggvény ezen
tulajdonsaga alatt most azt értem, hogy Hesse matrixainak sajatértékei pozi-
tiv és véges korlatok kozé esnek, amelyek fiiggetlenek a kiértékelés z helyétol.)
Ennek tételnek Luenberger és Ye (2008) 8.6. fejezetében kozolt bizonyitasa valo-
jaban csak egy bizonyos kérnyezetben kivanja meg a célfiiggvény jol kondicionalt
voltat.

A disszertacioban egy kétdimenzios valdszintiségi fiiggvény kondicionéltsa-
gat illusztralom (Example 32). Ez a példa alatamasztja azt a sejtésemet, hogy
nemdegeneralt normaélis eloszlas esetén a ¢(z) = — log F(z) fiiggvény jol kondi-
cionélt a tér azon részén, ahova a valészintiség-maximalizélasi feladat optimélis
megoldasa jellemzGen tartozik. (Eddigi kisérleteink alatamasztjék ezt a sejtést.)
A feladat korlatos megfogalmazasa, amelyet a 10. részben ismertetek, lehet&vé
teszi az esetleg mégis rosszul kondicionalt célfiiggvény regularizalasat.

8. Véletlenitett eljaras bonyolult célfiiggvényhez

A Fdbidan, Csizmds, Drenyovszki, Vajnai, Kovdcs, és Szdntai (2019)
cikkben szimuldcios eljardst dolgoztam ki nehezen szamithato, de jol
kondiciondlt célfiiggvény poliéder foléttt minimalizaldsdra. Az eljdrds
hatékonysdgdara elméleti becslést adtam.

Az eljaras a 7. részben emlitett oszlopgeneralo eljaras véletlenitett valtozata.
A feladatot az alabbi absztrakt formaban irom fel:

min ¢(Tx) midén Az <b, (20)

ahol £ € IR™ a dontési valtozok vektora, és az adatok T' € IR"*™, A €
IR™™ b e IR". Felteszem, hogy a megengedett tartomény nem iires és korlatos.
A célfiiggvényrdl pedig az alabbiakat teszem fel.

5. Feltevés. A ¢ : R" — IR fiigguény konvex és kétszer folytonosan derivdl-
hato. A V2¢(z) Hesse mdtrix sajdatértékei ismert, pozitiv és véges korldtok kozé
esnek, amelyek fiiggetlenek a kiértékelés z helyétdl.
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6. Feltevés. Adott z esetén a ¢(z) érték nagy pontossdiggal szimithatd, és a
V¢(z) gradiens komponensei tetszdleges tiréssel szamithatok. (Kisebb tirés na-
gyobb erdfeszitést kivin.) Tovdbbd mérsékelt erdfeszitéssel torzitatlan becslés
adhato a gradiensre, méghozzd gy, hogy a hiba szordsa elére adott tirés alatt
marad.

Uj z € IR™ valtozok bevezetésével a (20) feladat igy irhato:
min ¢(z) midén Az —b<0, z—Tx =0. (21)

A korlatokhoz rendre a —y € IR™, —y > 0 és —u € IR™ szorzokat bevezetve az
alabbi Lagrange dudlt kapjuk:

max {yTb— ¢*(u)} midén y <0, TTu= ATy, (22)

ahol a ¢*(u) fiiggvény a ¢(z) konvex konjugéltja.

Adott z; (i =0,1,...,k) pontokban a primal célfiiggvényt kiértékelve legyen
o; = ¢(z;). Ezek alapjan a ¢(z) fiiggvénynek egy természetes fels6 kozelitését
szerkeszthetjiik meg; erre a kozelits fliggvényre a ¢ (z) jelolést fogom hasznélni.

Jelolje ¢} (u) a kozelits ¢y (z) fliggvény konvex konjugaltjat. ¢ (u) vagosikos
kozelitése a ¢*(u) fliggvénynek.

A (21) feladatban a ¢(z) fliggvényt a kozelitd ¢ (z) fiiggvénnyel helyette-
sitve, az eredeti feladat modelljét kapjuk. Felteszem, hogy a modell-feladat
megoldhaté —ez a z; (i =0,1,...,k) probapontok megfelel§ valasztasaval biz-
tosithato. Hasonloan, a (22) dual feladatban a ¢* (u) fiiggvényt a kozelits ¢y (u)
fliggvénnyel helyettesitve, a dudlis feladat modelljét kapjuk.

A modell-feladatok linearis programozasi feladatok. A primél modell-feladat
a szokésos LP formaban igy néz ki:

k
min Z (bi)\i
=0
midén A; >0 (1=0,...,k),

PY ~1, (23)
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A duél modell-feladat pedig igy:
max 1 +bly
midén y <0,
v+ zlu < ¢; (i=0,...,k),
~TTu + ATy = 0.

A (23) és (24) feladatok LP primal-dual part alkotnak.
Jelolje (Mo, ..., Ap, &) illetve (¥, @, 7) a (23) illetve a (24) feladat egy-egy
optimalis megoldasat. Legyen tovabba

k
=0

Célunk az eredeti (21) - (22) feladatpar szukcessziv kozelitése a (23) - (24)
modell-feladatparral. A kozelités minGségét az optimumok kiilénbsége méri.

A Kklasszikus oszlopgeneralé séméban olyan Gj zy41 probapontot keresiink,
amelyet a (23) primal modell-feladathoz hozzévéve, a minimum jelentGsen csok-
ken. Linearis programozasi kdrnyezetben egy oszlopvektor javitd potencidljanak
szokasos becslése a redukalt ar. A (23) feladat optimélis primal és dual megol-
dasat tekintve ez azt jelenti, hogy az

fz)=¢(z) =0 — u'z (26)

fiiggvény (korlatozas nélkiili) minimalizalasaval megfelels javité vektort kapunk.

A fenti f(z) fiiggvény orokli a ¢(z) fiiggvény kordbban felsorolt jo tulajdon-
sagait, amint aldbb megfogalmazom.

Az f:IR™ — IR fiiggvény konvex és kétszer folytonosan derivialhat6. Ismer-
tek olyan a,w (0 < o < w) szamok, hogy barmely z € IR"™ esetén a V2f(z)
Hesse matrix sajatértékei o és w kozé esnek.

Barmely z° € IR"™ probapont esetén az f(z°) érték nagy pontossaggal szé-
mithato, és a g° = V f(z°) gradiens komponensei tetszéleges tiiréssel szamitha-
tok. Tovabba barmely adott o > 0 mellett mérsékelt ercfeszitéssel elGallithatok
egy olyan véletlen G° vektor realizacioi, amelyre

BG)=g° & E(I6°-gI") < o* gl (27)

Az f(z) fiiggvény korlatozas nélkiili minimalizalasara szimulacios eljarast ja-
vasoltam, amely a gradiens moédszer kdzvetlen altaldnositdsa: gradiensek he-
lyett becsiilt gradiensekkel dolgozunk. Ennek a véletlenitett gradiens eljarasnak
a hatékonysagat elméletileg is bizonyitottam, a gradiens modszerre vonatkozo
klasszikus eredményt terjesztettem ki. Alabb idézem a kiterjesztett tételt (a
disszertacioban Theorem 35 alatt mondom ki és bizonyitom).
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7. Tétel. Célunk a fenti tulajdonsigokkal rendelkezd f(z) figgvény minima-
lizildisa a teljes R™ tér felett. A fent emlitett véletlenitett gradiens eljdrdst
alkalmazzuk: jelolje z° a kurrens prébapontot, és G° a hozzd tartozé gradiens
becslését. A kévetkezd prébapontot a z° pontbdl indulé —G° irdny menti kere-
sés adja. Feltessziik, hogy az egyes gradiensek becsléseit eqymdstol fiiggetleniil
generdljuk.

A 29 probapontbol j lépést téve, jeldlje z',...,27 az egymds utdn kapott
probapontokat. Ezekre

Bl -7 < (1- o) 069 -5 (28)
teljesiil, ahol F = ming f(z).

Az oszlopgeneril6 sémara visszatérve, a kurrens modell-feladatot megoldva,
a z vektorhoz tartozo redukalt arat jelolje

p(z) == 0 + u'z - ¢(2), (29)

és a maximaélis redukalt arat jelolje

R := mzaxﬁ(z). (30)

A kurrens Z pontbol indulva véletlenitett gradiens modszerrel keresiink javito
oszlopot. A 7. Tétel alabbi kévetkezménye ennek az eljarasnak a hatékonysagat
mutatja (a disszertacioban Corollary 37 alatt bizonyitom).

8. Kovetkezmény. Legyen (0 < 8 < 1) valamely eldirt tolerancia és p (0 <
p K 1) eldirt valdsziniség. A véletlenitett gradiens mddszerrel O (—log(8p))
lépést téve, olyan z vektort kapunk, melyre

P(7() = 1-B)R) = 1-p

Jelen keretben az R mennyiség azt is méri, hogy az oszlopgenerald elja-
ras folyamén felépitett modelljeink mennyire kozelitik az eredeti objektumokat.
Pontosabban fogalmazva, R felss korlat a (23) modell-feladat optimumanak és
a (21) konvex feladat optimumanak a kiilonbségére. Igy a 8. Kovetkezmény
lehet&séget ad arra, hogy konfidencia-intervallumba foglaljuk az eredeti feladat
optimumat.

Az itt vazolt véletlenitett oszlopgeneralo eljaras erds hasonlosagot mutat a
sztochasztikus gradiens modszerekhez. A {6 kiilonbség az, hogy a jelen eljaras
a célfiiggvénynek egy modelljét épiti fel. A modell felépitésével és a modell-
feladatok megoldéasaval jaro erdfeszités kifizet6dik, ha a gradiens becslése mun-
kaigényes.
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9. Bonyolult korlatozo6 fiiggvény kezelése

A Fdbidn, Csizmds, Drenyovszki, Vajnai, Kovdcs, és Szdntai (2019)
cikkben szimuldcios eljardast dolgoztam ki nehezen szamithato, de jo6l
kondiciondlt korlatozé fiiggvény kezelésére. Az eljards a 8. részben
ismertetett minimalizdlo eljardst alkalmazza egy Newton-tipusi sé-
mdban. Megbizhatésdgdra elméleti becslést adtam.

A feladatot az alabbi absztrakt formaban irom fel:

min ¢’z midén Az <b, ¢(Tx) <, (31)

ahol a c,E vektorok és az A matrix adottak és dsszeills méretiek, és m adott
pozitiv szam.

A fenti feladat helyett az alabbi feladatok egy sorozatat fogom kozelitGleg
megoldani, a d jobboldal kiillénbo6z6 értékeivel, és egyre csokkend tiréssel:

min ¢(Tx) midén Az <b, 'z <d. (32)

Jeldlje x(d) a fenti feladat optimumaét, mint a d paraméter fiiggvényét. Ez mo-
noton csokkend konvex fiiggvény. Esszerti feltételek mellett a x(d) = 7 egyenlet
megoldasaval juthatunk a (31) feladat megoldasahoz. A (32) feladatok kozelitd
megoldasara az el6z6 részben ismertetett eljarast hasznalom. A ¢(.) fliggvény
legyen az 5. Feltevés szerinti. ElGszor egy egyszertsitett, determinisztikus véal-
tozatot vazolok, utana térek ra a szimulacios séméra.

Az egyszerisitett séménal felteszem, hogy mind a ¢(z) fliggvényértékek,
mind a V¢(z) gradiensek pontosan szamithatok. Ilyenkor a 8. részben is-
mertetett eljaras determinisztikus, és a 8. Kovetkezmény szerint meghataro-
zott konfidencia-intervallumok biztosan tartalmazzak a megfelel6 minimumo-
kat. A master feladat megallasi feltételével szabalyozhatoé a végsé minimum
konfidencia-intervalluménak a hossza.

A x(d) figgvény grafjat az 1. dbra mutatja. A d = dy—1 és d = d, fliggsle-
ges egyenesek vastagitott szeletei konfidencia-intervallumok, melyek a x(dy—1)
illetve a x(d,) fuggvényértéket tartalmazzak. — A konfidencia-intervallumokat
a megfeleld paramétert (32) feladatok kozelité megoldasaval kaptuk.

Az abran a konfidencia-intervallumok tanusaga szerint x(de—1), x(de) > «
teljesil. Legyen ¢ > 0 rogzitett megallasi trés. Ha a d, ponthoz tartozo
konfidencia-intervallum biztositja, hogy x(d¢) < 7 + € teljesiil, akkor az eljaras
megall.

Egyébkent jelolje Iy : IR — IR azt a linearis fliggvényt, amely az (¢ — 1)-edik
konfidencia-intervallum felsé végpontjara és az f-edik konfidencia-intervallum
als6 végpontjara illeszkedik. A dyyq probapont az ¢(d) = 7 egyenlet megoldasa
lesz.

A pontossag szabélyozasanak otletével Lemaréchal, Nemirovskii, és Nesterov
(1995) Korlatos Newton Modszerében talalkoztam. Ezt az Gtletet terjesztettem
ki a fenti konstrukciora. Jelen lépésben a x(dgy1) értéket egy olyan [XZ—H’ Xet1)
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dp_q dy

1. dbra. A x(d) fiiggvény grafja, és az (£ + 1)-edik probapont elGallitasa.

konfidencia-intervallumba kell foglalni, melynek hossza 0,25 - (X,,; — 7) alatt
marad. Ezen valasztasokkal

0,5 (le(de) — ) [1g] = (Lega(deg1) — ) |l (33)

teljestil, ahol I’ a fliggvény meredekségét méri. Ezen alapszik az eljaras konver-
gencidjanak bizonyitasa. Adott (31) feladat esetén jelolje N (¢) a fenti eljarasban
végrehajtott iteraciok szamat, mint az elGirt e megallasi ttirés fiiggvényét. Ez a
mennyiség log% rendt, mint a disszertacidban Corollary 45 mutatja.

Most ratérek a szimulacios sémara. A ¢(.) fliggvény legyen a 6. Felteves
szerinti. (Tehat a gradiensek pontos szamitdsa nem praktikus.)

A fent vazolt determinisztikus Newton-tipusu eljarést ki kell béviteniink,
hogy abban az esetben is hasznéalhatoé legyen, ha egy-egy konfidencia-intervallum
nem tartalmazza a megfelels fiiggvényértéket. A bévités abban all, hogy ha az -
edik Newton lépés soran inkonzisztenciat észleliink, akkor visszalépiink az el6z6
probapontra; azaz ilyenkor dyy1 = dy—1 lesz. Az eljards megbizhatosigaval
kapcsolatban az alabbi tételt bizonyitottam (a disszertacioban Theorem 49).

9. Tétel. Adott e > 0 megdlldsi tirés mellett legyen L = max{ 22, 3N (¢) }, ahol
N(e) a determinisztikus eljdrds szerint végrehajtandé Newton-tipusi iterdciok
szamdt jeloli. A 8. részben ismertetett minimalizald eljdrdst paraméterezzik
igy, hogy legaldbb 0,9 megbizhatésdgi konfidencia-intervallumokat adjon.
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Tegyiik fel, hogy a véletlenitett Newton-tipusi eljdrds nem dllt le L lépésben.
Akkor legalabb 0,9 valdsziniiséggel elértik a korldatos optimalizdldsi feladat egy
e-optimdlis megolddsdt.

10. Szimuléacids eljaras
valésziniliség maximalizalasara

A Fdbidn, Csizmds, Drenyovszki, Vajnai, Kovdcs, €s Szdntai (2019)
cikkben szimuldcids eljdrdst dolgoztam ki valésziniiség-maximalizdldst
feladatokra, ahol a véletlen paraméterek nemdegenerdlt normdlis el-
oszldsuak. FEz a 7. részben ismertetett epigrafkézelité eljards vé-
letlenitett vdltozata. Amint emlitettem, a determinisztikus epigrafkozelits
eljaras analog Dentcheva, Prékopa, és Ruszczyniski (2000) klasszikus kupgene-
ralé eljarasaval. Azonban a klasszikus sémaban 1j probapontok meghatarozasa
jelentSs erdfeszitést kivan, mert a valoszintségi fiiggvény szinthalmaza felett
kell optimalizalni. Hatékony implementéaciok minél kevesebb probaponttal kell
boldoguljanak, ezért az adéd6é master feladat megoldasara egyre bonyolultabb,
kiilonlegesebb modszereket dolgoztak ki. A Dentcheva et al (2004), Dentcheva és
Martinez (2013), van Ackooij et al (2017) cikkekben nyomon kévethets a komp-
lexitas és a specializacié szintjének emelkedése. — Az epigrafkozelits eljardsban
konnyebb az 1 prébapontok meghatarozasa, mert korlatozas nélkiili konvex
minimalizalassal torténik. Ezenkiviil az epigrafkozelité séma sokkal inkabb hi-
battir6 a probapontok meghatarozasiban, mint a klasszikus szinthalmazkozelité
séma. Ez a hibattirés lehet6vé teszi szimulacios eljarasok alkalmazasat. En a 8.
részben ismertetett véletlenitett eljarast adaptaltam valdszintségi fiiggvényhez.

Ebben a keretben kozvetleniil alkalmazhatoak a normalis eloszlasfiiggvény
értékbecslésére kidolgozott klasszikus szimulaciés modszerek. Ezekkel kapcso-
latban Szantai Tamas szerzétarsam tudasara tamaszkodtunk. Az eljarast kecs-
keméti szerzGtarsaim kozremiikodésével implementéaltuk és teszteltiik.

A ceélfiiggvényiink tehat legyen ¢(z) = — log F'(z), ahol F(z) egy n-dimenzids
nemdegeneralt standard normalis eloszlasfiiggvény. A célfiiggvény értékei és gra-
dienseinek komponensei elfogadhato erdfeszitéssel becsiilhetGek. KEgyszertiség
kedvéért felteszem, hogy a célfiiggvény értékeit nagy pontossaggal szamoljuk,
és a gradiensek becslésére fogok Osszpontositani. (Nagy n esetén ez utobbi a
nagyobb feladat.)

A 7. részben megfogalmazott sejtésem szerint a ¢(z) valoszintségi fliggvény
jol kondicionalt a tér azon részén, ahova a valészintség-maximalizalasi feladat
optimalis megoldéasa jellemzden tartozik. Mivel azonban kvantitativ becslés nem
all rendelkezésiinkre, a 8. Kovetkezményre most pusztan ugy tekintek, mint az
eljaras hatékonysiganak aldtamasztasira. Az eljaras soran épitett modellek mi-
néségét mas eszkozzel fogom mérni. Ehhez a feladatot korlatos formara irom
at. — Ezen forma tovabbi elénye, hogy lehetGvé teszi az esetleg mégis rosszul
kondicionalt célfiiggvény regularizalasat (a disszertacioban Remark 56 alatt fo-
galmazom meg).
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A probabilisztikus fliggvény monotonitasat kihasznélva, a valoszintiség-maxi-
malizalasi feladatot az absztrakt (21) forma helyett az alabbi forméban irom fel.

min ¢(z) midén Az —-b<0, z—Tx <O0. (34)

A tovabbiakban felteszem, hogy létezik és ismert olyan Z megengedett pont,
melyre F(2) > 0.5.

A normalis eloszlas tovabbi tulajdonsaga, hogy létezik (és konnyen elgallit-
hato) olyan Z C IR™ korlatos doboz-szerd tartomany, hogy az IR™ \ Z komple-
menter halmaz mértéke elhanyagolhato. A megengedett tartoményt erre korla-
tozva, a (34) feladatnak jo kozelitését kapjuk:

min ¢(z) midén Az —-b<0, z—Tx <0, z € Z. (35)

Feltehetd, hogy a # pont a fenti feladatnak is megengedett megoldasa. Uj 2’ €
IR™ dontési valtozok bevezetésével a (35) feladat az alabbi alakra hozhato:

min ¢(z) midsn Az -b<0, 2/ —Tx <0, 2/ € Z, 2<2. (36)

A célfiggvenyt z; (i = 0,...,k) probapontokban kiértékelve, a 8. részben
targyalt modon szerkeszthetjilk meg a ¢k (z) kozelits fiiggvényt és a modell-
feladatokat. Jeldlje (A, ..., A\, @ ) illetve (0, &, ¥) a primal illetve a dudl LP
modell-feladat egy-egy optimaélis megoldasat.

Az ismert Z pontot vegyiik be a kezdeti z; (i =0,..., k) probapontok kozé.
Akkor a modell-feladatok kozos optimuma soha nem haladja meg a —log0.5
szintet. Ezért a Z pont, amelyet a (25) formaban kapunk meg a modell-feladat
optimélis megoldasabol, mindig teljesiteni fogja a F'(Z) > 0.5 és Z € Z feltéte-
leket.

Legyen g = V¢(Z) a megfelels gradiens. Ez pontosan nem szamolhato, de
a klasszikus szimulécios eljarasok segitségével becsiilhets. Nevezetesen, elsirt
q (0 < q < 1) megbizhatosdg és A > 0 tiirés mellett torzitatlan G becslést
tudunk szerkeszteni, ahol a ¢ megbizhatdsigt konfidencia-intervallum atmérdje
legfeljebb A.

A fenti objektumok alapjan legyen

B:= (qﬁk(E) - ¢(z)) + max (@ - G)7( %) + A-ding(2).  (37)
Ez véletlen mennyiség, melynek realiziciéi konnyen elGallithatok, és korlatot
ad a modell-feladat illetve az eredeti valoszintségi feladat optimumai kdzotti
eltérésre. Nevezetesen, P (B > ’eltérés’) > g teljesiil (a disszertacioban ez
Corollary 55 alatt szerepel).

Az eljarast szerzGtarsaimmal implementaltuk, és kisérleteket végeztiink vele
(tesztfeladatunkban a véletlen paraméterek vektora 15 dimenzios). A véletleni-
tett oszlopgeneralé eljaras minden esetben figyelemre mélté gyorsasaggal kon-
vergélt. A korlatozd eljaras hasznalhaténak bizonyult a modell-feladat illetve
az eredeti valosziniiségi feladat optimumai k6zotti eltérés becslésére.
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