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Eloszo

Ez a disszertacid a biologia €s a matematika hatarteriiletén sziiletett eredményeimet tekinti at.
Elméleti biologiaval foglalkozé biologus vagyok, hiszen ,,csak” biologus végzettséggel
rendelkezem. Ezért, a k6zolt matematikai modellek bioldgiai jelenségeket irnak le, biologiai
problémakra vonatkoznak, és ami még lényegesebb, e biologiai modellekre vonatkozo
matematikai  tételek alapintuici6i mindig bioldgiai gondolatok. Mas szavakkal,
publikacidimban a matematika az elméleti biologia ,,szolgald leanya”, pontosabban, csak egy
eszkoze a bioldgiai probléma jobb, mélyebb megértésének. Meg kell jegyeznem, hogy
matematikus tarszerz6immel sokszor meglepddtiink azon, hogy az altalam bevezetett
biologiai modellekben rejlé matematikai kérdések, sajat jogukon, mint matematikai
problémak is érdekesek és sokszor nehezek. Az eddigiek okan, a jelen disszertacidban az
altalam kidolgozott biomatematikai modellek és a biologiai szempontbdl interpretalhatd
eredmények keriilnek csak ismertetésre. Az itt ismertetett matematikai eredmények
bizonyitasai megtalalhatok az adott szakaszban hivatkozott publikacioimban. Megjegyzem,
mig sok bizonyitas sajat eredményemnek tekinthetd, addig altalaban a kdzleményeimben a
matematikai szempontbdl ,,technikas” bizonyitasok és/vagy bizonyitasi 1épesek matematikus

tarszerz6im munkai, de a matematikai sejtés alapja mindig biologiai gondolat volt.

Mi ezen értekézés targya? Jelen értekezésben egyedek kolcsonhatasakor megfigyelhetd
tulajdonsagokat tekintiink, amelyek befolyasoljak a kolcsonhatd egyedek tulélését és/vagy
utodszamat. Mivel a kdlcsonhatd egyedek nyeresége vagy vesztesége kolcsondsen fligg sajat
és tarsuk viselkedésétol is, ezért a jatékelméleti modellek hasznalata megkeriilhetetlen. Jelen
értekezés kizarolag azokbol a kozleményeimbol valogatott eredményekre épiil, amelyek

kozvetleniil kapcsolodnak az evolucios jatékok elméletéhez.

Disszertaciom a darwini evolucidelmélet alapjan all. De pontosan mit is értsiink ezen?
Jol ismert, hogy a darwini evolucid olyan populaciokra vonatkozik, amelyekben az egyedek
szaporodnak, a tulajdonsagok 6roklddnek, de van valtozatossag is! Fontos, hogy ritkan bar, de
az oroklédés nem tokéletes, és igy id6r6l idére megjelennek 0j tulajdonsagok. Tekintsiink
olyan tulajdonsagokat, amelyek meghatarozzak az egyedek tulélési valdszintiségeit és/vagy
utdodszamukat! A darwini evolicidé azt vizsgalja, hogy az egymast kdvetd generaciok

populacioiban egyes, a fitneszt meghatarozo tulajdonsagok relativ aranya vagy denzitasa
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hogyan valtozik. Az irodalomban ma mar sokszor darwini dogmanak nevezett alapgondolat a
kovetkezd: Az a tulajdonsag terjed el, amely nagyobb novekedési ratat (azaz fitneszt) biztosit
atlagosan az ezt a tulajdonsagot hordozo egyedek halmazanak, mint az egész populdcio
datlagos novekedési rataja. Lényegében minden eredményem erre az egyszerli darwini elvre
épiil: a populaciokban vannak tipusok, ezek aranya a generaciok soran valtozik és az a tipus

terjed el, amelynek nagyobb az atlagos novekedési rataja, mint a populacios atlag.

Az evolucids stabilitdas Maynard Smith féle alapgondolata a fenti darwini dogma
tovabb gondolasa: ,,EQy tulajdonsdg evoliciosan stabilis stratégia (ESS), ha a rezidens
populdcioban, ahol az egyedek osztoznak ebben a tulajdonsdgban, tetszéleges, de kellGent

ritka muzdns nem tud elterjedni.”

Mi ezen értekezés célkitiizése? Az ESS fogalmat kiterjeszteni olyan szelekcids szitudcidkra,
amelyeket a klasszikus evolicidos matrixjaték modell alapfeltételei nem engednek meg. E

feltételeket lasd az 1.1. fejezetben!

Az elméleti és matematikai kutatasok fontos feladata egy jol kiforrott elméletet
kiterjeszteni oly modon, hogy vagy elhagyjuk, vagy altalanosabb feltétekkel helyettesitjiik a
kiindulési elmélet alapjait képezd feltételeket. E modszer egyetlen kovetelménye az, hogy az
altalanositott modell, specialis esetként, tartalmazza a kiindulasi modellt is. Munkam soran

erre, mindig hangsulyt fektettem.

Milyen problémak, kérdések keriilnek teritékre? Most attekintem, hogy milyen problémak

vetddnek fel, és ezek milyen kérdésekben Gltenek testet.

1. probléma: Mi a kovetkezménye, ha a fenotipusok fitneszei nem bilinedrisan fiiggenek a

fenotipus €és az egész populacid atalagos stratégiajatol? E kérdéshez kapcsolodik a kdvetkezd

1. kérdés: Ha a fenotipus stratégiajaban linearis, de a populacio atlagstratégiajaban nem
linearisak a fenotipusok fitneszfiiggvényei, akkor az ESS kornyezetében mikor csokken a

fitneszek varianciaja?

! A biologidban a mutansok ardnya nyilvan nem lehet tetszdleges kicsi, hiszen a populaciok egyedekbdl allnak és
végesek. Ellenben a matematikdban a hataratmenetek képzése soran sziikséges technikai feltétel, hogy a
mutansok aranya tetszélegesen kicsinek, illetve a populacid mérete vagy a vizsgalt id6tartam hossza
tetszOlegesen nagynak legyen valaszthato.
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2. probléma: Mi a kovetkezménye, ha a kolcsonhatasok nem "teljesen kevertek”? A
kolcsonhatés teljesen kevert, ha adott fenotipusti egyedek kozti kolcsonhatas létrejottének
valdsziniisége egyenld a fenotipusaik relativ gyakorisdgainak a szorzataval. Itt a kdvetkezoket

vizsgaltam meg:

2. kérdés: Ha elég nagy egy adott fenotipuson beliill a kolcsonhatasi rata, akkor a

matrixmodellre vonatkoz6 Maynard Smith féle ESS két feltétele érvényben marad-e?
3. kérdés: Az irigység evolucios stabilitasahoz sziikség van-e tobbszintli szelekciora?

4. kérdés: Az idokényszerekkel kibovitett matrixjatékokban valtozhat-e az ESS?

3. probléma: Mi a kdvetkezménye, ha az egyes kolcsonhatasok ,,bevételei” nem adddnak

Ossze, azaz nem additiv a modell? E kérdéshez kapcsolodik a kovetkezo

5. kérdés: Ragadozo tamadasa esetén az altruista, illetve a kooperativ védekezés mikor lesz

evoluciosan stabilis stratégia?

4. probléma: Mi torténik szexudlisan szaporodd populacidban, ha ez egyedek utddszamat egy
matrixjaték hatarozza meg? Maynard Smith (1981) kovetkezd kérdését vizsgaltam meg

részletesen:

6. kérdés: Mikor evolvalodik ESS-be egy szexualisan szaporodd populacid?

5. probléma: Mik torténhetnek, ha az ESS alapmodell feltételei: ,,Az egyedek kozotti
konfliktus szimmetrikus.?” és ,,A fitnesz frekvenciafiiggs.” feltételek egyszerre nem
teljesiilnek. Vegytik észre, ezek a feltételek erds akadalyai annak, hogy a klasszikus evoltcios
stabilitasi gondolatkort (vo. Riechert ¢s Hammerstein 1983) az 6kologia szamos teriiletén
lehessen alkalmazni. Az evolucios 0koldgia teriiletérdl a kdvetkezd vizsgalataim kertiltek be

értekezésembe:

7. kérdés: Mi az ESS formalis definicioja n-dimenzids Lotka-Volterra-modellek korében?

2 Egy jatékelméleti konfliktus akkor szimmetrikus, ha a jatékosok stratégia halmazai és kifizet6 fiiggvényei is
azonosak, vagyis biologiai szohasznalattal élve, az egyedek egy fajhoz tartoznak.
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8. kérdés: A tobb fajra vonatkoz6 idealis szabad eloszlas hogyan viszonyul az ESS-hez?
9. kérdés. Milyen tipusu ragadozo6 garantalja, hogy zsakmanyai csordaba tomoriiljenek?

10. kérdés. Mikor evolicidsan stabilis az optimalis taplalkozo helyet valasztd ragadozobol és

az ¢l6helyet vélasztd zsakmanybol 4ll6 minimalis 6koldgiai rendszer?

A problémafelvetésekbdl latszik, hogy értekezésem a Maynard Smith féle matrixmodell
altalanositasanak iranyaba mutaté Kkutatdsaim soran elért eredményeimet ismerteti. A
problémakbol el6allé kérdések viszonylag szertedgazdak, tobb kutatdsi irdnyt is érintenek,
emiatt nem célszerli egységes bevezetében ismertetni az Osszes elézményt. Ehelyett, a
konnyebb olvashatosag kedvéért, minden kérdés vizsgalatat a lehetd legsziikebbre szabott

irodalmi attekintéssel kezdem. 3

Ertekezésem szerkezete a kérdések kovetkezd osztalyozasara épiil. Az elsd részben egyfajos,
aszexualis populacidokban zajlo evolucios jatékokra vonatkoz6 eredményeim ismertetem. A
masodik részben diploid, szexualisan szaporodd populacidkra elért eredményeimet tekintem
at. A harmadik részben a tobb, egymassal kolcsonhato aszexualis fajra vonatkozo evolicio-

okologiai modelljeimet mutatom be.

3 A felhasznalt publikacidimban, és az ott hivatkozott cikkek irodalomjegyzékeiben tovabbi hivatkozasok
lelhetdk fel.
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1. fejezet: Az egyfajos aszexualis modellekrol

Az evolucios jatékelmélet Darwin alapgondolatanak alkalmazdsa egyedek kozotti konfliktusok
vizsgalatara. A Maynard Smith-féle, ma madr Kklasszikus evolicios matrixjatékok
alapmodelljével indult ez a kutatdasi teriilet. Ezen értekezés azt hivatott bemutatni, miként lehet
e modell feltételeit gyengitve kiterjeszteni az evoliicios stabilitasi elv érvényességi korét. Elsé
lépésben roviden ismertetnem kell magadt az egy aszexudlis fajra vonatkozo alapmodellt.

Ezutan a sajat, egy aszexualis fajra vonatkozo eredményeimet mutatom be.
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1.1. A Maynard Smith-féle klasszikus evolucios matrixjatékok elmélete

A Kklasszikus evolicios matrixjatékok elmélet és a hozzd kapcsolodo replikatordinamikara
vonatkozo eredmények azért fontosak, mert a disszertdcioban dttekintett kutatdsaim kiindulo

pontjdt jelentik. Ezen elméletet és eredményeket igyekeztem altalanositani

El6zmények: jatékelmélet a biolégiaban

Ahhoz, hogy atlassuk, mi a kiilonbség a klasszikus (kozgazdasagtani) és a biologiai
jatékelmélet kozott, igen roviden ismertetnem kell par részletét az elobbinek is. A
kozgazdasagtani jatékelmélet a kovetkezd, 1ényegében optimalizacios problémabodl fejlodott
ki: Tekintsiink legalabb két jatékost, akik optimalizalni akarjak sajat nyereségiiket, de minden
jatékos egyedi nyeresége fligg nem csak sajat, hanem a masik jatékos viselkedésétol is. Ha a
jatékosok ellenérdekeltek, példaul nulla-6sszegii jatékok esetén, amikor egymastdl nyernek el
pénzt (pl. poker), és tobb lehetséges viselkedési mod (stratégia) van, akkor nem nyilvanvalo,

mely stratégiavalasztis optimalis.

A Kklasszikus és az evolucios jatékelmélet kozott két fontos kiilonbségre hivnam fel a

figyelmet.

(@) A Kklasszikus jatékelmélet alapfeltevése, hogy a jatékosok ésszertien viselkednek,
azaz minden stratégiai dontést aszerint hoznak meg, hogy dontésiiknek milyen hatasa van a
kifizetésiikre. Minden jatékos azonos szellemi képességekkel rendelkezik és mindnek az a
célja, hogy maximalizalja sajat nyereségét. A Nash-féle megoldaskoncepcio ésszerti jatékosok

esetén adott a jatékelméleti konfliktusra széles korben elfogadott megoldast.

Tovabba a kdzgazdasagi jatékelméletben a jatékosok tetszOlegesen valaszthatjak meg
stratégiaikat. Ezzel szemben az evolucios jatékelméletben, igy a jelen disszertacioban
szerepld legtobb biologiai jaték olyan, ahol az egyedeknek genetikailag determinalt a
viselkedése. Ezen kiviil a biologidban egy darwini populacio egyedei generaciorol generaciora
jatsszak a jatékot, és az deriilt ki, hogy darwini szelekcioban a legratermettebb stratégia
racionalisnak tekinthetd a klasszikus, kozgazdasagi jatékelmélet szemszogébol is. Mas

rogzilt stratégiat részesiti elonyben, amely a Nash-féle megoldas szerint racionalis.

(b) A masik lényeges kiilonbség a klasszikus és az evolucios jatékelmélet kozott az,

hogy az elobbi az egyedek nyereségére, mig az utobbi az azonos tulajdonsdgokat hordozo
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egyedek nyereségére, azaz a fenotipus nyereségére koncentral. Formalisan, a klasszikus
jatékelméletben egy jatékot egy harmas struktura ad meg: 1. A jatékosok halmaza. 2. A
jatékosok stratégia halmazai, amelyek pontosan megadjak, hogy az egyes jatékosok mit
tehetnek kolcsonhatas folyaman, mik a lehetséges akcioik. 3. A jatékosok kifizeté fiiggvényei,
amelyek megadjak, hogy minden egyes jatékos kifizetése hogyan fiigg az Gsszes jatékos
valasztja (sajat belatasa szerint), és a kifizeté fiiggvények pontosan ehhez az egyilittes

valasztashoz rendelik hozza az egyes jatékosok egyedi kifizetését.

Az evolucios jatékelméletben probléma van azzal, hogy kit is tekintsiink jatékosnak:
az egyedeket vagy a fenotipust, esetleg a részpopulaciokat? Nyilvan e kérdés Osszefiigg a
szelekcid csak generdciokon at juthat el az optimalis allapotba, és nyilvan ekdzben az egyedek
sorra halnak, sziiletnek. Ne felejtsiik el, a természetes szelekcio garantalja, hogy a klasszikus
jatékelmélet szerinti optimalis viselkedés fixalodjék. A klasszikus darwinizmus a fenotipusok
aranyainak valtozasara koncentral. Viszont a fenotipus maga a stratégia, igy nem lehet

jatékos. It idéznénk Selten (1980) véleményét:

,In social science applications of game theory
it is generally relatively easy to identify the
players. Biological games are more difficult in
this respect. The focus is on strategies rather
than players. It seems to be adequate to think
of a player as a randomly selected animal.”

Selten véleményének van egy matematikai alapja. Tekintsiink egy azonos tulajdonsaggal
rendelkez0 egyedeket tartalmazd részpopulacidt. Ha e részpopulacio egyedeinek atlagos
nyereségét akarjuk kiszamitani, azt kétféle modon tehetjik meg: Egyrészrél kiszamitjuk
minden egyed nyerségét, és aztan atlagolunk. Ez a hosszadalmasabb szdmolas. Masrészrol,

kivesziink egy véletleniil véalasztott egyedet, ennek szamitjuk ki az atlagos nyereségét, és

4 A jatékelmélet tarsadalomtudoméanyokban valo alkalmazéasaiban altaldban viszonylag konnyii azonositani a
jatékosokat. A biologiai jatékok, ebbdl a szempontbol nehezebbek. Figyelem a stratégian van és nem a
jatékoson. Ugy tlinik, az lehet adekvat gondolat, ha egy véletleniil valasztott egyedet tekintiink jatékosnak.
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mivel minden egyed azonos szerepii a tekintett részpopulacioban, igy a véletleniil valasztott
egyediink és a részpopulacid nyeresége azonos kell, hogy legyen. Mas szavakkal, az egyedre,
illetve az azonos tulajdonsadgokat hordozé egyedek halmazara koncentralo leiras, matematikai

értelemben azonos.

Végiil megjegyzem, hogy bar az eredetileg kozgazdasagi problémak kezelésére
kidolgozott jatékelmélet és a darwini evolucidéelméleten alapuld evolicios jatékelmélet kozott
Iényeges értelmezésbeli kiilonbségek vannak, ma mar az evolucids stabilitas a kozgazdasagi

modellezésben is szerepet jatszik.

Klasszikus, Maynard Smith- és Price-féle evolicios stabilitasi fogalom
El6szor attekintjiik, mely biologiai feltételeken alapszik a Maynard Smith és Price (1973) féle
evollcids stabilitdsi fogalom. Tekintsiink egy darwini populéciot, amely a kovetkezd

feltételeket is kielégiti:

1. A szaporodas aszexualis. E feltétel a legegyszeriibb 6roklédést biztositja, hiszen a ritka

mutaciotol eltekintve az utdd fenotipusa tokéletesen megegyezik a sziild fenotipusaval.
2. A generaciok nem atfedok.

3. A populacié monomorf: a kiindulasi (rezidens) populaciéban csak egyetlen fenotipus van
(azaz minden rezidens egyed a rezidens fenotipussal rendelkezik), tovabba a megjelend
mutans részpopulacioban is minden mutins azonos ,,mutans” fenotipussal rendelkezik. Mas

szavakkal: a mutacio el6tt csak egy, a mutacio utan, csak két fenotipus van populacidban.
4. A mutacio kellden ritka. E feltételnek két kovetkezménye van:
4. a) A megjelend mutansok relativ aranya tetszélegesen Kicsi lehet.

4. b) Két mutacio kozott a természetes szelekcionak kelléen hossza id6 all rendelkezésére,
hogy a kevésbé ratermett fenotipust kiszelektalja. Nyilvan ahhoz, hogy monomorf
populaciokat vizsgalhassunk, a 4. b) feltétel sziikséges, hiszen ellenkezd esetben sok

mutanssal és nagyon sokféle kdlcsonhatéassal kellene szamolnunk.

5. A kolesonhatasok parosak, azaz minden egyed kifizetése csak a sajat és a vele kolcsonhatod

egyed stratégiajatol fiigg.

10
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6. A populacioban teljesen kevert a kolcsonhatas, azaz két adott fenotipusu egyed kozti
kolesonhatés 1étrejottének valdsziniisége a fenotipusaik relativ gyakorisagainak a szorzataval

egyenlo.
7. Az egyedek kozotti konfliktus szimmetrikus:

6. a) Egyrészr6l, minden egyed azonosan viselkedhet, azaz minden egyednek azonos a

stratégiahalmaza (azonosak a tiszta stratégiaik).
6. b) Masrészrdl, az egyedek kifizetd fiiggvényei is azonosak.

8. A Kkifizetések oOsszeadodnak (additivak), vagyis, az egymast kovetd kolcsonhatasok

nyereményei 6sszeadodnak.

9. A fitnesz frekvenciafiiggd, azaz a tipusok atlagos novekedési ratai csak az egész

populacidban jelenlévo tipusok relativ frekvenciaitol fliggenek.

Most ismertetem az evolucios jatékelmélet klasszikus alapmodelljét (Maynard Smith 1982),

amely egy szimmetrikus matrixjatékon alapul.

Az els6é Iépésben definialjuk a fenotipusokat! Minden egyednek legyen n tiszta
stratégiaja. Tiszta stratégia nem mas, mint egy konkrét akcido, amelyet egy egyed
kolcsonhatasok sordn alkalmazhat. Tegyiik fel, hogy minden egyed tipusat egy kevert
stratégia adja meg, azaz egy p-strategista az i-edik tiszta stratégiat p; valdszinliséggel
valasztja. E modellben a lehetséges fenotipusokat ezekkel, a tiszta stratégidkon értelmezett
eloszlasokkal, jatékelméleti szohasznalattal Kkevert stratégiakkal definialjuk, tehat ezen

eloszlasok elemei az n-dimenzi6s szimplexnek:

Sy ={peR":p, 20,i=L...n> p =1,

amely szimplex megadja az OsszeS lehetséges fenotipust, azaz e szimplex maga lesz a

fenotipustér.

A masodik lépésben adjuk meg, hogy melyek a kolcsonhatasok kovetkezményei!

cres

akkor az elsé jatékos kifizetését jeldlje a;;, a masodik jatékosét pedig a;. Vegyiik észre,

I

altaldban a; = a;; . Nyilvan ezen kifizetések egy AeR™" kifizeté matrix segitségével adhatok
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meg. Most tekintsiink a p* és a p kevert stratégiaval megadott két fenotipust! Mivel feltettiik,

hogy a kolcsonhatasok additivak, igy e tipusok k6zotti kdlesonhatasok Kifizetései a kovetkezo

tablazat segitségével adhatok meg.

ha p* tipussal jatszik | ha p tipussal jatszik

p* tipus nyeresége p*Ap’ p*Ap

p tipus nyeresége pAp® pPAp

A harmadik 1épésben tekintsiink egy monomorf populaciot, amelyben ritka mutacio
tortént. Jelolje p* a rezidens fenotipust és p a mutans fenotipust. A mutans, p fenotipust
egyedek aranyat jelolje ¢, a p* fenotipusti egyedek aranya tehat (1—¢). Ekkor p* a rezidens
fenotipust atlagos nyereségét a tipusok relativ frekvencidival stilyozott atlagos nyereségeibol

kapjuk, azaz formalisan a p* tipus atlagos nyeresége, ha az egész populacioval jatszik, akkor

L-¢&)p’Ap" +ep"Ap.
Az egész populacioval jatszik” szohasznalat jelentését Selten fenti megjegyzése teszi
vilagossa. Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy kivesziink egy p* tipusu egyedet, majd ez jatszik az
egész populaciobdl véletleniil valasztott egyeddel. Nyilvan, ha a populacidé kelléen nagy,

akkor egy egyed kivétele a populaciobdl nem befolydsolja a tipusok relativ frekvencidit.

Hasonldan a p atlagos nyereségére

(1-&)pAp” +epAp
adédik.

A negyedik Iépésben tegyiik fel, hogy a fenti kifizetések adjdk meg az egyes tipusok

novekedési ratajat, mas szavakkal a ratermettségét (fitneszét).

Most idézek Maynard Smith (1982) konyvébdol

LAn ESS is a strategy such that, if all the
members of a population adopt it, then no
mutant strategy could invade the population
under the influence of natural selection.”

12
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Magyarul: ,,Az ESS olyan stratégia, amelyet ha egy populacio minden egyede hasznal, akkor
nincs olyan mutdns stratégia, amely a természetes szelekcio dltal képes lenne elézonleni a

populaciot.” Most formalizaljuk ezt az intuitiv, verbalis definiciot!

1.1. definicio: A p*eS, rezidens stratégia evollciosan stabilis stratégia (ESS), ha minden
peS,,p=p" mutins stratégidhoz létezik olyan mutns relativ frekvencia kiiszob, &, >0,

hogy 0<e&<e¢, esetén a kdvetkezd egyenldtlenség fennall:

(L—&)p"Ap” +ep Ap > (1-£)pAp” +epAp .

Vegyiik észre, hogy a fenti definicid két tipus novekedési ratajat hasonlitja Ossze, és azt
koveteli meg, hogy minden lehetséges mutans haljon ki. Masképpen megfogalmazva, a

rezidens tipus minden mutacid esetén ujra teljesen egyeduralkodova valik.

Most néhany, a disszertacio szempontjabol fontos allitast és ekvivalens atfogalmazast kell
idéznem, amelyek eredményeim el6zményeinek tekinthetk. Elsonek Maynard Smith és Price

(1973) matrixjatékokra vonatkoz6 ESS-definiciojat idézem.

1.1.2. tétel: p* €S, pontosan akkor ESS, ha a kovetkezo6 két feltétel tejesil:
(i) Egyensulyi feltétel: minden peS,,p=p”, esetén
p*Ap* = pAp”.
(ii) Stabilitasi feltétel: ha valamely peS,,p=p”, esetén p*Ap* =pAp”, akkor ezen p-re

p*Ap > pAp.

Az egyensulyi feltétel azonos a Nash-féle egyensulyi feltétellel, amely a kovetkezot

koveteli meg: Ha az egyik jatékos kitart az egyensulyi stratégiaja mellett, akkor a masik

crer

Tovabba, matrixjatékokra vonatkozoan ismert, hogy kevert Nash-féle egyensuly esetén, azaz

ha p* eintS, minden tiszta stratégia ,hozama”, nyeresége, azaz e,Ap" =(Ap"), azonos,
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vagyis (Ap"); =(Ap") ;- Ennek okan a stabilitasi feltétel azokban az esetekben fontos, amikor

tobb tiszta stratégia figyelheté meg egy adott biologiai esetben. Kevert Nash-féle egyensuly és

igy kevert ESS esetén, minden mutans neutralis abban az értelemben, hogy p*Ap” =pAp”.

A stabilitasi feltétel lényegében Nash feltételének ellenkezdje abban az értelemben,

hogy ha p* kevert Nash-egyenstly, akkor azt kdveteli meg, hogy barmely mas p stratégia

nem lehet Nash-egyensuly, hiszen p-vel szemben p* névelni tudja nyereségét.
A kevert ESS kovetkez6 ekvivalens atfogalmazasat Haigh (1975) adta meg:

1.1.3. lemma: Ha p* €intS kevert Nash egyensuly, akkor p* akkor és csak akkor ESS, ha

minden £20 £eT, ={£eR":) & =0} esetén SAL <0,

Eddig a tipusok ratermettségére koncentraltunk, azaz azt hasonlitottuk dssze, hogy a rezidens
tipusnak mikor nagyobb a ratermettsége, mint a mutansnak. A kovetkezd allitas a rezidens
tipus atlagos ratermettségét és a kevert (rezidenseket és mutansokat is tartalmazo) teljes

populécio atlagos ratermettségét hasonlitja dssze.

1.1.4. tétel: A p* eSS, akkor és csak akkor ESS, ha létezik p*-nak olyan U kdrnyezete a

szimplexben, hogy minden xeU és x=p”, esetén

p*AX > XAX.

Ezek az ekvivalens atfogalmazasok a késobb fontosak lesznek, mert egyik eredményem

alapjait képezik (lasd az 1.2.1. és a 2.1.1. definiciokat).

Vegyiik észre, hogy a matrixjatékokra vonatkozd ESS kétféleképpen is megfogalmazhato.
Elsé megfogalmazas: a rezidens fenotipus fitnesze nagyobb, mint mutans fitnesze. Ez volt
Maynard Smith és Price, eredeti megfogalmazasa. Masodik megfogalmazas: a rezidens
fenotipus fitnesze nagyobb, mint az egész populacié atlagfitnesze. A késébbiekben kidertilt,
hogy e masodik megfogalmazasra épiilnek azok az ESS-fogalmak, amelyek nemlinearis

fitneszfiiggvényekkel megadhato szelekcios szituaciokat irnak le (lasd a 2.1 szakaszt).

14



dc_1650_19

Replikatordinamikak

A darwini evolucidelmélet alapvetden dinamikus szemléletli, hiszen a tipusok relativ
aranyainak (eneraciordl generaciora torténd valtozasat figyeli meg. Az eléz6ekben idézett
allitasok statikusak abban az értelemben, hogy nem kapcsoldodnak szelekcios dinamikakhoz.
Csak azt jellemzik, hogy milyennek kell lennie az evolucié végallapotanak, amennyiben ez
l1étezik. Természetesen vetddik fel a kérdés: Mi a kapcsolat a statikus ESS és a természetes
szelekciot leird dinamikak kozott? Masképpen megfogalmazva: Az ESS stabilis egyensulyi

helye-e a szelekcios dinamikanak?

Els6 1épésben vezessiik le a szelekcios dinamikat olyan populaciokra (Taylor és Jonker
1978), amelyek teljesitik az evolucios a matrixjaték-modell fent ismertetett feltételeit (lasd a
10-11. old., 1-9 pontokat). Tekintsiink most az altalanos esetet, amikor m tipus van a
populacioban, azaz a populacid polimorf. Jeldlje x; az i-edik tipus relativ frekvenciajat és
f,:S, > R a fitneszét, amely esetlinkben a kiilonbozd tipusok relativ frekvenciditol fligg.

Jelolje a populacié atlagfitneszét f(x) ::Z:fi (x)x, . Ekkor a kovetkezd diszkrét idejii

replikatordinamika adja meg egy generaciovaltasra a populacio Osszetételének megvaltozasat:

fi(x(t))
(t+1)= ! (t).
S s xom
i

Ez azért replikatordinamika, mert itt a replikacio tokéletes, azaz az i-tipusu sziiloknek csak i-

tipust utodai vannak. Emiatt az i-tipus frekvenciajanak valtozasa kozelitdleg

[ f; (x(t)) - Z fj (X(t))xj (t)J

((T+AL) —x; () = At :
X (t+At) =, (t) >, (x®)x; (1)
j

X (t) -
Ebbdl adodik, hogy

[fi(X)—Z fj(X)Xj}
j
Z f; (X)X;
j

Xi :Xi

Mivel a biologiaban az atlagfitnesz mindig szigortian pozitiv, a fenti dinamika ekvivalens a

kovetkezd folytonos idejli replikatordinamikaval:
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X; :Xi[fi(x)_zfj(x)xj}
j

Erdemes megemliteni, hogy az i-edik tipus % /x relativ novekedési ratija egyenld az i-edik

tipus  f; (x)—ij(x)xj relativ elonyével. A relativ elony viszont egy formalis
i

megfogalmazasa a kdvetkezé darwini dogmanak: ,,Az a tipus terjed a populacioban, melynek
rdatermettsége nagyobb, mint az dtlagos ratermettség.” Megjegyzem, a szimplex invarians a

replikatordinamikakra nézve.

A kovetkezében két olyan specialis esetet emlitek meg, amelyek kulcsszerepet jatszanak a
késobbiekben.

Monomorf populaciora vonatkozo replikatordinamika.

Tekintsitk a monomorf populaciét, amelyre a statikus ESS-definicié vonatkozik! Ekkor csak
két tipus van, a rezidens p* €S, és a mutans peS, stratégiaval, rendre (1-¢) és & relativ
gyakorisaggal. Behelyesitve a replikatordinamikaba kapjuk a mutansra vonatkozé monomorf
replikatordinamikat

é=e(l-&)(PAP" —p"Ap” +&(PAP —p"Ap—pAp” +p°Ap’)),

amelyre igaz a kovetkezo:

1.1.5. lemma: A p* €S, akkor és csak akkor ESS, ha minden peS,-re az £¢=0 lokalisan

aszimptotikusan stabilis a monomorf replikatordinamikara nézve.

Ebbdl az allitasbol kiindulva sikeriilt kiterjeszteniink az egy fajra bevezetett ESS fogalmat a

tobb egymassal kolcsonhato faj esetére is, lasd a 3.1. szakaszt.

Polimorf populaciéra vonatkozé replikatordinamika

Tegyiik fel, hogy minden egyed csak egyetlen, genetikailag meghatarozott, tiszta stratégiaval
rendelkezik. Ekkor a tiszta stratégiak szamaval (azaz n-nel) azonos szamu tipus lehet jelen a
populécidban, ezért ezt az esetet polimorf populdcionak nevezziik. Mivel a kdlcsonhatés jol

kevert, és a populacio tetszélegesen nagy, a polimorf replikatordinamika a kovetkezo alaka
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A kovetkezd két ismert allitas fontos lesz a késGbbiekben.

1.16. lemma: Ha p"eS, Nash-egyensuly, akkor egyensulyi helye a polimorf

replikatordinamikanak is.

A kovetkez6 allitast szokas a jatékelméleti dinamikak alaptételének is hivni (Hofbauer
¢s Sigmund 1998).

1.1.7. tétel: Ha p* €S, ESS, akkor p* lokalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helye a
replikatordinamikénak.

Két fontos észrevételt kell tennem. Egyrészrdl a polimorf replikatordinamika nem
evolicids dinamika, hiszen nem tekint mutdnsokat. Biolégus szemmel inkabb 6koldgiai
dinamika, hiszen kiilonbozd tipusok relativ frekvencidinak véltozasat adja meg. Masrészrol,
matrixjatékok esetén a monomorf és polimorf populaciok allapotai kozott 1ényegében egy
linearis leképezés all fenn. Pontosabban, minden p*,p,e monomorf allapothoz pontosan egy
x=[1-&)p"+&p”, polimorf populacidallapot tartozik. E két észrevétel fontos lesz majd a 2.

fejezetben.

Jegyzet

E fejezetben idézett tételek bizonyitdsai megtalalhatok Hofbauer és Sigmund (1998)
kdnyvében.
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1.2. Az evolucidésan stabilis allapot fitneszvariancian alapulo jellemzése

E szakaszban az ESS dltalam megadott ekvivalens dtfogalmazasat ismertetem.

A darwini evolucio elmélet egyik Vissza-visszatéré kérdése a kovetkezd: Van-e olyan
mennyiség, amely monoton valtozik a szelekcid soran? Gondoljunk csak a természetes
szelekcid Fisher-féle alaptételére (1930, 1958): ,,Az éldlények dtlagos fitnesze folyamatosan
né és e névekedes rataja ardnyos a fitnesz varianciajdaval.” Sajnos, Fisher ezen eredménye az
evolucios jatékelméletben csak akkor igaz, ha a kifizet6 matrix szimmetrikus. Mi van, ha nem

szimmetrikus a kifizetd matrix, vagy altalanosabb fiiggvény adja meg a kifizetéseket?

En abbol indultam ki, hogy a replikatordinamika egyenstlyi pontjaban a fitnesz
variancia 0. Instabilis egyensuly egy kornyezetében altalaban nénie kell a fitneszvariancianak
hiszen, mint minden variancia, a fitnesz variancia is pozitiv. Ebb6l kiindulva a kovetkez6
kérdést tettem fel: Mi torténik a replikatordinamika megoldasai mentén a fitneszvarianciaval
az evolucidsan stabilis allapot egy kornyezetében? Mivel a matrixjatékoknal altalanosabb
estet vizsgaltam, be kell vezetnem néhany definiciét. Mint az altalanos replikatordinamika
levezetésekor, tegyiik fel, hogy ha a populacio x allapotban van, akkor az i-edik tiszta
stratégia nyeresége, margindlis fitnesze f,(x). Vegylk észre, a marginalis fitneszrél nem
tettiik fel, hogy linearisan fiiggjon a populacio x allapotatol! Ekkor a replikatordinamika a

kovetkez6

&=&[um—zﬁﬂmm}
]

Nyilvan a replikatordinamika belsé egyensulyi helyét a kovetkez6 egyenletrendszer adja meg

f,)-D f,00%, =0, (i=1..,n),
i

Nem linearis marginalis fitneszfliggvény esetén az evolucios stabilitas definicioja a kovetkezd

(Hofbauer és Sigmund 1990):

1.2.1. definicié: Az x" populacidallapot evolucidsan stabilis, ha létezik x*-nak a szimplexben

egy olyan U kornyezete, hogy minden xeU és x=X", esetén
DX 0> D % f(x).
i i
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Vegyiik észre, hogy a nem linearis marginalis fitnesz esetére vonatkoz6 1.1.1.
definicio az 1.1.4. tételnek fel meg, és nem feleltetheté meg a matrixjatékokra vonatkozo

1.1.2. definicioval.

Kovetkez6 eredményeimet egy kicsit er6sebb definiciora bizonyitottam, nevezetesen

regularis ESS-nek neveztem el, azt a nem elfajul6 esetet, amikor a relativ elény fiiggvénynek,

azaz aR(x*,X)=ZX}‘fJ—(X)—ij f;(x) fliggvénynek, a deriviltja nem elfajulé az x*-ban a
i i

szimplexre nézve. Megjegyzem, e feltétel az 1.1.3. lemmaval analog feltétel.

1.2.2. definicio: Ha a populacié x allapotban van, akkor a marginalis fitneszvarianciat,

roviden fitneszvarianciat a kovetkez6 képpen adjuk meg

2
V(x)=j£)q[n(x)—§:fjooij.
i i

Nyilvan a replikator dinamika belsé egyensulyi helyén V(x*)=0. Tovabba azt is

észrevettem, hogy kevert regularis ESS kornyezetében a fitneszvariancia szigoriian konvex.

A kovetkez0 két allitast bizonyitottam:

1.2.3. tétel: Ha a replikatordinamika egyensulyi helye x* regularis ESS, akkor ennek
kornyezetében a replikatordinamika minden megoldasa mentén a fitneszvariancia szigortian

monoton csokken.

1.2.4. tétel: Tekintsiink a replikatordinamika egy x* belsé egyensulyi helyét, és tegyiik fel,
hogy a relativ elony fliggvény nem elfajuldo. Ha x* egy kornyezetében a fitneszvariancia

szigoruan monoton csokken a replikatordinamika minden megoldasa mentén, akkor x*

regularis ESS.

Elészor megjegyzem, hogy a regularitasi feltétel nem erds abban az értelemben, hogy
a nem linearis marginalis fitnesz fliggvények dont6 tobbségére teljesiil. Tovabba, ha

matrixjatékokat tekintlink, akkor a kevert ESS csak regularis lehet.

Masodszor, a fenti két tételem egyiittesen adja a replikatorok szelekcigjara vonatkozo

,masodrendu alaptételt”: 4 replikatorok fitneszvariancidja az egyensuly egy kornyezetében a
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replikatordinamika megolddasai mentén szigoruan monoton csékken akkor és csak akkor, ha
ez az egyensulyi hely regularis evoluciosan stabilis dallapot. Vegyiik észre ez az allitas az
evolucids stabilitas és a fitneszvariancia monoton csokkenése kozott fennalld kapcsolatot

mutatta ki!

Harmadszor, az 1.2.3. tétel egy 0j bizonyitas arra, hogy az ESS lokalisan
aszimptotikus egyensulyi helye a replikatordinamikanak (vesd 6ssze 1.1.7. tétel). Ez azon
mulik, hogy a fitnesz variancia lokalis Lyapunov-fliggvénye a replikatordinamikanak, ha az

ESS regularis.

Negyedszer, az ebben a fejezetben bemutatott eredményeim igazak nem szimmetrikus
matrixokra is. Ezt a matematikaban ugy fejezik ki, hogy a fenti allitasok jellemzik a
matrixjatékok ESS-ét.

Jegyzetek

1. A fenti allitasok bizonyitasai a Garay, J. (2003) When does the variance of replicator
fitness decrease? J. Math. Biol. 47: 457464, cikkben talalhatok.

2. A fentieken kiviil azt is Kimutattuk, hogy a természetes szelekcio Fisher-féle alaptétele
atfogalmazhat6 a relativ eldny segitségével. Nevezetesen, ha a kifizeté matrix szimmetrikus,
akkor igaz a kovetkez6 atfogalmazas: A relativ eldny fliggvény szigortan monoton csokken a
replikator dinamika megoldasai mentén, és a csokkenés rataja aranyos a replikatorok
marginalis fitneszeinek varianciajaval, lasd Garay, J. Varga, Z. (1999) Relative advantage: a

substitute for mean fitness in Fisher's fundamental theorem? J. Theor. Biol. 201:215-218.

3. Tovabba a kovetkezé allitast is igazoltam: Altalanos replikatordinamika esetén az
utddpopulécid relativ elénye a sziild populacidval szemben pozitiv, és ardnyos a sziiléi
populdcié a fitneszvariancidjaval. Ez Ugy is megfogalmazhaté, ha a sziilé- és az
utédpopulaciok jatszananak egymas ellen, mindig az utdod populacid lenne a jobb, és annal
jobb minél nagyobb volt a sziiléi populacioban a fitneszvariancia, lasd Garay, J. (2007)
Relative advantage and fundamental theorems of natural selection. In. Mathematical
Modelling of biological Systems, vol. Il. : Eds: Deutsch, A, Parra R.B., Boer, R.J., Dieckman,
0., Jagers, P., Kisdi E., Kretzschmar, M., Lansky, P., Metz, H. 63-74. Birkhauser, Boston,

Basel, Berlin
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1.3. A nem teljesen kevert kolcsonhatasok esete

Megmutatom, hogy az evolucios jatékelméleti modell 6. alapfeltétele: ,,A kélesonhatais

teljesen keverz. ” miért is alapfeltétel.

A 6. feltétel az volt, hogy két adott fenotipusu egyed kozti kolcsOnhatas létrejottének
valoszinlisége egyenld az adott fenotipusok relativ gyakorisagainak a szorzatdval. E
fejezetben azt mutatom meg, hogy az altalanos jatékelmélet szempontjabol a 6. feltétel
megvaltoztatasa milyen kovetkéményeket von maga utan. Az ilyen jatékokat az irodalomban

ugy ismerik, mint ,,jaték rokonok k6zott” (Grafen 1979, Hines és Maynard Smith 1979).

Tekintsiink egy nem teljesen kevert aszexualis populaciét, ahol O<y<1
valdszinliséggel azonos fenotipusok hatnak koleson, és 1—y valdsszinliséggel a teljes

populaciobdl egyenletes valdszinliséggel véletleniil vélasztott egyeddel 1ép kolcsonhatasra
minden egyed. Vegylik észre, most megadtunk egy parba allasi folyamatot, amely minden

egyedre azonos, ¢s a kovetkez6 két eloszlassal jellemezheto:

Xo(ey)=l G4 d o
" y+-n)l-¢) @-p)s

«q ©
X, (8,7)::{ Ay 0" Ay oy
@-y)i-¢) y+@-7)k
ahol X <>Y jeloli az interakciot az X és az Y fenotipusok kozott, és q°,q,, €S, a rezidens és
a mutans fenotipusok stratégiajat jeleldli, értelem szerint. Mivel y+(1—y)1—&)+1—y)e =1, és

L-yNl-g)+y+{@-y)e=1, ezért Xq(e,7) és X, (&,7) valoban eloszlasok.

Most kovessiik a Maynard Smith-féle evolucios stabilitas intuitiv definiciojat: Ha a
mutans kelléen ritka, akkor a rezidens atlagos nyeresége nagyobb, mint a mutansoké,

formalisan

W(q*-QM ) XR(g))>W(qM a4 Xy (5))1

ahol, rendre W(q*,qM,XR(g)) és W(qM,q*,XM(g)) jeloli a rezidens és mutans fenotipusok
atlagos nyerségét. Mivel a kolcsonhatasok eloszlasai linearisak y -ban, a fenti egyenl6tlenség

a kovetkezo6 alakra hozhato:

21



dc_1650_19

[ +@-rNa-eVlaa’)+@-y)ev(a.ay,)>
b+ @)V (@G )+ @7 )a- e (ay.a7)

ahol V(X ,Y) jeldli az X fenotipus kifizetését, ha Y fenotipussal hat kdlcson. Most vegylik a

két szélsoséges estet:

A) Ha y =0, akkor

@-eNVla.a')+ (g au)> & (@u.au)+ @V (au.a°),
azaz visszakaptuk Maynard Smith eredeti ESS-fogalmat (v6. az 1.1.1. definicioval)!

B) Ha y =1, akkor " csak akkor evoltcidsan stabilis ha

V(g a')>V(au.au)-

Megjegyzem, ez azt jelenti, ha minden kolcsonhatds csak azonos fenotipust egyedek kozott
jon létre, akkor a darwini dogmabdl nem adodik a Nash-feltétel, azaz az ESS feltétel sima
optimalizaciova egyszeriisodik. Olyan ez, mintha ,eltliinnék” a jatékelméleti konfliktus, ha

csak azonos fenotipusu egyedek hatnak kolcson.

Eddig altalanos kolcsonhatasokat tekintettiink, most megvizsgaljuk azt az estet,

amikor két egyed kozotti kolcsonhatds egy szimmetrikus matrixjatékkal irhato le, azaz

V(q,p) =qGp, ahol G € R™". Két tovabbi feltétellel éliink.

1. Tegyiik fel, hogy létezik q* kevert ESS, azaz q"Gq” =qGq", és q°Gq>qGqg minden qeS,

esetén.
2. Tegyiik fel, hogy a qGq fiiggvénynek létezik X" eintS, maximuma, azaz x’Gx* >qGq

minden qe S, X" #(q esetén.

Felvetddik a kérdés: Létezik-e olyan » € (0,1), hogy X" lecserélje g’ ? A valaszhoz keressiink

olyan y €(0,1) szamot, hogy minden 0< ¢ <1 esetén teljesiiljon

[ +1—y)1-)K'GX +(1-y)ex’Gq" > [y +(1—y)ela"Gq" + (1— ¥ J1-£)g"GX".

Vegyiik é€szre, nem koveteltik meg, hogy ¢ Kkicsi legyen! Mivel, q* kevert ESS, igy

(" —x")Gqg" =0, amit felhasznalva a fenti egyenl6tlenség a kovetkezo alakra hozhato:

yXGX —q'Gq" > - ) (- &)@ —X)GKX —q7).
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Tovabba, ha q* kevert ESS, akkor (g —x")G(x* —q") >0, igy minden y e(O,l) esetén a fenti
egyenlétlenségnek mindkét oldala szigoran pozitiv. Tovabba az is sziikséges, hogy rogzitett

7 €(01) esetén a fenti egyenldtlenség egyszerre teljesiiljon £ =0-ra é¢s e=1-re. Ha £=1,

akkor az egyenl6tlenség mindig teljesiil, hiszen x* maximum hely. Az £ =0 estre vezessiik

be a kovetkez6 szamot:

@ -xX)GKx -q’) .
X'GX —q'Gq +(a" -X)G(X" -q")

7=

Nyilvén y e (0,1), ¢s minden 7 <y <1 estén a maximalis X" lecseréli a kevert ESS-t a " -ot.
Ez azt jelenti, ha az azonos fenotipusu egyek kozott (pl. klonok, homozigdta monogam
csaladok) eléggé gyakori a kdlcsonhatas, és ezzel parhuzamosan a nem azonos fenotipusu
egyedek kozott meg kelléen ritka a kolcsonhatas, akkor az ESS-t lecseréli az azonos

fenotipusok kozotti fitneszmaximalizald (formalisan qGq) fenotipus, azaz az ESS nem az

evolucid végallapota.

Jegyzet

Tovabbi részletek e targyban itt talalhatok: Garay J., Varga Z. (2011) Survivor's dilemma:
Defend the group or flee? Theor. Pop. Biol. 80: 217-225.
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1.4. Az irigységrol

Ebben a fejezetben egy klasszikus evoliicios modellbdl indulok ki, amelyet t6bbszintii
szelekcios modellé fejlesztek.

Az egyenldségre torekvé emberekre jellemz6 az ,,0ther-regarding preference” (Dawes et al.
2007), azaz sajat koltségiikon megvaltoztatjak masok nyerségét, vagy csokkentve a tul sokat
nyer6 bevételét (Zizzo 2003), vagy ndvelve a til keveset nyerd bevételét. Ehhez kapcsolodik
az egyenlotlenségtol vald averzid, amikor az emberek hajlamosak elutasitani az egyenlétlen
helyzeteket (Fehr és Schmidt 1999). Nem csak az embereknél (Dawes et al. 2007), de
kapucinus majmoknal (Brosnan és de Wall 2003, Takimoto et al. 2009), csimpanzoknal
(Brosnan et al. 2005) és kutyaknal (Range et al. 2009) is megfigyelték e jelenséget. A
kozgazdasagi jatékelmélet alapjan (amelynek raciondlis jatékosa csak sajat nyereségét
maximalizalja) ez a jelenég, nevezetesen egy jatékos sajat koltségén valtoztatja masik jatékos
nyereségét anélkiil, hogy ez ndvelné sajat nyereségét, nehezen értelmezhetd (Dawes et al.
2007). Ilyenkor a kozgazdaszok egy ugynevezett hasznossagi fiiggvényt (utility function)
vezetnek be, amely kombinacidja mindkét jatékos nyereségfliggvényének, és ezt tekintik
kifizeto fiiggvénynek, hogy kezelni, magyarazni tudjak e jelenséget (Lehmann 2001, Goel és
Thakor 2005).

E fejezetben, a darwini relativ elonyre (egy fenotipus atlagfitneszének és a populacié
atlagfitneszének kiilonbségére) tamaszkodva, kimutatom, hogy az ,other-regarding
preference” milyen feltételek mellett lehet evoltcidsan eldnyds. Ismert, hogy a biologiaban a
fitnesz maximalizalasa nem mindig garantalja a maximalis relativ elényt (Garay és Varga
2005). Erre most két példat hozok. Egyrészrél a Hamilton-féle rosszindulat (Hamilton 1970,
1971) (amikor egy egyed sajat koltségén kart okoz versenytarsanak) evolucidsan akkor
elényds, ha az okozott kar nagyobb, mint a kéarokozas éaraként elszenvedett kar, és e
rosszindulati kdlcsonhatas fokképpen nem rokonok kozott torténik. Masrészrél az adakozés
altruista cselekedetnek tekinthetd, ha csokkenti az adakoz6 €s noveli a kedvezményezett
fitneszét. Az altruista taplalékmegosztas jol ismert jelenség a féemlésoknél (Burkart et al.
2007; Kasper et al. 2008). Az adakozas nem var el kozvetlen vagy kozvetett eldnydket
(Nowak és Sigmund 2005a), barmiféle viszonzast a jovoben (Garay 2009), nem rokonsagi
viszonyhoz kotott, nem mellékterméke egy onz6 cselekedetnek (lasd ,,by-product” altruizmus
Fruth és Hohmann 2002), és nem olyan egyedek kozott torténik, akik kozosen nevelik
kicsinyeiket (Burkart et al. 2007).
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1.4.1. Az irigység és az adakozas

El6szor ismertetek egy human kisérletet (Dawes et al. 2007), amelyben minden résztvevo egy
szamitogép monitoran latta a sajat és a tobbiek véletleniil kiosztott nyereményeit. A véletlen
sorsolas okan lényeges eltérések lettek a nyeremények nagysagéban. Eztan a részvevok,
névteleniil, harom lehetséges akcid egyikét valaszthattdk: nem csinaltak semmit, adakoztak
vagy kart okoztak. A neutrdlis kozonyos nem csindlt semmit. Az adakozo sajat —C koltségén
segit valakinek, akinek a nyeresége b. A rosszindulatu sajat —C koltségén art valakinek, akinek
vesztesége —b. A Kkisérletben c=1 és b=3 volt. Azt figyelték meg, hogy a fenti akciok

gyakorisagai fiiggnek a véletlen nyeremények kozotti kiillonbségtol és a kovetkezo Osszesitést

kozoltek:

art ad
28,2% 17,2%

szegény gazdagnak _ .
Irigység Kliitaimnésztra-stratéga

q ) . 13,6% 31,7%

gazdag szegényne )

Rosszindulat | Adakozas

1.4.1. tablazat: Az egyszerliség okan irtam be a fenti tablazatba, mely cselekedetet,
viselkedést minek nevezem. Példaul, Kliitaimnésztra-stratégiat kovet valaki, ha ¢ sikertelen,
akkor adakozik a legsikeresebbnek, de sem nem irigy, sem nem rosszindulata. Jelen
szakaszban azt vizsgaljuk meg, hogy a tablazatban bevezetett viselkedések mikor lesznek
evoluciosan elényosek. Vegyiik észre, hogy az irigység és az adakozas csokkenti az egyedek

kozotti kiilonbséget, mig a rosszindulat és a Kliitaimnésztra-stratégia noveli azt.

Tekintslink egy aszexudlis populaciot. Megjegyzem, e feltétel kizarja a nemektdl fliggd
emberi irigység vizsgalatat. Ismeretes, a férfiti irigység foképpen anyagi forrasokra, statuszra
¢és szexudlis teljesitményre, mig a noéi irigység fokképpen a szexualis vonzerdre (ruhdk,
¢kszerek) iranyul (Hill és Buss 2006). Az egyedek viselkedése fiiggjon sajat és tarsa sikerének
kiilonbségétoél, azaz tekintsiik az ,,0ther-regarding preference”-t a fenotipusnak! Ehhez

nyilvanvaldéan az kell, hogy az egyedek pontosan ismerjék tarsaik nyereségét (pl. mennyi
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¢lelmet halmoztak fel, hany gyermekiik van). A kolcsonhatas kettonél tobb egyedet
tartalmazd csoportokban torténik. Bar ismert, hogy az egyiittmiikodés evolucidja soran az
egyenl6tlenségtdl vald averzid fontos szerepet jatszhatott (Fehr és Fischbacher 2003; Taylor
et al. 2007; Johnson et al. 2009), most nem tekintjiik a fogolydilemmat mint a nyereség
forrasat. Most egy egyszerii sorsolassal all el6 az egyedek nyeresége (v6. Dawes et al. 2007;
Lehmann 2001). A véletlen forraskiosztas fontos, hiszen ez fog kiilonbségeket generalni az
egyedek kozott. Tovabba nem ismétléses jatékot tekintiink, igy nincs lehetdsége a jovobéli
bossztinak (Li et al. 2010), biintetéseknek (Scheuring 2010) vagy szocialis normaknak
(Ohtsuki ¢és lwasa 2006). Az egyedeknek legyen genetikailag rogzitett a stratégiajuk és
minden azonos genotipusu egyednek azonos a kifizetése. Ehhez az kell, hogy az egyedek
képességei, adottsdgai kozott ne legyen kiilonbség, azaz ugyanolyan erdsek, agresszivek,
ugyanugy tudnak artani, kart okozni, sth.). Az irigy és a rosszindulata tipusok kart okoznak
tarsaiknak. A karokozas most legyen koltséges cselekedet, ami a karvallottnak csokkenti a
ratermettségét, példaul elpusztitia az Osszegylijtott, elraktarozott ételét, vagy meg6li a
célszemély gyermekét. A f6 szempont az, hogy a karokozas nem hoz egyik érintettnek sem

kozvetlen hasznot, viszont koltséges.

Az irigység feltételes rosszindulat

Annak tamogatasara, hogy az irigységnek lehetnek evolucios gyokerei, két példat emlitenék.
Ha a mexikoéi Tzintzuntzan faluban egy asszony terhes, akkor ezt a csaladja, amig lehet, addig
titokban tartja, amikor mar nem titkolhatd, a csalad sohasem biiszkélkedik a terhességgel,
mivel az ujsziilottek nagyon kivanatosak, és az anya meg a baba is szenvedhetnek masok
irigységétol (Foster 1967). A csimpanzoknal eléfordul, hogy egy néstény megoli egy masik
ndstény kicsinyét (Townsend et al. 2007; Pusey et al. 2008). Ennek kozvetlen hatasa az lehet,
hogy csokken a forrasokért folytatott verseny. Kozvetett hatdsa pedig az, hogy igy a
gyermekgyilkos anya noveli sajat utddainak relativ aranyat a kovetkezd generaciokban
(Dobson et al. 2000).

Az irigység jol ismert az emberi kozdsségekben (Schoeck 1966), tiltjak a monoteista
vallasok (lasd Tiz Parancsolat), fontos szerepet jatszik a biindzésben, a kozgazdasagban, a
forradalmakban (Schoeck 1966) és a népirtasokban, ahol egy fontos indok, hogy a , kiirtand6”
célcsoport a multban igazsagtalan elényoket élvezett (Dutton et al. 2005).

A darwini evolucioban a ratermettség fiigg a tuléléstdl és az utdodszamtol, ezért a

karokozds vagy a célzott egyed Osszegylijtott élelmének, vagy utddjanak elpusztitasa.
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Definialjuk most a rosszindulatu fenotipust: sajat karan feltétel nélkiil okoz kart ugy, hogy
nincs beldle konkrét elénye.

Irigység (Smith és Kim 2007) akkor ébred az emberekben, amikor 6sszehasonlitjak
sajat tulajdonukat masok tulajdonaval. Az irigy ember titkolja, ha kart okoz valakinek
(Schoeck 1966). A névtelenség fontos feltétel a human kisérletekben is (Dawes et al. 2007),
ami kizarja a karokozas megtorlasat. Erre tamaszkodva, a kovetkez6 definiciot adjuk az irigy
fenotipusra: az irigy csak azoknak okoz kart, akik sikeresebbek nala, a karokozas
valosziniisége né a fitneszkiilonbséggel, és eltitkolja tettét. Megjegyezem, a fitneszkiilonbség
nemcsak az embernél noveli az irigység fokat (Vickery et al. 2003). A kannibal haromtiiskés
piko (Gasterosteus aculeatus), ha fajtarsanak tobb ikraja van, akkor tobb ikrat eszik meg
(FitzGerald 1992).

Most tekintsiik azt az esetet, amikor minden egyed alapbevétele ugyanabbol a véletlen
eloszlasbol szarmazik, ebben az esetben mar lesz kapcsolat az irigység és a darwini relativ
elény kozott.

Legyen a csoportméret n>2 rogzitett, és 0<m=<n jelolje az irigyek szamat, N-m pedig
legyen a k6zonydsek szama. A kozonyos fenotipus nem valtoztatja meg tarsa nyereségét (azaz
nem mutatja az other-regarding preference-t). Mivel most a bevétel egy véletlen nyeremény,
igy a k6zOny0s stratégia az ésszer(, hiszen ez maximalizalja a bevételt.

Mikor érdemes irigynek lenni? Akkor, ha a varhato fitnesz csokkenése egy irigy
egyednek kisebb, mint a koézonyosé. Be kell vezetni néhany jelolést. Az irigy egyed
megprobalja megrongalni mas tulajdonat. A karokozas valdsziniiségét jelolje p(X,Y), ahol X
az irigy, Y az aldozat fitneszét jeloli. Az irigység fokozodik az egyedek kozti kiilonbséggel
(Dawes et al. 2007). Mivel nincs informacionk e novekedés jellegérdl, tekintsiik a kovetkezd
fiiggvényt

0 if X>Y

mxy):&w—xy if X <Y

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy kezdetben minden egyed kap egy véletlen
fitneszértéket egymastol fiiggetleniil, két kiilonbozo érték koziil ai>ap. Jeldlje q a titkos
karokozas esélyét. Ha noveljik o-t, akkor az irigyek egyre érzékenyebbek lesznek a
fitneszkiilonbségre. Az irigységnek azonban ara van, jelolje ezt az arat c(X,Y), de az
egyszeriiség kedvéért legyen c(X,Y)=c. Tegyiik fel, hogy minden egyes irigy megprobal az
Osszes nala sikeresebb egyednek kart okozni, de csak egyetlen egyszer. A kdrokozas mértéke

legyen d(X,Y), és az egyszerliség kedvéért legyen fix része az aldozat fitneszének,
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d(X,Y)=dY. Természetesen C, d, q és a nemnegativ paraméterek és az els6 harom altalaban
kicsi. Vegyiik észre, sem a neutralis, sem a rosszindulatu stratégia atlagosan nem csokkenti az
egyenl6tlenségeket a csoporton beliil, de az irigység igen, ha a karokozas ara kisebb, mint

maga a kdr, ¢ <da,, de nem eredményez teljes egyenldséget.

Irigyek és kozonyosek

crer

tekintiink:

El6szor tegyiik fel, hogy a karokozas additiv (Dawes et al. 2007), azaz az irigyek kiilonboz6
tamadasainak hatasa 6sszeadodik, részletesebben, ha egy egyednek az alapfitnesze Y volt, és
6t megtamadta k szamu irigy, akinek a fitnesze rendre Xi, Xo, ..., Xk , akkor az aldozat
elszenvedett kara
d(X,Y)+d(X,,Y)+...+d(X,,Y)=kdY.

Az irigyek elénye abbdl adododik, hogy senki sem okoz maganak kart, tehat atlagosan a
kozonyosoket eggyel tobb kartétel érheti, mint az irigyeket. Igy az irigység elterjed, ha egy
irigy egyedre nézve a kartételek varhatd éara kisebb, mint az elszenvedett karok varhato
Osszege. Ez az allitds 0sszhangban van Hamilton eredményével (Hamilton 1970, 1971b),
szem el6tt tartva, hogy esetiinkben az irigyek mind az irigyeknek, mind a kdzonydsoknek
azonos valoszinliséggel okoznak kart. Azt talaltuk, hogy az irigyek telitddés nélkiil terjednek

akkor és csak akkor, ha

c< -2 d,
n-1

fiiggetleniil att6l, hogy hany irigy van a populacioban. Ez azt jelenti, ha a fenti egyenl6tlenség
igaz, akkor az irigy fenotipus szigorti ESS; ha nem igaz, akkor a k6zonyos fenotipus szigora
ESS. Tovabba, mivel az irigység feltételes rosszindulat, a csak rosszindulati egyedeket
tartalmazo csoportban tobb kartétel torténik, mint a csak irigyekbdl allo csoportban, igy az
irigység csokkenti a rosszindulati versengés arat (azaz a karokozas aranak és kartétel

értékének Osszegét).

Masodszor tegyiik fel, hogy a karokozas multiplikativ, és a kumulativ kar fiiggetlen a
karokozasok sorrendjétdl, akkor k fliggetlen karokozasnak eredménye a 1—(1—d)*. Most az
irigység akkor terjed el, ha az 0sszes karokozas ara plusz az m-1 irigytdl elszenvedett kar

kisebb, mint az m irigyt6l elszenvedett kar, formalisan
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k-1

c< [1—%(a2—a1)“qdj &.

Ez feltétel fiigg attol, hogy hany irigy van a csoportban, igy most 1étezik kevert evoluciosan
stabilis allapot. Az a1=1, a,=2, n=10, a=1, g=0.1 és d=0.2 paraméterértékek mellett az 1.4.2.
tablazat tartalmazza az irigység aranak kiiszobértékeit. Ha ¢ kisebb, mint a cm kiiszob, akkor

az irigység elterjed, ellenkez6 esetben a kozonyods lesz a jobb.

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ck | 0.04444 | 0.04400 | 0.04356 | 0.04312 | 0.04269 | 0.04226 | 0.04184 | 0.04142 | 0.04101 | 0.04060

1.4.2. tablazat: Kiiszob értékek az irigység arara

Példaul, ha cm=0.04269, akkor m=5 a kevert ESS, azaz ha az irigyek szama kisebb, mint 5,
akkor az irigyek szama nd, ha nagyobb, mint 5, akkor a kézonyodsek szama né. Csupan
Osszehasonlitas végett: ha ¢<0.04444, az additiv modellben azonos paraméter mellett az irigy

fenotipus szigora ESS (irigység jobb minden m-re).

Megjegyzem, ez a modell is jol példazza, hogy a klasszikus evoliciés matrixjatékok 8.
feltétele (a kifizetések additivak, azaz az egymast kovetd kolcsonhatasok nyereményei

0sszeadodnak) Iényegesen befolyasolja a klasszikus modell joslatat.

A kozonyos, az irigy meg a rosszindulatu

Legyen most a hatas additiv, és tekintsiik a kozonyosek, az irigyek és a rosszindulatiak egy
kartétel nagyobb, mint kartétel ara, akkor a rosszindulata nyer, mivel a feltétel nélkiili kartétel
jobban noveli a relativ elonyt, mint az irigy feltételes karokozéasa. Kovetkezésképpen az irigy
¢és a rosszindulatt fenotipusok sohasem élhetnek egyiitt ebben a modellben.

Most szeretném megmutatni, hogy a Hamilton-féle rokonszelekcié gondolatkore
relevans ebben a kérdésben. Legyen az irigy-rosszindulatu stratégia a kovetkezd: irigy a
testvéreivel és gonosz a nem testvérekkel. Nyilvan az egyedeknek tudniuk kell, kik a
testvéreik €s kik nem azok, €s ami fontos, hogy a viselkedés fiigg a rokonsagi foktol. Azt
talaltuk, hogy kevert populaciokban az irigy-rosszindulatti fenotipus kiszelektalja a kozonyds

¢s a rosszindulatii fenotipusokat, mivel a csaladokon beliil kevesebb a karokozas, mint a
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csaladokon kiviil, feltéve hogy az irigy-rosszindulati egyedek képesek nem nulla
valosziniiséggel (4>0) felismerni csaladtagjaikat.

Ha /=1, akkor az, hogy egyszerre megfigyelhessiik az irigy ¢€s rosszindulata
karokozasokat, fligg a csoport és a csalad méretétdl is. Ha az 6koldgiailag meghatarozott
csoport mérete nagyobb, mint a csalad mérete, akkor e két viselkedési modot egyszerre is
lathatjuk. Ha viszont csak csaladok alkotjak a csoportokat, akkor a csoportokban kell id6
eltelte utan csak irigy karokozast figyelhetiink meg, mivel minden csalad csak irigy-
rosszindulat fenotipust egyedekbdl fog allni. Nyilvan egyetlen irigy-rosszindulati csaladban
a rosszindulati mutansnak relativ eldnye van a nem mutans csalddtagjaival szemben. A
kovetkezé generacioban azonban a rosszindulatt mutdnsnak mar minden csaladtagja

rosszindulatu, és igy mar hatranyba keriil a rosszindulat.

Evolucié irigy populaciéban

Tekintsiink most egy irigy populaciot, ahol a hatds additiv. Most egy haromlépéses jatékot
tekintiink, ahol e Iépések sorrendje rogzitett:

1. Véletlen nyeremény: Minden egyed egy véletlen sorsolason kap élelmet (ai-et vagy az-ot).
2. Adakozas: Az irigy-adakozo tipus minden szegényebb egyednek ndveli a fitneszét (példaul
egy rogzitett mennyiségu ételt ad).

3. Karokozas: Minden irigy-adakozoé és irigy egyed azonos irigységi szabalyt hasznalva
csokkenti azon egyedek fitneszét, akik sikeresebbek, mint 6k.

Els6 szempillantasra a fenti 1épések rogzitett sorrendje erés megkotésnek tiinik, de nem ez a
helyzet. Tekintsiink ugyanis két adakozo tipust! Az elsé amint sokat nyer, egybdl adakozik. A
masodik nem adakozik azonnal, igy lesz egy id6szak, amig nagy fitneszkiilonbség lesz a
jatékosok kozott. Kovetkezésképpen, a varakozo-adakozot tobb kartétel éri az irigy
populaciobol, mint az azonnal-adakozot. Ezért tehetjiik fel, hogy az adakozas megeldzi a

kartételeket.

Kliitaimnésztra stratégia

Aiszkhiilosz dram4jaban, amikor Agamemnon hazaérkezett a trdjai haborubdl, felesége
Kliitaimnésztra, aki meg akarta 6t 6lni, ezért fel akarta kelteni férje irant az emberekben az
irigységet, hogy ez altal pusztitsa el Agamammont (Schoeck 1966). Tovabba, Dawes és
munkatarsai (2007) human kisérletében, 16.9%-ban a szegények adtak a gazdagoknak (lasd

az 1.4.1. tablazatot). A kovetkezOképpen definidljuk a Kliitaimnésztra stratégiat: Amikor

Klitaimnésztra tipusnak alacsony a fitnesze, akkor a legsikeresebbnek ad b-t, de sem nem
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rosszindulat, sem nem irigy. A Kliitaimnésztra tipus rendelkezik other-regarding preference-
szel, de nem csokkenti a csoporton beliili kiilonbségeket, hiszen a szegényt még szegényebbé,
a gazdagot még gazdagabba teszi. Nyilvan a k6zombos és a rosszindulati populdcidkban
kiszelektalodik. Ezzel szemben irigy populacioban a legsikeresebb, akit a Kliitaimnésztra
adakozasa még sikeresebbé tett, az irigyek céltablaja lett, kovetkezésképpen az irigyek
csokkenteni fogjak a fitneszét. A Kliitaimnésztra-stratégianak két eldnye szarmazik abbol,
hogy novelte a csoportban a kartételek szamat: Egyrészrol az irigyek radikalisan csokkentik a
legsikeresebb elényét. Masrészrél az irigyek karokozasi 6sszkoltsége is nétt. Azt talaltuk, ha
d<(n-1c, ¢ 2n<(k-1gd+(n-2)qc,

akkor a Kliitaimnésztra-stratégia nyeri a darwini versenyt (n-k-1) kozonyos és k irigy
ellenében. Mas szavakkal: a Klitaimnésztra-stratégia elterjed, ha a csoportban (n-k-1)

k6zonyds és k irigy van.

Az adakozas feltételhez kotott jotékonykodas

A jotékonykodas koltséges adakozas, amely noveli az atlag alatti egyedek bevételét (tulélését
¢lelemadakozas esetén) és altruista viselkedés, hiszen mas egyed fitneszét noveli az adakozo
fitneszkoltségén. Nyilvan az adakozas csokkenti a kiilonbségeket a csoporton beliil, hiszen az
adott érték keétszeresével csOkken az adakozd ¢€s a kedvezményezett kozotti kiilonbség.
Nyilvan a kozonyds és a rosszindulati rezidens populdcidban az adakozas csokkenti az
adakozo relativ elonyét és igy nem tud elterjedni. Ezzel szemben az irigy-adakozo egyrészrol
ad egy sikertelenebbeknek, masrészrol kart okozva elvesz a sikeresebbektdl. Tegyiik fel, hogy
az adakozas ¢€s a kartétel additivan noveli, illetve csokkenti az egyedek fitneszét. Tekintsiink
egy n tagu csoportot, melyben k irigy-adakozo és n-k irigy egyed van. Azt talaltuk, ha az
adakozas mértéke relative kicsi a fitnesz kiilonbséghez képest (mas szavakkal: nincs
tuladakozas, azaz adakozas utan az adakoz6 még mindig sikeresebb marad, mint a
kedvezményezett), formalisan

nb<a, -a,

¢s a kartétel ara kicsi abban az értelemben, hogy minden k esetén az

2 2
n+n —k2(n—2)qc<n +k2(n—2)qd

egyenl6tlenség teljesiil, akkor az irigy-adakozé lecseréli az irigy fenotipust (elterjed a
rezidens irigy populacioban, és végiil uralkodd tipussa vélik). Altalaban van egy
elozondlhetdségi kiiszob az adakozasra nézve, ez alatt a kiiszob alatt az irigy fenotipus az

ESS, folotte az irigy-adakozo. Ennek oka az, hogy amikor m sikeres irigy-adakozo
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mindegyike ad b értékii adomanyt t sikertelen irigynek, akkor a fitneszkiilonbség az adakozok
¢s a kedvezményezettek kozott th +mb-vel csokken. Ezért ha az adakozok szama nd6, akkor a
fitneszkiilonbség csokken, emiatt meg a kartételek valoszintisége is csokken. Ugy is
fogalmazhatnank, hogy modelliinkben az adakozas egy ,,megvesztegetésszeri” viselkedés,
amely csokkenti a kiilonbséget a sikeres és a sikertelen egyedek kozott, ezzel csokkentve a
karokozas valdszinliségét, és végsd soron azt éri el, hogy az irigyek ,kozonyosebbek”

legyenek a masok sikere irant.

1.4.2. Mikor ne legyiink se gonoszak se irigyek? Tobbszintii szelekcios modell

Az el6z6 modellben azt lattuk be, melyek a rosszindulat és az irigység evolicios eldnyei.
Ezzel szemben széleskoriien elfogadott, hogy a természetben viszonylag ritkan figyelhet6k
meg rosszindulata stratégiak (Jensen 2010). Emberi szemszogbdl az irigység negativ
tulajdonsagnak mindsiil, és példaul egyes tételes vallasok tiltjak (lasd Tiz Parancsolat).
Felvetddik tehat e szakasz kérdése: Van-e olyan darwini szelekcios szituacio, amikor a
rosszindulat és az irigység kiszelektalodik? Nyilvan plusz strukturat kell még figyelembe
venni, hiszen a csoporton beliili versengésben a rosszindulat gy6zott az 1.4.1. szakasz

modelljében.

Most egy tobbszintii evolicios jatékot fogunk vizsgalni. A tébbszintii szelekcids
szituacioban (Okasha 2006) a szelekciot két Gsszetevd hatarozza meg: az elsé a csoporton
beliili kdlcsonhatasok; a masodik, a csoportra (igy a benne 1évd egyedekre) hato szelekcios
hatasok (Wilson és Wilson 2007), esetiinkben a ragadozok tamadasai. Tekintsiink egy
teriiletvédé fajt, ahol a szaporodas a csoporton beliil torténik, és a csoporttagok kozott az
1.4.1-ben leirt kolcsonhatasok valosulnak meg. A fiataloknak meg kell élniiik a szaporodasi
kort, ehhez tul kell élnilik a ragadozok tamadasait. Feltessziik, hogy a csapaton beliil zajlo
kolcsonhatasok és a csapatokat éré hatasok matematikai értelemben fiiggetlenek. Példaul,
minden, egy adott csoporthoz tartoz6 egyed azonos valoszinliséggel ¢€li tal a ragadozo
tamadasat, de nagyobb létszaml csoportban nagyobb a tulélés esélye (vo. Kokko et al. 2001,
Cluton-Brock 2002). Megemlitettem, a nagyobb csapatokban a ragadozétamadas tulélésének
a valoszinlisége nagyobb lehet, hiszen a ,,tobb szem tobbet 1at” elve (Treves 2000) okan
nagyobb a menekiilés esélye; tovabba a tomeg Osszezavard hatasa okdn (Smith ¢s Warburton

1992) is csokken egy tamadas sikere, igy végiil nagyobb csapatban nagyobb a tulélési esély.
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Most meg kell adni a szelekcios szituaciot. En a szelekcids szituacion mindazokat a
feltételeket értem, amelyek ahhoz kellenek, hogy ki tudjuk szamitani a fenotipusok
atlagfitneszét. Ez természetesen sokszintii szelekcio esetén sok a feltétel, amelyeket a most

kovetkez6 5 pontban sorok fel.

1. Szaporodasi idészak: n feln6tt egyed alkot egy csoportot, igy a csoportméret rogzitett. A
szaporodasi iddszakban a csoporton beliil zajlo kolcsonhatasok egy evolucios jatékkal

megadhatok. Jeldlje R a rezidens, M a mutans fenotipust, és a kevert csoportban legyen nj
rezidens és n,, <n mutans egyed, nyilvdn n=n,+n,, . A csak rezidenseket tartalmazé
csoportban a rezidens tipus atlagos egyedi termékenységét jelolje w,(n,0). A rezidensek és

mutansok kevert csoportjaban e tipusok atlagos termékenységét jelolje rendre wg(ng,n,,) és
WM (nR ’ r]M ) '

2. Tulélési iddszak: Mieldtt a fiatal egyedek egy 1j szaporodasi csoportot formalnak,

ragadozok tdmadasait kell tal élnilik. Feltessziik, hogy e talélési folyamat és az evolucios
jaték a szaporodasi szakaszban fliggetlenek és minden egyes, azonos csapathoz tartozé
fiatalnak azonos a tulélési valosziniisége, amely csak csoportjanak méretétdl fligg.

Formalisan, az egyedi talélési valoszintiségek fiiggvényét jeldlje

P:n —[01], ahol nj a megtamadott csoport mérete.

3. Uj csoport kialakuldsdnak szabalya: Mivel most csak az evoluciods stabilitast vizsgaljuk,
azaz arra kerestink feltételt, hogy a ritka mutans haljon ki, a csoport kialakulasi szabalyai nem

jatszanak fontos szerepet.

4. Mutacids folyamat: Mivel a mutacio ritka, elsé pillantasra nem kell feltétleniil figyelembe

venni a mutans-mutans kolcsonhatasokat, hiszen a csoportméret rogzitett. Tekintstink most G
szami N méretl csoportot és jeldlje a mutacios ratat u. Ekkor a mutidnsok szama a

csoportokban binomialis eloszlast kovet, és annak a valdszintisége, hogy egy adott csoportban

n .

pontosan m szami mutans legyen q, :=( j,um(l— )™, Ha u nagyon Kicsi n-hez képest,
m

akkor minden k-ra q, >q,,,, azaz a legvaldszinlibb, hogy a csoportban nincs mutans, aztan

ennél kisebb valoszinliségii, hogy egy, aztan hogy kettd és igy tovabb. Ha azonban G elég
nagy, akkor nem zarhatjuk ki, hogy a csoportok egynél tobb mutanst tartalmazzanak. Tovabba

ha G és n nem tal nagyok, akkor eltekinthetiink attol, hogy kettonél tobb mutans van.
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H w o np e

5. Szelekcids hatékodrnyezet: Amikor majd egy fenotipus az atlagos fitneszét szamitjuk ki,

meg kell mondanunk, hany darab csoport hatarozza meg az atlagfitneszt. A probléma az, hogy
tetszOleges szamu csoportot lehet elhelyezni egy sikon. Ha a mutéacié ritka, akkor a
mutansokat tartalmazo csoportok atlagosan mesze vannak egymastol. A sikon feloszthatjuk
nem atfedé modon a teljes populaciot gy, hogy minden részpopulacioba csak egyetlen kevert
(mutanst és rezidenst egyarant tartalmazo) csoport kertiljon. Jelolje K a csak rezidens tipusbol
alloé csoportok atlagos szamat a kevert csoport kornyezetében (az osztalyozas soran kapott

nem atfedd részpopulaciokban). Nyilvan K fligg a mutécios ratatél. Mivel G(1— )" és
G(l—(l— y)n) varhato értéke a mutdnsokat tartalmazé és nem tartalmazo csoportok

szamanak, igy

K, =~ —(1_ ,u) =,
1-(1-4)
Megemlitem, hogy van egy tovabbi komplikacio is, ha a populacié kicsi, példaul egy szigeten

él, akkor eléfordulhat, hogy K, >>G. Most csak a két szélsOséges estet vizsgaljuk, amikor K

tetszélegesen nagy, illetve K=1.

Szelekcié a csoporton beliil

Most ismét tekintsiik a fenti 3-1€pés jatékot, ahol az irigyek karokozasi valdszinliségét azonos
szabaly adja meg, mint az el6z6 alszakaszban. A kiilonbség annyi, hogy most csak a

kovetkez6 fenotipusokat tekintjiik:

Rosszindulatt: Feltétel nélkiil kart okoz mindenkinek.
Irigy: Csak a sikeresebbeknek okoz kart.
K6z0nyos: Nem okoz kart és nem adakozik.

Adakozd: Csak adakozik.

A paraméterek is legyenek azonosak, egy kivételével! Az adakozaskor, az adakozo kdltsége
legyen b, de a kedvezményezett nyeresége legyen most B. Gondoljunk éhinség idejére,
amikor kis mennyiségi élelem lényegesen novelheti az életben maradas esélyét. Amugy az

crcr

altruizmus evoluciojat vizsgaldo modellek altalanos feltétele, hogy b<B legyen.
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Tobbszintii szelekcios ESS

Tekintsiik az altalanos esetet, amikor a csoporton beliili kélcsonhatds és a csoportmérettdl
fliggd predacios nyomas egyiitt hatarozza meg a tipusok atlagos fitneszét! EKkor a rezidensek
¢s a mutansok atlagos fitneszei a kovetkezok:

- KnP (Wgr )Wg (n,0) + ng P(Wyr )Wg (N, Ny, )
R Kn +ng

=|

— B, (Wyr )Ny, Wy, (Ng, N
M=  (Wiur) x (e M):PM(WMT)WM(nR’nM)’
M

=

ahol wg; :=nw,(n,0), és Wy, =nWg(Ng,Ny,)+Ny, W, (N:, Ny ) tejes utddszamot jelenti a csak
rezidenseket tartalmazo és a kevert csoportokban. Mivel nem atfedok a generaciok, igy a
fitnesz a kovetkezd generaciot megért leszarmazottakbol szamitando. Vegyiik észre, hogy W,

jobboldalédnak szamléal6ja nem mas, mint a kdvetkezd generaciot megélt rezidens felndtteinek

a szama, akik a K+1 csoport valamelyikében sziilettek.

Kovetve a darwini dogmat, a kdvetkezot mondhatjuk: A rezidens fenotipus ML-ESS,

ha relativ elénye minden kellden ritka mutans f616tt pozitiv, formalisan
W — W, >0,
vagy részletesebben kiirva

KN[P (Wer )W, (N,0) — P(Wyyr )W, (Mg, Ny ) ]+ NP (W )[We (N2 1y, ) =Wy, (Ng, Ny )] > 0.

Tetszolegesen nagy K, tetszélegesen kis mutacios rataval

Ha a mutacios rata tart 0-hoz, akkor K — +o0. Ebben az esetben, a fenti relativ elény akkor és

csak akkor szigoruian pozitiv, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
(i) Egyensulyi feltétel: Minden lehetséges mutans esetén

P(WRT )WR (n,O) - P(WMT )WM (nR 1My ) >0.
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(i) Stabilitasi feltétel: Ha valamely mutansra egyeldség all fenn az egyensulyi feltételben,

akkor arra a mutansra legyen igaz, hogy
WR(nR'nM)_WM (nR’nM) >0.

Az egyensulyi feltétel azt koveteli meg, hogy a rezidens csoport magasabb egyéni fitneszt
biztositson tagjainak, mint a Kevert csoport a mutansainak. Ha feltessziik, hogy a tulélési
valosziniiségeket megadd fliggvény monoton novekszik a csoport létszamaval, akkor az
egyensulyi feltétel azt koveteli meg, hogy a mutans egyszerre ne tudja sajat és csoportja
termékenységét novelni. A stabilitasi feltétel azt igényli, hogy a kevert csoportban a rezidens

termékenysége nagyobb legyen, mint a mutansé.

Tobbszintli  szelekcid esetén, a csoporton beliili verseny ¢és a csoport 4ltal
meghatarozott tulélés nyilvan egyszerre befolydsolja a tipusok evolucios sikerét.
Megmutattuk azonban, hogy ha a mutaci6 elegendden kicsi, akkor barmely a csoporton beliil
jatszott jatékhoz talalhatd olyan P tulélési fiiggvény (amely szigorian né a csoport teljes
termékenységével), amely biztositja, hogy a csoporton beliili jaték azon stratégiija legyen az
ML-ESS, amely maximalizalja a csoport termékenységét. Ez esetiinkben azt jelenti, hogyha
nagy a predacios nyomads, akkor az adakozo legy6zi a kzOonyost, az irigyet és a rosszindulatut
IS.

Véges populacio, véges K=1 értékkel

Most az a kérdés vetddik fel, mi torténik, ha a populacié nem tetszélegesen nagy és a mutaciod
nem tetszblegesen Kicsi? Ebben az esetben is hasznalhaté a darwini dogma (egy fenotipus
elterjed, ha nagyobb a fitnesze, mint az atlagnak), de mivel a mutacios rataval nem tarthatunk
nulldhoz, a fenti ML-ESS definicié analitikus atfogalmazasa nem alkalmazhato, hiszen

feltételei nem teljesiilnek.

Ezt az esetet szimulacios modszerrel vizsgaltuk. Ehhez sziikség van egy egyszert,

elméleti tulélési valdsziniiség fliggvényre. Mi a kdvetkezot hasznéltuk

3 1
Pl ):= 1+exp(~ (w; - 8))’

ahol w; a kérdéses csoport teljes termékenysége és a pozitiv S paraméter annak a

csoportméretnek felel meg, amikor a csoport tagjainak fele €l til. Vegyiik észre, amikor f
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no, akkor a tulélési valoszinliség adott csoportméret mellett csokken. Kovetkezésképpen S

jellemzi a ragadozoi nyomast. Annak bemutatasara, hogy nemcsak a ragadozé nyomas

hatarozza meg az evoluci6 végallapotat, két példat adunk meg.

37



dc_1650_19

1.4.1. példa: Most az adakozas hatdsa nem tGl nagy. Az 1.4.1. abra a rezidensek relativ
elonyét adja meg B flggvényében, ¢s minden mas paraméter azonos fliggetleniil attol,
melyik tipus a rezidens. n=20, n,=3, a =1, a,=3, q=0.1, ¢=0.003, d=0.15, a=1,
b=0.01, és B=0.06.
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1.4.1. a) abra a rezidens rosszindulat fenotipus relativ elényét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(irigy, k6zombos és adakozd) szemben. Azt taldltuk, hogy a rosszindulatu stratégia szigora

lokalis ML-ESS, ha a predaci6 intenzitasa S < (0,21.46).

1.4.1. b) abra a rezidens irigy fenotipus relativ elonyét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(rosszindulat, k6zombos €s adakozo) szemben. Azt talaltuk, hogy az irigy stratégia szigoru

lokalis ML-ESS, ha a predaci6 intenzitasa 3 € (24.94,25.48) .

1.4.1. c) abra a rezidens k6zombds fenotipus relativ elényét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(rosszindulat, irigy és adakozd) szemben. Azt talaltuk, hogy az k6zOombds stratégia szigoru

lokalis ML-ESS, ha a predacio intenzitasa S >35.82.

1.4.1. d) abra a rezidens adakozé fenotipus a relativ elényét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(rosszindulaty, irigy és kozombds) szemben. Azt talaltuk, hogy az adakozo a valasztott

paraméterck mellett soha sem lehet szigoru lokalis ML-ESS.
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1.4.2. példa: Most adakozas hatasa legyen nagyobb, B=1. Ekkor, ha kelléen nagy mind az

adakozas, mind a ragadoz6 hatasa a fiatalok talélésére, akkor az adakozas is szigort lokalis

ML-ESS lehet. A tobbi paraméter azonos az 1.4.1. példabeli értékekkel.
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1.4.2. a) abra a rezidens rosszindulat fenotipus relativ elényét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(irigy, k6zombos és adakozd) szemben. Azt talaltuk, hogy a rosszindulatu stratégia szigoru

lokalis ML-ESS, ha a predaci6 intenzitasa S < (0,23.69).

1.4.2. b) abra a rezidens irigy fenotipus relativ elonyét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(rosszindulat, k6zombos és adakozo) szemben. Azt talaltuk, hogy az irigy stratégia szigoru
lokalis ML-ESS, ha a predéci6 intenzitasa £ <(26.35,27.89).

1.4.2. ¢) abra a rezidens k6zombos fenotipus a relativ elényét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(rosszindulat, irigy és adakozo) szemben. Azt talaltuk, hogy a k6zombos stratégia szigoru
lokalis ML-ESS, ha a predaci6 intenzitasa S (35.52,38.92).

1.4.2. d) abra a rezidens adakozo fenotipus relativ elényét mutatja a tobbi ritka mutanssal
(rosszindulaty, irigy és k6zombos) szemben. Azt talaltuk, hogy az adakozo stratégia szigoru
lokalis ML-ESS, ha a predacio intenzitasa S >43.22.
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Ezutan a paramétereket egyenként valtoztatva megnéztiik, hogy a példdkban latott
eredmények milyen robosztusak. Ha csak az a» paramétert valtoztattuk, mialatt tobbit nem, a
rosszindulat volt a legjobb barmely ragadozo intenzitas mellett. Azutan az irigy stratégia a
legjobb, ha alacsony a predacié intenzitasa. Tovabb novelve az a; paramétert a kozonyos és
az adakozo stratégiak a legjobbak az egyre nagyobb és nagyobb predacids intenzitasra.
Hasonloéan, ha csak a ¢ paramétert noveljik (a tobbit nem valtoztatjuk), akkor elészor a
rosszindulat(, azutan az irigy mar nem lesznek a legjobbak barmely predacids intenzitasra. Ha
c elég nagy, akkor a kozonyos a legjobb kis predacidés nyomas estén, és az adakoz6 a legjobb,

ha nagy a predacios nyomas.

Végiil a b paramétert novelve azt talaltuk, hogy barmely predacids intenzitas mellett az irigy
mar nem lehet a legjobb. Osszességében a kozonyds és az adakozd stratégiak nagyon
robosztusak a paraméterek valtoztatasaval szemben, mig a rosszindulata és az irigy stratégiak

nagyon érzékenyek, €s utobbiak csak finom paraméterbeallitasok mellett optimalisak.

Osszefoglalva: Azt talaltuk, hogy ha kicsi a predacié hatdsa a talélésre, akkor a rosszindulati
a legjobb stratégia. Ahogy n6 a predacio hatasa, eleinte az irigy, aztan a kozonyds és végiil az

adakozo6 stratégia lesz az evolucios kivalasztodas végallapota.

Jegyzetek

1. E fejezet allitasainak bizonyitasa és a sziikséges szamitasok az alabbi két publikaciomban

talalhatok meg:

Garay, J., Mori T.F. 2011. Is envy one of the possible evolutionary roots of charity?
Biosystems 106: 28-35.

Garay, J., Csiszar, V., Mori T.F. 2014. Under multilevel selection: "When shall you be neither
spiteful nor envious?" J. Theor. Biol. 340: 73-84.

2. A tobbszintes szelekci6s mechanizmust arra az esetre is megvizsgaltuk, amikor a csoportok
kozotti teriiletért folytatott harc, haboruk novelik meg a haldlozasi ratat. Hasonlo
eredményeket kaptunk erre a szelekcids szituaciora is, lasd Garay, J., Csiszar, V., Mori T.F.
2014. Under multilevel selection: "When shall you be neither spiteful nor envious?" J. Theor.
Biol. 340: 73-84.
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1.5. Matrixjaték idokényszerrel

Mint az 1.3 fejezetben, ugy e fejezet modelljében is sériil a klasszikus evoliiciés matrixmodell
6. feltétele, azaz a kolecsonhatasok valosziniiséege nem lesz azonos a fenotipusok
frekvencidinak szorzataval.

A valosagban minden kolcsonhatasnak van idovonzata. Ezt altaldban sem a kozgazdasagi,
sem az evolucios jatékelméletben nem szokas figyelembe venni. Az 6koldgiaban viszont az
aktivitasfiiggd idOkényszerek fontos szerepet jatszanak. Gondoljunk csak a Holling-féle
funkcionalis valaszokra (Holling 1959), amelyek figyelembe veszik, hogy az aktiv ragadozok
szama kisebb, mint teljes ragadozdoszam, mivel a sikeres vadaszat utan a zsakmanyt el kell
fogyasztani, és meg kell emészteni. Felvetddik a kérdés: Milyen hatasa van az
idokényszereknek az egy fajon beliil zajlo jatékokra vonatkozd evollcids stabilitas

fogalmara?

Két kutatasi teriilet motivalja e kérdésfeltevést: Egyrészrol a Kleptoparazitizmusra
kidolgozott, igen Gsszetett modellek tobbsége polimorf modell (Broom et al. 2008, 2009,
Broom és Ruxton 1998, Broom és Rychtar 2013). Most egy monomorf modell keriil
ismertetésre. Masrészrél az elmult évtizedekben talan legtdbbet vizsgalt jaték a
fogolydilemma, amely eredeti formajaban idékényszerek segitségével van megadva. Esszer(i
feltenni, hogy a foglyok pénzért rabolnak. A foglyok viselkedése egyiitt hatirozza meg
melyikiik, mennyi 1d6t tolt bortonben, ahonnan nem lehet rablassal pénzt szerezni.
Természetes megvizsgalni, vajon a kooperacio evoliciosan stabilis lehet-e, ha figyelembe
vessziik, hogy a bortonbiintetés 1ényegében varakozasi id6? Tudomasom szerint mi voltunk az

elsok, akik a fogolydilemmat ebbdl a szempontbol is vizsgaltuk.

Altalanos modell

Tekintsiink paronkénti kolcsonhatdsokat! Most minden egyes kolcsonhatasnak legyen két
kovetkezménye! Egyrészrél van egy bevétel, amely noveli az egyed fitneszét (ezt most egy
klasszikus matrixjaték kifizeté matrixa hatarozza meg). Masrészrél minden kdlcsonhatas utan
a jatékosoknak varakozniuk kell, és csak a kolesonhatastol fliggd varakozasi id6 letelte utan
jatszhatnak Gjra. A 1ényeg: a kolcsonhatasnak két kovetkezménye van: bevétel és varakozasi
1dd, és mindkettd fligg a kolesonhatd egyedek stratégia valasztasatol. A jatékosok célja, hogy

maximalizaljak a nyereségiiket, ha hosszt idén at jatszanak egy ilyen tipusu jatékot.
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Most adjuk meg formalisan is a jatékot! Tekintslink n tiszta stratégiat, és a
fenotipusokat mint kevert stratégiakat e tiszta stratégidkon megadott p=(p,, P,.---P,)

closzlasokkal, adjuk meg. Ha az egyik jatékos az i-edik, a masik jatékos a j-edik tiszta

crer

7;;. (Ez alatt az idétartam alatt nem jatszat Uj jatékot az i-edik tiszta stratégiat hasznalo

jatékos). A lényeg, hogy minden jatékosnak két allapota van: aktiv és inaktiv, és a csak az

aktiv jatékos kész uj jatékra. Két matrix adja meg ezt a jatékot: a bevételi matrix A = (a;

ij /nxn

és az id6kényszermatrix T = (z;) ., -

Az evolucios stabilitas heurisztikus levezetése

Kovessiik, amennyire csak lehet a klasszikus, matrixjatékokra vonatkozo alapmodellt. Tegyiik
fel, hogy az aszexualis populacié kelléen nagy, a generaciok nem atfedéek. Az egyedek
kizardlag a stratégiaikban kiilonbdznek, minden mas, a természetes szelekcio szerint fontos

szempontbol azonosak.

Tekintsiik a monomorf szelekcids szituaciot, egy rezidens populaciot, amelyben

minden egyed fenotipusa p*. A mutacié kellden ritka, jelolje szokas szerint a mutansok

aranyat &, igy a rezidensek aranya &" =1-¢. A kolcsOnhatas legyen teljesen kevert, de most
abban az értelemben, hogy barmely aktiv egyed barmelyik masik aktiv egyeddel azonos
valoszintiséggel 1ép kolcsonhatisba. Ugy is mondhatjuk, hogy az aktiv egyedek
részpopulécioja teljesen kevert. Jelolje a generacid életidejét D, és ez legyen elég nagy, hogy

¢letiik soran az egyedek kellden sok jatékban részt tudjanak venni.

Miutan az egyedek befejeztek egy kolcsonhatdst, elkezdenek tarsat keresni a
kovetkezo jatékhoz, ez Ujra id6t igényel. E keresési id6 fiigg a keresési folyamattol. Ha

példaul mindkét aktiv jatékos megteszi az ut felét egymas felé, akkor a talalkozasukig csak az

ut felének megtételéhez sziikséges idore van sziikség, azaz =%°. (Ugyanez igaz, ha az

egyedek keresési idoi fliggetlen, azonos atlagii exponencialis eloszlasuak). Természetesen
lehetséges, hogy egy aktiv egyed egy inaktivat talal, ekkor a keresési folyamat ujrakezdédik.

Egy kolcsonhatés egy keresés kezdetétdl a kovetkezo keresés kezdetéig tart, ezt egy aktivitasi
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fordulonak nevezhetjiik, id6tartama a keresési id6 plusz a kolcsonhatas idétartama, azaz

Ts +Tjj -

A heurisztikus levezetés a kovetkezé két feltételen alapszik:

1. Feltetel: A teljes populacid stacionarius allapotban van: minden azonos fenotipusu egyednek

azonos az aktivitasi eloszlasa.

2. Feltétel: Mindkét fenotipus teljes bevétele a rendelkezésiikre all6 D id6 alatt egyenlének

tekinthetd az atlagos bevételiikkel a stacionarius allapotban.

Mind a rezidens, mind a mutans fenotipusnak fitneszét ugy fogjuk kiszamitani, hogy
tekintlink egy rezidens, illetve egy mutans egyedet, akik az egész populacidval jatszanak (vo.
1.1. szakasszal). Mivel a kolcsonhatasok teljesen kevertek, igy egy egyednek (fenotipusatol
fliggetleniil) a kovetkez6 talalkozasi valdsziniiség-eloszlasa van, amely az egész populacio

stacionarius eloszlasan alapul
(r,e—r,r',e—r").

Ahol r és r* az aktiv (kolcsonhatasra kész) mutans, illetve rezidens egyedek relativ
gyakorisaga, és hasonldéan &—r és & —r" az inaktiv (kdlcsonhatasra nem kész) mutans,
illetve rezidens egyedek relativ gyakorisaga. Hangstlyozzuk, ez a talalkozasi eloszlas a
stacionarius eloszlason alapul, azaz r,s,r",&" relativ frekvenciak idében allanddak. A 6
kovetelmény az, hogy nem periodikusan valtozik az egész populacioban az aktivok-inaktivok
aranya. Valoszinliség-szamitasi szakkifejezéssel a rendszer aperiodikus. Tovabba, a

talalkozasi eloszlas nem fligg az rezidens és a mutans fenotipusatol.

Most egy mutans egyed aktivitasi fordulojanak varhat6 idétartama

E, =75 +rpTp +r'pTp~.

Valdban, 7 a keresési id0, amely az 1j jatékostars megtalalasahoz sziikséges, és r és r”
valoszinliséggel talal egy masik aktiv mutanst, illetve egy aktiv rezidenst, mivel az aktiv
részpopulacio teljesen kevert. Tovabba atlagosan a mutans-mutans és a mutans-rezidens

kolcsonhatasok soran a mutans fenotipusu egyednek az atlagos varakozasi ideje rendre pTp

¢s pTp ™. Hasonloan, egy rezidens egyed aktivitasi fordulojanak varhat6 id6tartama
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Ep* =75 +rp Tp +r'pTp~.

Az id6kényszer 1ényegében azt hatdrozza meg, hogy egy egyed élete sordn hany jatékot
jatszhat. Atlagosan egy mutans és egy rezidens a D generacids élettartam alatt varhato

értékben

. D . D
G(p’p ,8):— (S G(p 1p’€):
E, E,.

jatékot jatszik.

Mivel a kolcsonhatasok jol kevertek végig a D id6tartam alatt (minden aktiv egyed

azonos valoszintiséggel 1ép kolcsonhatasra a tobbi aktiv egyeddel, azaz aktiv mutans egyeddel

r-rel, mig aktiv rezidens egyeddel r*-gal), igy élete soran egy mutans egyed teljes

bevételének varhato értéke
G(p,p*,&)(rpAp + r'pAp*).

Valoban, rpAp+r’pAp* az atlagos bevétele egy mutansnak egy aktivitasi forduldban.

Hasonloan, egy rezidens egyed teljes kifizetésének varhato értéke
G(p",p,&)(rp"Ap+r'p"Ap”) .

Most mar fel tudjuk irni az evolucids stabilitas feltételét: nevezetesen a mutans fenotipus

fitnesze legyen kisebb, mint rezidensek fitnesze, formalisan

rpAp + r'pAp” - rp*Ap+r'p*Ap’*
T +pTp +1'pTp* 7 +rpTp +r'p’Tp”

Ha a populacio kelléen nagy, és mutacio kell6en ritka, akkor kdvetve Maynard Smith intuitiv

egyenlOtlenség teljesiil.
Hangsulyozom, hogy a fenti definicio tartalmazza specialis esetként az eredeti
matrixjatékokra vonatkoz6 ESS-definiciot. Valoban, ha minden kolcsonhatas ugyanannyi

ideig tart, z; =z minden i-re és j-re, akkor E, =E., ¢és igy visszakapjuk Maynard Smith

crer

Ebben a levezetésben a legfontosabb feltétel az els6 volt, az, hogy 1étezik stacionarius

eloszlés, hiszen ha az aktiv és az inaktiv allapotok a populacioban ciklikusan véltoznanak,
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akkor heurisztikank nem mukodne, mert a valtozasok sebessége a cikluson hatassal lenne egy
kolesonhatés atlagos kifizetésére éppugy, mint annak atlagos idotartamara. A masodik feltétel
eléggé ésszerli, hiszen ha létezik stacionarius egyensuly, akkor a konvergencia ehhez
altalaban gyors, tovabba ha a G élettartam eléggé nagy, akkor a rendszernek az egyensulytol

tavol toltott ideje relative eléggé rovid lesz.

A matematikai nehézség abban rejlik, hogy a stacionarius eloszlas figg a T
idokényszermatrixtol, valamint a rezidens ¢és a mutans stratégiaktol. Most, ha &— 0, akkor
r —0, és azt kapjuk, hogy

PAR"  _  PAp
75+ (0)pTp" 7 +r°(O)p T

ahol r*(0) az r* hatarértékét jeloli, ha a mutansok relativ frekvenciaja tart nulldhoz, ¢ —0,
igy r*(0) az aktiv rezidens egyedek relativ aranya a csak rezidenseket tartalmazo stacionarius

populécioban.

Most szamoljuk ki r*(0) -t! Ehhez tekintsiink egy csak rezidensekbdl 4ll6 stacionarius

populaciot! Ekkor egy tetszbleges rezidens egyed egy aktivitasi forduldjanak a hossza
7o +r"(0)p Tp ™. korének

Ez alatt az id6 alatt ez az egyed 7 ideig aktiv. Kovetkezésképpen egy tetszoleges rezidens

egyed idGaranyosan

Ts
g +r (0)p Tp”

részben aktiv. Mivel stacionarius populacidban vagyunk, ez pontosan annak a val6szintisége,

hogy egy tetszélegesen valasztott egyed aktiv, azaz a kovetkez6 egyenletet kapjuk

_ Ts
T+ (0P Tp"

r'(0)

Ennek egyetlen pozitiv megoldasa

2

1+\/1+4p*Tp*

Ts

r'(0) =
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fgy a heurisztikus szamoldsunk a kévetkezd Nash-egyensulyban végzédik: minden p = p*

mutans stratégiara

P°Ap’ N PAP’
2 * * 2 *
Ts + 2 pPTp 75+ 2 pTp
1+\/1+p*Tp* 1+\/1+p*Tp*

Felvetédik a kérdés: Mindig létezik-e, illetve létezik-e egyaltalan a fent megkovetelt
idokényszeres ESS? A kovetkezé példak hangsulyozzak a kapcsolatot a klasszikus

matrixjatékok és az idokényszeres matrixjatékok kozott.

1.5.1 példa: Tekintslink egy matrixjatékot, amelynek teljesen kevert Nash-egyensulya van,
azaz p*Ap" =pAp”* minden p -re. Ekkor a matrixjaték kevert Nash-egyenstlyi stratégiaja p*
egyben idokényszeres ESS is akkor és csak akkor, ha p* egyuttal kevert Nash-egyenstlya a T

matrixnak is, azaz minden p-re p*Tp* =pTp* is teljesiil.

P'Ap” _ pAp’

1.5.2. példa: Ha legaldbb az egyik p"Ap">pAp" és ———> — egyenldtlenség szigort
pTp- plp

minden p-re, akkor p* id6kényszeres ESS is. Vegyiik észre, hogy itt is két jaték Nash-

feltételét koveteltik meg, az egyik a Klasszikus matrixjaték, a masik jatéknak pedig p;ﬂ a
pTq

kifizet6 fiiggvénye, és e jatékoknak azonos a Nash-féle egyensulyuk, és legalabb az egyik
Nash-egyensuly szigoru kell, hogy legyen.

1.5.3. példa: Ha p"Ap" >pAp" és p*Tp” <pTp~ koziil legaldbb az egyik egyenlbtlenség szigora
minden p=p" esetén, akkor p* idékényszeres ESS. Tekintsiink egy pozitiv komponensii A
matrixot, amelyre p* szigori ESS. Legyen T=-A+C, ahol a C matrix minden eleme
1+ maxa;. Vilagos, hogy a T matrix miden eleme szigortan pozitiv, és a p"Ap” > pAp”

feltétel maga utan vonja a pTp* <pTp™ feltétel teljesiilését is. Tehat, ebben a specialis

46



dc_1650_19

jatékosztalyban létezik id6kényszeres ESS. Vegyiik észre, hogy ebben a jatékosztalyban az
egyed képes ugy stratégiat valasztani, hogy egyszerre tudja maximalizalni a bevételét és

minimalizalni egy aktivitasi kor atlagos idétartamat.

1.5.4. példa: Megemlitem, hogy az a klasszikus matrixjatékokban jol ismert tény, hogy
nullosszegli matrixjatékokban nem 1étezik ESS (Hofbauer és Sigmund 1998), 6roklédik az

idékényszeres matrixjatékokra is.

Tarszerz6im folytonos idejii Markov-modellek felhasznalasaval megmutattak, hogy ha
keresési és a varakozasi idok fliggetlen exponencialis eloszlastiak, amelyek varhato értékei a
T matrix megfelel6 komponensei, akkor e Markov-folyamatnak mindig 1étezik stacionarius

eloszlasa, és hatarértékben ugyanazt az eredményt adja, mint a heurisztikus szamitasom.

Fogolydilemma mint idékényszeres matrixjaték

Most azt vizsgaljuk meg, hogy ha idékényszereket is figyelembe vesziink, lehet-e a ,,nem
vall” stratégia evoluciosan stabilis. Két jatékot vizsgalunk, és mindkettében a biindzok célja

egész ¢letiik soran a legtobb zsakmanyra szert tenni.

Foglyok osztozasi jatéka

Induljunk ki a fogolydilemma eredeti torténetébdl, ¢€s tekintsik a let6ltendd

bortonbiintetéseket mint varakozasiidé-matrixot, azaz

Tagad Vall ’ 1
Tagad 2 év 4 év, igy T:= [1 3}.
Vall  1év 3év

Jol ismert a klasszikus matrixmodell joslata: ,,Vall'” Az eredeti torténet azonban nem
részletezi, hogy a biindzok, miel6tt letartoztatjak Sket, mit tehetnének még meg. Esszerti
feltételezni, hogy a zsakmanyt elrejtik, és nem felezik el rogton a rablas utan. Ha a biin6zok
ismerik a fogolydilemmat, megallapodhatnak abban, hogyan osztjak szét a zsakmanyt, ha

letartoztatjak Oket, és szembe keriilnek a fogolydilemmaval. Esszerti feltételezni, mindketten
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belegyeznek abba, hogy az kap tobbet a zsakmanybol, aki tagad, ha tarsa vall. Tekintsiik tehat

a kovetkezd osztozkodasi matrixot

Tagad Vall 1 1+s
1 1+s | 2 2
T agad E T , 18y A= 1_3 l
val =81 22
2 2

Felvetddik a kérdés, van-e olyan s osztozkodasi paraméter, amely esetén a racionalis jatékos

tagadni (azaz kooperalni) fog? Az egyszerliség kedvéért legyen 7,=2 (azaz egy betorés
megszervezése hosszl folyamat a bortonbiintetésekhez képest). Ekkor, ha s <s, =0.188, akkor
csak a ,,Vall” stratégia szigora ESS. Ha s>s, =0.25 akkor csak a ”Tagad” stratégia szigort

ESS. Ha s, <s<s,, akkor 1étezik egyetlen kevert ESS.

Fogolydilemma idékényszerrel
Most legyen a bevételmatrix a jol ismert fogolydilemmanak megfeleld, azaz

Kooperal Defektal > 4
Kooperal R=3 S=1, igy A= {1 3] .
Defektdl T =4 P=2

Jol ismert, hogy a fogolydilemmat a kdvetkezd két egyenldtlenség adja meg: T>R >P >§
és 2R > T + S. Feltehet6, hogy S > 0, ami csak azt jeleni, hogy a rablas kifizet6d6. Az
egyszeriiség kedvéért legyen 7,=2. Most meg kell adni a varakozasi idoket. Ha a

defektornak eléggé hosszu a varakozasi ideje, akkor idéatlagban kisebb lehet a teljes bevétel.
Masrészt, ha a defektoroknak né az atlagos varakozasi idejiik, akkor csokken az aktiv
defektorok aranya, ezért a kooperatorok kozotti kdlesonhatéds egyre gyakoribb lesz, ami noveli

a kooperatorok bevételét. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik a kovetkezd varakozasi matrixot:

Kooperal Defektal 11
Kooperdl 7,=1 7,=1, igy Tsz(t J.
Defektal 7, =t Ty =t

Ebben a jatékban, egyrészrol ha t <t, =1.872, akkor a defektor az egyetlen ESS. Masrészrol,
ha t>t, =4.982 akkor a kooperator az egyetlen ESS. Végiil, ha t, <t <t, akkor bistabilis a
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jaték, azaz két tiszta ESS van, mind a csak kooperatorokbol mind a csak defektorokbol allo

rezidens populaciok evoltcidsan stabilis.

E szakasz elején azzal inditottam, hogy e modellben is sériil a klasszikus matrixjaték azon
feltétele, hogy a koélcsonhatasok aranyosak a fenotipusok frekvenciaival. Ahogy a példak mar
kimondatlanul is utaltak arra, hogy most 1ényegében két matrixjaték van kombinalva: az egyik
a bevétel, ami ndvelendd, a masik az iddéatlag, ami csokkenetendd. Ugyanis rovidebb

varakozasi id6k tobb jatékot és igy tobb nyereséget biztositanak.

Végiil megjegyzem, az idékényszerek figyelembevétele matrixjatékok esetén eleinte
egyszerlinek tiint. Azonban ez volt az egyik olyan feladat eddigi munkassagom soran, amely
matematikai szempontbdl sokkal nehezebbnek bizonyult és tarsszerzéim kelléen alapos

matematikai felkésziiltsége nélkiil nem is lett volna kezelhetd.

Jegyzetek

1. A matematikai bizonyitasok és tovabbi eredmények itt talalhatok: Garay J., Csaszar V.,
Mori T.F. (2016) Evolutionary stability for matrix games under time constraints. J. Theor.
Biol. 415: 1-12.

2. Bevezettik és megvizsgaltuk a replikatordinamikanak azt a valtozatat, amely az
id6kényszeres matrixjatékokra vonatkozik. Azt mar belattuk, hogy ha csak két tiszta stratégia
van, akkor a polimorf replikatordinamikanak egyensulyi helye akkor és csak akkor lokalisan
aszimptotikusan stabilis, ha ennek a polimorf egyenstlynak megfeleld6 monomorf stratégia
idokényszeres ESS. A probléma nehézségét az adja, hogy a polimorf populaciok stacionarius
eloszlasa mas, mint a monomorf populaciok stacionarius eloszlasa. Garay, J., Cressman, R.,
Mori, T.F. Varga, T. (2018) The ESS and replicator equation in matrix games under time
constraints. J. Math. Biol. 76: 1951-1973.
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1.6. Tulélési jatékok: A tulélok dilemmaja: fuss vagy védekezz?
A ESS alapmodelljének 8. feltétele az, hogy az egymast kévets kélcsonhatasok hatasai,

nyeremenyei osszeadodnak. Most olyan modelleket vizsgalok, ahol a kélcsonhatasok hatasai

osszeszorzodnak.

A kooperacid kialakulasanak elofeltétele, hogy az egyedek egylitt, csoportban éljenek.
Hamilton (1971) ,,0nz6 horda” elmélete a kovetkez6 magyardzatott adja a csoportok
kialakulasara: Ha nincs biztonsagos menedék, ahova el lehetne rejtézni egy ragadozo
tamadasa eldl, akkor a legbiztonsagosabb, ha egy zsakmany mas zsakmany allatok mogé
,.bujik” el. Igy a legbiztonsagosabb hely egy lehetéleg nagy csoport kozepén van. Lényegében
véve, egy zsakmany egyedtarsai karara novelheti sajat talélését, ha a ragadozo mas egyeddel
lakik jol.

En a kovetkez6 kérdést vizsgaltam: Milyen feltételek esetén alakulhat ki kooperativ,
illetve altruista védekezés egy 0nzdé hordaban? Az egyszerliség kedvéért tekintsiink két
egyedet! A kozos védekezést akkor tekintem altruistanak, ha mindkét egyed tisztaban van
azzal, hogy melyiket timadta meg a ragadozd, és ekkor a meg nem tamadott altruista egyed a
megtamadott tarsanak sajat testi épségének kockaztatasaval is segit (Wilson 1975). A kozds
védekezést akkor tekintem kooperativnak, ha az egyedek nem tudjak, melyikiiket fogja

megtamadni a ragadozo, és azt kell eldonteniiik védekezzenek-e vagy menekiiljenek.

A teljesség igénye nélkiil megemlitek néhany konkrét biologiai példat a ragadozod
elleni k6zos védekezésre. A vészjelzés altruista tulajdonsagnak tekinthetd, hiszen mig a jelzd
egyed felhivja magara a ragadozd figyelmét, addig a csapattarsak, idében értesiilvén a
veszélyrdl, képesek menedéket keresni (Krebs és Davies 1978; Edmunds 1974). Az
jjesztgetés, a ragadozd szinlelt megtdmadasa (mobbing, Krebs és Davies 1978; Edmunds
1974) ugyancsak veszélyes védekezési mod. Ismertek esetek, amikor a zsdkmanyallatok
egyiitt megtamadjak a ragadozot (Edmunds 1974). A keleti pézsmatulkok (Ovibus moschatus)
védekezd gyliriit vonnak a kicsinyek koré farkasfalka tdmadasa esetén. Az afrikai elefantok
(Loxodonta africana) és a kafferbivalyok (Syncerus caffer) védekezés kdozben meg is 6lhetik a

rajuk tdmado oroszlanokat (Hayward és Kerley 2005).

E fejezetben a kovetkezd szelekcids szitudciot tekintjiikk. A ragadozd egy tamadas
soran csak egy prédat képes elejteni. A ragadozd sokszor megtamadja ugyanazt a csoportot,

ezért a zsakmanyallatok célja tulélni nem egyetlen egy, hanem sorozatos ragadozotamadast.
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Tekintsiink azonos zsdkmanyallatokat, vagyis feltessziik, hogy minden egyed azonos
védekezési, menekiilési és észlelési képességekkel rendelkezik, igy stratégiahalmazaik és
kifizetési fiiggvényeik is azonosak. A zsdkmdnyok aszexudlisan szaporodnak, ¢és a
viselkedésiik genetikailag rogzitett. Ez utobbi feltétel miatt az egyedek nem képesek tarsuk
viselkedésének fiiggvényében valtoztatni sajat viselkedéstiket, ezért sem a direkt (Brandt és
Sigmund 2004) sem az indirekt (Ohtsuki és Iwasa 2004, Nowak és Sigmund 2005)
reciprocitas modszere és annak eredményei most nem alkalmazhatok. A csoportokat nem
rokon egyedek alkotjak, ezért a rokonszelekcios (Hamilton 1964) okoskodds nem
hasznalhat6. Tovabba a csoport kialakulasa sordn semmilyen informécioval nem
rendelkeznek egymasrol az egyedek, ezért sem a csoportszelekcios modszer (Nowak 2006),
sem a ,fenotipikus azonossagon alapuld csoportképzddés” (Burtsev és Turchin 2006)
modszere nem alkalmazhat6. Tegyiik fel tovabba azt is, hogy az egyedek nem rendelkeznek
memoriaval, igy nem képesek biintetni sem tarsukat (Fehr és Gachter 2002; Rockenbach és
Milinski 2006). Végiil tegyiik fel, hogy az egyedek egyenranguak, azaz sem szocialis, sem
dominanciastruktura nincs. Emiatt a ,,fizess, hogy-maradhass” (pay-to-stay) hipotézis (Kokko
¢és Johntone 2002) sem alkalmazhato, azaz nem azért kell egy egyednek védekeznie a
ragadozo ellen, hogy a csoport tagja lehessen. Hangstilyozom, hogy az itt felsorolt feltételek
kizarjak, hogy esetiikre alkalmazzuk a most felsorolt, az egyiittmiikodés evolucios

kialakulasat magyarazo evolucioelméleti hipotéziseket.

Ismert, hogy a csoport mérete befolyasolja a védekezés hatékonysagat. Altaldban a
csoportméret csokkenésével csokken a csoport védekezOképessége is (Wilson 1975). Most az
egyszeriiség kedvéért csak két egyedbdl allo csoportot vizsgalunk. A csoportok csak egyszer
alakulnak meg, és ha meghal az egyik egyed, az nem pétlodik. Ez akkor realis feltétel, ha
csoportok teriiletvéddk (territoridlisak), és a teriilet tulajdonosa nem alkot 0j csoportot a

betolakodokkal.

1.6.1. Altruista taléléjaték
Altruista talélé jaték, ha a ragozé csak egyszer tamad

Most matematikai formaba Ontjiik, mi torténik egyetlen ragadozé tamadas soran. Mivel a
kéttagu zsakmanycsoportban minden zsakmany azonos, ezért a ragadozo Y2 valoszinliséggel

valaszt ki egyet koziilik, és azt megtamadja. Mindkét zsdkmany tudja, kit timadott meg a
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ragadoz6. A megtamadott egyed védekezik, és nem tudja tarsara haritani a tdmadast (példaul

nem buyjhat el mogé). A meg nem tdmadott egyednek két tiszta stratégidja van:

a) Segit a védekezésben, azaz a megtamadott tarsanak akar sajat élete vagy testi
épsége aran is segit. E tiszta stratégia nyilvan altruista, hiszen egyszerre csokkenti a segitd és
noveli a megtamadott életben maradasi esélyét. Vegylik észre, ez az altruista védekezés nem
ad kozvetlen nyereséget (by-product) a segitonek (Sachs et al. 2004). Altruista segitségnyujtas

esetén a ragadozé tdmadasanak négy kimenetele lehet, kiillonbozo valdszintiségekkel:

Valoszinliség Megtamadott egyed | Segitd egyed
B Tulél Tulél

B Elpusztul Tulél

Bs Tualél Elpusztul

Ba Elpusztul Elpusztul

4
Nyilvan > B, =1. Aszerint hogy milyen g, és f; viszonya, beszélhetiink altruista segitségrol
i-1

ha f,> p;. Ellenben, ha g;>f,, azaz a segitd nagyobb valosziniiséggel pusztul el, mint a

megtamadott, ezt nevezhetjiik ,,0nfelaldozd” segitségnek. A késdbbi eredmények ezekre az

egyenldtlenségekre nem érzékenyek.

b) Masik tiszta stratégia az onzés, azaz ha nem segit a megtamadottnak. Ekkor nyilvan
az 0nz6 biztosan talél. Segitség nélkill a megtdmadott egyed o valosszinliséggel pusztul el,

mig 1—« valdsszinliséggel taléli a timadast.

Nyilvan felteendd a £, <a egyenl6tlenség, amely azt garantalja, hogy a segitd ténylegesen
megnovelje a megtadmadott életben maradasi esélyét. Tovabba a g, >1-«a egyenlbtlenség azt
jelenti, hogy az altruista segitésnytjtas ndveli a csoport tlélési esélyét. Az B >2(1-a)

egyenldtlenség szinergizmust jelent, hiszen két egyed védekezése nem additivan noveli k6zos

tulélésiik esélyét (Kun et al. 2006).
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A konnyebb kezelhetdségért nevezziik el a csoport két tagjat A-nak és B-nek. Jeldlje g, € [0,1]

crer

A
Y
! A
S
!
g / 1-g%
I
i
B helps f-’r B doesn't help
/
F
S
) fll'l I',I\"\\ IIIIl _‘.l‘
x/ |'I I'l \ -'.I .\."-.
Py //flr"z | B\ -ﬁc\\\ a Y -
¥ . T a i N
A live | dead live: dead dead live:
B live live dead | dead live live
95y | a®F2 | @®F3 | BPy4 (1g8)x | (1-g5)1-2)

1.6.1.1. abra: Tekintsiik azt az esetet, amikor a ragadozé az A egyedet tiamadta meg. Ekkor a

B egyed vagy segit, vagy nem segit, rendre qg, illetve 1-qg valoszintiségekkel. Ha B segit,
akkor gz, annak a valoszintlisége, hogy mind a két egyed tulélje a tamadast, és igy tovabb.

Hasonlo6 folyamat valdsul meg, ha a ragadoz6 a B egyedet tdmadja meg.

Az 1.6.1.1. abrardl leolvashatd mi torténik egy adott tamadas esetén, ha a ragadozd az A

egyedet tdmadja meg. Ekkor a B egyed tulélési valoszinlisége
P(BsurvivedA)=qg (B, + B,)+(L—ag).-

Mivel g +p,<1, igy ez a tulélési valdszinliség szigorGan monoton csokken qg-ben, igy
maximumat a gz =0 esetén veszi fel. Ennek az a nyilvanval6 oka, hogy ha B nem segit, akkor

biztosan taléli az adott timadast, ha viszont segit, akkor nem biztos a tlélése. Mivel az A és a

B egyedek azonosak minden tekintetben, igy hasonl¢ allitas igaz az A egyedre is.

Most vegyiik figyelembe azt is, hogy a ragadozé véletleniil, azonos valoszintiséggel
valasztja ki aldozatat a csoportbol. Tegyiik fel, hogy a ragadozd zsakmanyvalasztasa és a

tulélési folyamatok fiiggetlenek, igy a kovetkezo talélési valosziniiségeket kapjuk:
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Paa (GG )= P(At0IE] & Bl ):(1_(1)_%(% +ofi—a—A] (1.6.1.1)
Pao(d, s )= P(A tulél & B elpusztul ):%[m A(B, — )+ 0o 3] (1.6.1.2)
Pys(d4, 05 )= P(Aelpusztul & B talél )=%[a +0,0+05(8, —a)] (1.6.1.3)
Pyo(da, 05 )= P(Aelpusztul & B elpusztul) = %(qA +0g)f3, - (1.6.1.4)

Ezekbdl megkaphatjuk az A egyed talélési valosziniiségét:
_ 1 1 1
Pa(0a: G5 )= Pag (0a: G )+ Pao(da, ds) :1_50‘ + 5 9a(B+ B, —1)+ E%(a + B+ B3 —1),

Mivel B +p,<1, igy ez a tulélési valdsziniiség szigorian monoton csokken q,-ben, igy

maximumat a g, =0 esetén veszi fel. Nyilvan hasonlo allitas igaz a B egyedre is.

Osszefoglalva: Ha a ragadozo csak egyetlen egyszer tamadja meg a csoportot, akkor az 6nzé

stratégia szigorti ESS.

Vegyiik észre, ha 1-a < S, akkor a csoport tulélése (A és B egyiitt €l til) a g, =qg =1 esetén

maximalis, azaz amikor A és B is altruista.

Altruista taléléjaték, ha sokszor tamad a ragozé

Az egyszeriliség kedvéért most is csak két zsakmanyt tartalmaz6 csoportokat tekintiink. Most a
zsakmanyoknak a célja: tilélni atlagosan T tdmadast. Ekkor a meg nem tdmadott zsdkmanyok

dilemmaja az, hogy egy konkrét tamadast, egyediil vagy csapattarsaval egytitt €lje tul?

A lehetd legegyszeriibb véletlen folyamattal modellezziik ezt az estet. A zsakmanyok nem
tudjak, mikor tamad a ragadozo, azaz T csak a varhato értéke a ragadozo6 tdmadasal szamanak.
A ragadoz6 azonos valoszinliséggel taldlja meg a kétfds csoportot és az egyediil €16 talélot.
Ha a ragadozé taldl zsdkmdényt, mindenképpen tdmad. Ez kizdrja, hogy a ragadozo is
,jatékos” legyen, abban az értelemben, hogy neki is legyen stratégidja, pl. ha vannak mar
egyediil €16k, akkor azokat részesitené elényben. Mivel a ragadoz6 azonos valdsziniiséggel
talalja meg a parokat és a maganyos prédat, minden zsakmanyegyednek varhato értékben

azonos, T szaml tamadast kell talélnie. Ez elonyt jelent a csoportban ¢éldknek, hiszen a
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csoportban ¢él6kon kisebb a predaciés nyomdas, mert minden csoportban ¢él6t azonos
valosziniiséggel veszi célba ragadoz6 zsakmanyként. Ezt az irodalomban ,,higitasi eldnynek”
(,,dilution effect”, lasd Foster és Treherne 1981) nevezik. A jelen modellben a
,ragadozoveszélyt” a ragadozd hatékonysaga (milyen valoszintiséggel 6li meg a megtamadott

zsakmanyt) és a ragoz6 tamadasi gyakorisaga egyiittesen jellemazi.

Tovabbi egyszerlsitd feltételiink, hogy a ragadozd sikeres tamadasa utan, a talélé egyednek
egyediil kell tulélnie a tovabbi tadmadasokat. Jelolje n a maganyos zsdkmany tulélési
valdszinliségét! Mivel a csoportban élok altalaban elébb veszik észre cserkészd ragadozot, a
,,tObb szem tobbet 1at” elve okan (“many eyes” hipotézis lasd Treves 2000), és azért mert a
csoportban €16k 0ssze is zavarhatjak a ragadozot (“confusion effect” lasd Jeschke és Tollrian
2007), feltehetd, hogy 1-a>n. A kovetkezd 1.6.1.2. abra Osszefoglalja a zsdkmanyok

tulélését leird véletlen folyamatot:

———— _E-;JH:E A surd ives

Pua ———
1 et T
T ",
Pag T __Bdies A survives n J-n
2 w -_-_-'—-__. - \‘.ﬂdms
, A
Pag n J- n| N
i ¥ v dies » \““.P«. dias
5,
Pag g N n
4 " ¥ \'.MH:IS ¥
- - -
- ] L]
Pan E-:Jrus A survives 1 \{I -n . q\-\:;
Toq ot . wAdies | A dies
< -
Pag| ™. n| N1 p| N\ g N
. | - A dies . wAdies | Adies
A I I I L |7 liwe
LN )
B e dead dead #=+ dead dead
T T T T2 2
Plag [P asPua| PT24aPan Paafaot P!

1.6.1.2. abra: Ez az abra megadja, hogy az A egyed miképpen és milyen valdszintiséggel €li
tal a T tamadast. Példaul, ha a B egyed a (T-k)-adik tamadas soran pusztul el, akkor az A
egyed talélési valosziniisége Pyg' ¥ Pyn*, hiszen atlagosan k tamadast kell egyediil tiléInie.
Nyilvan az A egyed talélési valosziniisége a fa levelein 1évo valdsziniiségek Gsszege, hiszen
az A talélése ugy kovetkezhet be, ha a B is tulél, vagy a T-1-edik, vagy a T-2-dik, ..., vagy az
els6 tamadas soran pusztul el a B egyed, és ezen események teljes eseményrendszert alkotnak.

A B egyedre hasonl6 szamitas igaz.
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Vegyiik észre, hogy T=1 mellet visszakapjuk az ¢l6z6 esetet!
Az 1.6.1.2. 4bra alapjan, ha a csapatban (q,,qg)-stratégistidk vannak, akkor az A egyed

atlagos tulélési valoszinlisége

\ \PAB(QA!QB )T -n'
PA(quqB):: PAB(qA’qB) + PAO(quqB/ n. (1.6.1.5)
PAB(QB:QB)_U

Az egyes tamadasokra érvényes (1.6.1.1-4) formulak felhasznalasaval, (1.6.1.5) a kovetkezo

alakba irhato:

PAue)=| o) vl ] +

[(1_a)_;(qA+qB)[1_a_ﬂ1]:|T -n' (1.6.1.6)

1
+E(a+qA(ﬁZ_a)+qBﬂ3) 7.

(t-a)- 0+ Ji-a— A7

Az egyszerliség kedvért tegyiik fel, hogy a T tdmadast talélt zsakmanyegyedek szaporodas
utan elpusztulnak, de utdédszamuk azonos, azaz a termékenységiik fiiggetlen a ( stratégiatol.
Ekkor a természetes szelekcid annak a tipusnak kedvez, amelyik a szaporodasi kort a
legnagyobb valoszinliséggel éri el. Csoportban az ismétlddd tdmadéasokat egy konkrét
zsakmanyegyednek konnyebb tulélni, hiszen a ragadozd egyes tdmadasai alatt, akar
csoporttarsara is tdmadhat, tovabba a “tobb szem tobbet 14t elv okan, a csoport korabban
¢szreveheti a ragadozot. Ezért, egy adott idépontban kdltséges segités egy késdbbi idépontban
megtériilhet, ami esetiinkben igy is van. Valoban, tekintsiink csak két egymast kovetd
tamadast! Tegylik fel, hogy az els6 tdmadasban a ragadoz6 az A egyedet tamadja meg. Ekkor
ha B segit, halalozasi ratdja f;+ 5,, €z tekinthetd a segitsége ardnak. A segitd nyeresége a
kovetkezd tdmadas sordn valosul meg, azéltal hogy nincs egyediil. A kovetkezd tamadas
soran a  csoportban  ¢€l6  segitonek az  atlagos  talélési  valdszinlisége
P (q A,1)PB (q A,1)+ POB(q A,l)ry , ezzel szemben a maganyos egyedé 7. Erezhetd, hogy a segitség
elénye a jovobeli kovetkezménnyel jellemezhetd, formalisan Pug(Q,,1)Ps(0a1)+ Pog(ap 17 —7.

A jovobéli elény nagyobb a jelenben fizetend6 arnal, ha

P (qul)PB (QA’]-)+ POB(qA’l)ﬂ >n+ G+ By (1.6.1.7)
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Most parositsuk a segit6t a lehetd legrosszabb tarssal, azaz az A egyed legyen 6nz6, q, =0

Ekkor (1.6.1.7) a kdvetkez6 alakra hozhato
(A-a+pB)l-a+p+B,)+2Bn>4n+4B,+4p,. (1.6.1.8)

Osszefoglalva: Ha az (1.6.1.8) feltétel teljesiil, akkor megéri altruista modon segiteni a

megtamadott tarsnak.

Most ebben a modellben hdrom szempont szerint is megvizsgaljuk az altruizmus

evolucios eldnyeit.

Eldszor, adjunk feltételt arra, hogy az altruista segitség mikor lesz ESS? Tekintsiik a

monomorf modellt! Legyen a rezidens populdci6 altruista, qr=1, és jelolje a mutdnsok

crer

szigoruan nagyobb, mint a mutansoké, azaz Py(11)>PRy(ay.)). Ez az elégséges feltétel a

kovetkez6 alakba irhato

A58 P AT - a)-Say +dl-a- )] >

(1) Lo 12| -

%(aJqu (132_0‘)+ﬂ3)77 1
(1_0‘)_E(QM +1)[1—a _ﬂl]_ﬂ

Ha e feltétel teljesiil minden lehetséges muténsra, gy, < J0,1], akkor az altruizmus szigora ESS,

lasd 1.6.1.3 abra.
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1.6.1.3. abra: Az altruizmus szigort ESS. Ezen az abran az altruista relativ elénye van

abrazolva, azaz g(qy) =P (@L) - PR, (ay.)), a kovetkezd paramétervalasztas mellett: $1=0.95,

$2=0.02, $3=0.01, ¢ =0.6, =0.2, és T=8.

Masodszor, nézziik meg, hogy az altruizmus elterjed-e a Hamilton-féle 6nz6

hordéban? Fogalmazzuk at ezt kérdést! Egy 6nz0, rezidens populacioban (azaz ahol gr = 0)

elterjed-e egy olyan mutans, amely ha nem is mindig, de legalabb esetenként altruista (azaz

rrrrrr

(azaz P;(0,0,) <Py (ay.,0)), ez a mi esetiinkben Kkifejtve a kovetkezd egyenl6tlenség

teljesiilését koveteli meg minden qy, € ]01] :

\T T
_(-a) _lanw> 0,

2 1-a)-7

lasd az 1.6.1.4. abrat.

(l_a)_%qrw [1_0‘ _ﬁl]:|T -n'

(-a)- 2 ault-a-Al-n

58



dc_1650_19

0.045

0.04
0.035
0.03 |
0.025
0.02
0.015
0.01 -
0.005 o

Survival differenca

0 0.2 (.4 0.6

Mutant strategy (gy,)

0.8

1.6.1.4. abra: Az altruizmus elterjed az 6nz6 rezidens populacioban, hiszen az altruizmus

relativ elénye az 6nzékhoz képest f(qy)=PR,(ay.,0)—P:(0,0). Ez a fliggvény szigortian

pozitiv, ha qy €[01]. A paraméterek a kovetkezék: $1=0.95, 5=0.02, £3=0.01, ¢ =0.6, 7=0.2,

és T=8.

(O<gr<1),
P.(0r.Gg) < P, (1gg) legyen, ami kifejtve minden g < J0,1]-ra

A kovetkezd, 1.6.1.5. abran megmutatjuk, hogy a mindig altruista tipus most is elterjed.

() Lesak-e-al] -7
(t-a)-2 e+ aefi-a- A7

[(1_ 05)_ Or [1_ o - ﬂl]]T -n'

1
"'E(ﬂz +ﬁ3QR) n

1 ~a))
Z(CH_qR(ﬁ2 +h-a)) L-a)-aglt-a-A]-n

elterjed-e a mindig altruista (qu=1) mutans?

(1) Sa e al] -lt-a)-ad-o- AT

n>0.

Ehhez

Harmadszor, nézziik meg, hogy egy nem mindig altruisztikus rezidens populacioban

hogy
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1.6.5. abra: A teljesen altruista tipus elterjed a nem teljesen altruista populacioban, hiszen
relativ elénye h(gr) =Py (L0r)—Ps(0r.Gr) pozitiv minden @y €[01]-re. A paraméterck a
kovetkezdk: £1=0.95, £>=0.02, #3=0.01, «=0.6, n=0.2, és T=8.

Osszefoglalva: A most bemutatott kolcsdnhatas atté]l mondhat6 altruistanak, hogy minden
résztvevd pontosan tudja, kit tamadott meg a ragadoz6. Ez az informacio a két zsdkmany
kozott aszimmetriat hoz 1étre, hiszen a meg nem tdmadott egyed, ha nem siet tarsa
segitségére, biztosan tuléli a tdmadast. Lényeges kiilonbség van az optimalis megoldasok
kozott aszerint, hogy a zsakmanyoknak egyszer vagy sokszor kell a ragadozo tamadasaval
szembenéznie. Ha csak egyszer tdmad a ragadozd, akkor az 6nzd viselkedés az ESS, ha

sokszor tdmad, akkor az altruista stratégia az ESS.

1.6.2. Kooperativ tuléléjaték

Hasonléan az el6z6 modellhez, most is csak két tagja lesz a zsakmanycsoportnak. Ha
egyikiiket meg6li a ragadozd, a t0léld maganyosan éli tovabb az életét. A zsdkmanyok célja
tulélni a tdAmadasokat. Ez Gjra azon a feltételen alapul, hogy minden egyed utdédszama azonos,
¢és ezért a fitneszek kozotti lehetséges eltérésekért csak tulélés lehet a felelds. Most feltessziik
azt is, hogy a ragadozo6 egy tamadas alkalmaval, legfeljebb egy zsakmanyt 61 meg. Tovabba,

most azt az esetet targyaljuk, amikor a zsakmanyok idében €szreveszik a cserkeld ragadozot,
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de arrdl nincs informaciojuk, hogy a ragadozé melyikiiket tamadja majd meg. Mivel ez most

egy masik modell, ezért ezt jelolésekben is hangstlyozni fogom.

A zsakmanyoknak most két valasztasuk van: védekezni vagy menekiilni. A védekezést

¢s a menekiilést mint tiszta stratégidkat jeldlje & és ¢. Mivel két zsdkmany egyed van
csoportban, ezért bevezetjiikk a kovetkezd indexelést is: &, és ¢,, ahol | vagy az A vagy a B

egyedet jelolheti. Ekkor egy csapat, egy tamadas soran négyféleképpen viselkedhet:

Mindkét zsakmany védekezik: mivel a zsakmanyegyedek azonos képességiiek, ezért
halalozéasi valoszintiségeik azonosak, Pag(Sa,Js)= Pos(Sa.J5), mindketten azonos p,g (S, Js)

valosziniiséggel ¢€lik tal a timadast, és mivel a ragadozd csak egyikiiket képes meg6lni, ezért

pAB(5A15B):1_2pAO(5A'58) :

A védekezik B menekiil: A védekezd A egyed b és py, (5,05 )=1—b, valoszintiséggel

¢li tal, illetve pusztul el a tamadasban. Ezzel szemben a menekiilé B egyed biztosan taléli a

tamadast, pg(S5,,05)=1.
B védekezik A menekiil: EKKOT Pao(pa,55)=1-b, és p,(5,,05)=1.

Mindkét  zsakmdny — menekiil:  Mivel a  két zsdkmany azonos, igy

pAO(¢A’(pB): pos((PA’(PB)’ ezért pAB((PA!§DB):1_2pA0(¢A’(PB)'

Kooperativ tulélojaték, ha a ragozo csak egyszer tamad

Megmutatom, hogy ez a tiléldjaték azonos a jol ismert fogolydilemmaval. Haszndlva a fenti

jeloléseket, minden egyedre kapjuk a kdvetkezd talélési matrixot

védekzi menekdl a b
védekezik a b |, A= ,
1 d

menekl 1 d

ahol a:= pAB(5A’5B)+ pA0(5A’5B)’ ¢s d:i= pAB(¢A'¢B)+ pA0(¢7A1¢B)' Megjegyzem, hogy
a=1-py(6,,385), ¢és d=1—p,(p..,). E talélési matrixot tekinthetjik a kifizetési

matrixnak.
El6szor tekintsuk azt az esetet, amikor

1>a>d>b>0. (1.6.2.1)
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Mivel a ragadozd egy tamadasban csak egyetlen zsdkmanyt Olhet meg,

ezért Pag(S,S)+2p,(S,S)=1, ahol S e{5,0}), igy az (1.6.2.1) a kovetkezé alakban irhato:

1> pAB(5A’5B)> pAB(¢A:¢B)>2b_11 (1.6.2.2)

ami a kovetkezo6 alakra hozhato

0< Ppo(SnF5 ) < Paol@ar s )<1—b<1.
Maisodszor tekintsiik a
2a>1+Db. (1.6.2.3)

esetet! Mivel feltettiik, hogy a ragadozd egy tamadasban legfeljebb egy prédat ejthet el,
(1.6.2.3) a kdvetkezo alakba is atirhatd
Pps (84,85 )=1-2p,o(54,55)>Db. (1.6.2.4)
A talélési jatékban a fenti egyenlétlenségeknek a kovetkezo a bioldgiai értelmezése:
e a>d teljesiil, ha a kozos védekezés hatasosabb, mint a kozos menekiilés.
e d >D teljesiil, ha menekiilni jobb, mint egyediil védekezni.
A (1.6.2.3) egyenlétlenség teljesiil, ha az egyiittes tulélés szempontjabol a kdzos védekezés

hatasosabb, mint ha egyikiik védekeznék, a masik pedig menekiilne.

Jol ismert, hogy a (1.6.2.1) és (1.6.2.3) egyenldtlenségek egyiitt definialjak a fogolydilemmat.
Megemlitem, most azt tortént, hogy akarva-akaratlanul a fogolydilemma felbukkant a
zsékmanyok tulélési dilemmajabol, és nem az, hogy egyszerlien feltettiik, hogy a talélési
folyamatot a fogolydilemmaval modellezziik. Van azonban négy fontos kiilonbség a
fogolydilemma ¢s a talélési jatek kozott:

e Most a matrix komponensei valdszintiségek.

e A jaték ismétlésekor nem 0sszegezOdnek, hanem szorzodnak a matrix elemei.

e A jatékosok elpusztulhatnak.

e Ha egy jatékos tarsa elpusztul, akkor a ttlél6 egyediil folytatja a harcot a tulélésért. Ez

jatékelméleti szempontbdl azt jeleni, hogy a jaték soran valtozik a jatékosok szdma.
Ha (1.6.2.1) és (1.6.2.3) teljesiil, akkor jol ismert, hogy ha a ragadozo6 csak egyszer tamad,
akkor a menekiilés szigora ESS, vagyis az A egyed sajat talélési esélyét a menekiiléssel

maximalizalja, fliggetleniil att6l, hogy mit tesz a B egyed.
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Kooperativ talélojaték, ha sok tamadast kell talélni

Ujra legyen a tamadasok szama valoszintiségi véltozo, és jeldlje T ennek vérhatd értékét.
Feltessziik, hogy a ragadoz6 azonos valdsziniiséggel taldlja meg a parokat és a maganyos
egyedeket, €s ha talal zsdkmanyt, mindig tdmad, azaz minden egyednek élete soran azonos

szamu tamadast kell talélnie.

Most vezessikk be az egyedek stratégidit! Jeldlje az A egyed stratégiajat

qn €S, = {x ERZ:x 20,%+% =1}, (4= (qA,l qA) ¢és az A egyed Qga valosziniiséggel védekezik,

g = (QByl_QB)-
Jelolje P( A,qB) az A és B egyed egyiittes atlagos tulélési valdszinliségét egy tamadasban
P(d.0s):

(QA’QB) QA[QB pAB(5A15 ) (1_qB)b]+(1_qA)[qu+(1_qB)pAB(¢A’(DB)]' (1.6.2.5)

Tovabba jeldlje Q(q A 0g ) annak az atlagos valdszinliségét, hogy A tulél és B elpusztul egy

tamadasban:

QAa: )= Uals Pao(Fa, 55 )+ (1— A, ot (L—b)+ (01— O ) Pao (@, 26 )]. (1.6.2.6)

Jelolje tovabbd n a maganyos zsakmanyok tulélési valdsziniiségét! Most kovetve az 1.6.1.2

abran megadott folyamatot kapjuk, hogy az A egyed atlagos tulélési valoszintisége

T-1
Pa(0.05)=P(@xas) + D .P(@sas) Qa8 " (1.6.2.7)
t=0
Zart alakban,
_ T
Po(dTs)= PG 0o )| +Q(ap.05) P Gnde) =7 (1.6.2.8)
P(a4.95)-7

Hasonl6an adodik a B egyed P, (q Ar qB) atlagos talélési valosziniisége.

Nyilvan, egyetlen tdmadas soran is mindkét zsdkmany talélésének P(q A,qB) valdszintisége,
maximalis a ,,védekezz” tiszta stratégia esetén, ellenben egyetlen tamadas soran az A egyed
Q(q A,qB) talélési valoszinlisége akkor maximalis, ha az A egyed menekiil és a B egyed
védekezik. Viszont ha sok tamadast kell talélni, akkor az A egyed PA(q a0 B) atlagos tulélése

akkor maximalis, ha az egyiittes tulélési valoszinliség maximalis. Az ok ésszerli, az A egyed
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csak egyetlen egyszer htizhat hasznot tarsa halalabol, de ha sok tdmadas alatt a tarsa ¢€l, akkor
mar maga a tarsa létezése is segiti az A egyed talélését, hiszen példaul csokkenti az egyedre

hat6 predacids nyomast.

Osszefoglalva, a mésodjara bemutatott kolcsonhatds azért mondhatd kooperativak,
mert a résztvevok nem tudjak, hogy a ragadozo6 kit fog megtamadni, ezért mar a tdmadas el6tt
el kell dontenie mindegyik ,,jatékosnak”, hogy menekiilni vagy védekezni fog, anélkiil hogy
ezt megbeszélnék. Most is, mint az altruista esetben, 1ényeges kiilonbség van az optimalis
megoldasok kozott, aszerint, hogy egyszer vagy sokszor kell a zsakmanyoknak a ragadozé
tamadasaval szembenézniiik. Ha csak egyszer timad a ragadozd, akkor az 6nz6 viselkedés az

ESS, ha sokszor tamad, akkor a kooperativ stratégia az ESS.

Formalisan az volt az 0jitas az itt targyalt két jatékban, hogy a klasszikus jatékelmélet
a 8. alapfeltétele: ,,A kolcsonhatasok hatasai 0sszeadédnak.”, most nem tejesiil. Erre az adta a
lehetdséget, hogy a bioldgidban a ratermettséget a termékenység s a tilélés egyiitt hatarozzak
meg. Megjegyzem, a termékenység Iényegében additiv, mig a talélés lényegében
multiplikativ tényezé. Valoban a szaporodasi kor elérésének a valdszinlisége, az addig
egymast kovetd tdmadasok tulélési valoszinliségeinek a szorzata, igy a tulélési jatékok eleve
multiplikativak. Felvetddik a kérdés, hogy a multiplikativ jelleg miatt adodik-e, hogy mind az
altruista, mind a kooperativ jatékokban az 6nzd stratégia nem ESS? A valasz nemleges.
(Megjegyzem, matematikailag egy szorzat logaritmusat véve additiv modellt kapunk.) Az
igazi ok abban rejlik, hogy a tarsa elvesztése utdn az 6nz6é egy sokkal rosszabb, szamara
veszélyesebb helyzetben taldlja magat. Matematikai szohasznalattal élve, tekintsiink egy n-
személyes tuléldjatékot, ahol a jatékosok n szamdnak a csokkenésével né a haldlozasi rata.
Ekkor egy egyed haldlozdsdval mindig 0j jaték veszi kezdetét, hiszen minden jaték
megadasakor meg kell nevezniink a jatékosokat. Szemléletesen tigy fogalmazhatnank, ha sok
ragadoz6 tamadast kell talélni, a tarsak puszta 1éte is noveli a talélési esélyt, és ezért érdemes

segiteni még az 6nz0 tarsat IS, hogy mint ,,pajzs” védjen a ragadozo ellen.

Jegyzetek

1. E fejezethez tovabbi részletek talalhatok a kovetkezo dolgozatokban:

Garay J. (2009) Cooperation in defence against a predator. J. Theor. Biol. 257: 45-51
és
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Garay J.,Varga Z. (2011) Survivor's dilemma: Defend the group or flee? Theor. Pop. Biol. 80:
217-225.

2. Az altruista tuléldjaték egy altalanosabb vizsgalata megtalalhato a kdvetkezd dolgozatban:

Wakeley, J., Nowak M. (2019) A two-player iterated survival game. Theor. Pop. Biol. 125:
38-55.
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2. fejezet: Matrixjaték egyfajos szexualis populaciokban

A klasszikus evolucios matrixjaték alapmodelljének elso feltétele az, hogy a populacio
aszexualis. E szakaszban azt vizsgaljuk meg, hogy egy mendeli populacio stabilis

alléleloszlasdhoz tartotozo fenotipuseloszlas mikor lesz az aszexudalis populdciokban

megvalosulo ESS.
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Evolucios stabilitas szexualis populaciokban
E szakaszban egy panmiktikus mendeli populaciot vizsgalunk, ahol egy lokusz tobb allélja

egyertelmiien meghatarozza a zigota viselkedését.

Mar Maynard Smith (1982) felvetette a kovetkezd kérdést: Mikor evolvalodik egy
szexudlis populacié ESS-be? Az irodalombol ismertek esetek, amikor igen, és amikor nem.
Nem valosulhat meg példaul, ha csak heterozigota kodolja az ESS-et. Maynard Smith mar
felhivta a figyelmet arra, hogy az ESS megvalosulasa a szexualis populdcioban az egyik
kulcskérdés. Eshel (1982) megmutatta, hogy egy lokusz és n allél estén, ha additiv az
oroklédésmenet, akkor ESS-be evolvalodik a szexualis populacid. Cressman et al. (1996) egy
16kusz harom allél esetén mutatta meg, hogy az ESS megvalosulhat szexualis populacioban.
Hammerstein (1996) és Weissing (1996) monomorf esetben mutatta meg ugyanezt (amikor
egy genotipus rendelkezik az ESS-sel). Weissing (1996) viszont szkeptikus volt a polimorf

esettel kapcsolatban, ami a vizsgalatom targya volt.

E problémat én alkérdésekre bontottam (lasd e szakasz alszakaszait), kiilon-kiilon

megoldva ezeket, hogy megadhassunk egy valaszt Maynard Smith fenti kérdésére.

Tekintsiink egy kellden nagy, panmiktikus, diploid, mendeli, szexudlis populaciot,
amelyben minden egyed fenotipusat egy autoszomas lokusz m allélje egyértelmiien
meghatarozza. Az allélok mindkét nemben azonos eloszlastak, és az ivararany 1:1. Lényeges,
hogy az egyedek fenotipusa genetikailag rogzitett, igy nem képesek ,akaratuk” szerint,
szabadon valtoztatni azt. Tegyiik fel, hogy a zigotapopulacié egyedei kozotti frekvenciafiiggd
jatékelméleti konfliktus hatarozza meg a zigotak fitneszét. E konfliktus matrixjatékkal
megadhato és fennallnak a matrixjatékokra vonatkozo bioldgiai feltételek, de természetesen

most nem aszexualis populaciot tekintiink!

2.1. Hogyan jellemezhet6 egy stabilis alléleloszlas?

Jelolje Ag,...Am az auotoszomas allélokat, mivel a zigétaknak genetikailag
egyértelmiien meghatarozott a fenotipusa, és két zigota kozott jatékelméleti konfliktus all
fenn, azért legyen a genotipusok kifizetd matrixa, G=[a; ], ahol a;, jeloli az AAj
genotipusu egyed kifizetését, ha AcAi genotipusti egyeddel hat kolcson. A mendeli 6roklés

okan a G matrix az ij és ji sorai, valamint a kl és Ik oszlopai azonosak, de a jatékelméleti
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konfliktus miatt G nem szimmetrikus, hiszen altaldban a;, #a, ;. Jelolje s;es, a AiAj

genotipus fenotipusat! Mendeli populacidban s; =s;; .

Tegyiik fel, hogy az evolucioés matrixjaték alapmodelljének minden feltétele teljesiil,
csak az elsO, az aszexualitdsra vonatkozo feltétel nem. Ha A jeloli a fenotipikus kifizetd

matrixot, akkor

&j 11 = SijASy -
Vegyiik észre, az A mitrix és AiAj — s; S, genotipus - fenotipus megfeleltetés egyiitt
hatarozzak meg a genotipusok G kifizetd matrixat.

Jelolje p; az Ai all¢él relativ frekvenciajat, és tegyiik fel, hogy At id6 alatt az A A;

genotipusok szdmanak novekedése:

Atlixijzaij.kl Pk pi )
kol

ahol x;

; Az AA; genotipusu egyedek aktudlis szdma. Kovetve a replikatordinamika

levezetésének 1épéseit, a kovetkez6 dinamikat kapjuk
b, =P -W(P) [<im)

Ahol w;(p) az A, marginalis fitnesze, W(p) pedig az egész allélpopulacio atlagos fitnesze, ha

ez a populécid a p allapotban van, formalisan
Wi(p)= )3 pjkz;,aij,kl PP
j ,
W(p):= > Piby %aij,kl PPy -
I,] ,
Kifejtve kapjuk, hogy

Pi = Pi ijkzllaij,klpkpl_z pipikzllaij,klpkpl (iclm)
ik i j ,

Hangsulyozom, a levezetés folyaman kihasznaltuk a populdcidgenetika szokéasos feltételét,

nevezetesen azt, hogy a populacié mindig Hardy-Wienberg egyensulyban van.
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Az evoluicioés stabilitasi feltétel megadasahoz sziikség van a kovetkezé probléma
kezelésére: Hogyan adhaté meg egy olyan zigbtapopulacidé genotipuseloszlasa, amelyben a
zigotak egyik allélja az yeS,, eloszlasu, mig a masik allélja a zeS,, eloszlasu allél
populaciokbol érkezik? A keresett eloszlas 1ényegében a Hardy-Wienberg-egyensuly egyik

altalanositasa, és a kovetkezOképpen adhatdé meg

Ezt az y és z vektorok diadikus szorzatanak nevezziik, jeldlje ezt yz. E jelolésmod sokat

segithet a szamitasok soran. Példaul jel6lje a rezidens alléleloszlast p*, melyben a mutacid

1étrehoz egy p eloszlast. Ekkor, ha 0<e<1 jeloli a mutacids ratat, a kevert populacio

alléleloszlasa

X= (l—s)p* +ep.
Tovabba azon zigotak eloszlasa, amelyek tartalmaznak legalabb egy allélt a perturbaléd allél-
részpopulaciobol, igy adodik:

px =epp +(1—e)pp” .
Ezen tal igaz a kovetkez6 egyenldség:

xx=gpX+(1—g)p"x = e?pp +8(1—8)p_p*+(1—8)8@+(1—8)2p*p

Tovabba a diadikus szorzat hasznalata attekinthetobbé teszi a képleteinket, hiszen a

2.2 L, .
G eR™ ™ matrixra

uwewz = > uva; Wz (uv,w,zeR"),
i,k

W (x) = oG xx (xeSy)
W (x) = e'xGxx (x€Sy),

ahol ¢' az i-edik m-dimenzios bazisvektor. Végiil a fenti alléldinamika a kovetkez6 alakba

irhat6

b, = pi[e'pGpp - PPGPD).
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Az evoluciosan stabilis all¢leloszlas (ESAD) alapétlete a klasszikus matrix jatékokbol
jott, hiszen ott volt olyan vélemény, hogy polimorf populaciokban részpopulaciokat is lehetne

jatékosnak tekinteni.

Azt mondjuk, hogy egyp” alléleloszlas ESAD, ha minden kellGen ritka perturbalé p
alléleloszlas esetén a p* részpopulacio fitnesze nagyobb, mint a populacié atlag fitnesze. (A

p* allél-részpopulacio a kevert X populacidval panmixis soran alkot zigdtakat).

2.1.1. definicié: p" S, ESAD, ha p* valamely kornyezetébdl vett minden x=p* esetén

> piWi(x)> 3 xWi (x), azaz

P XGXX > XXGXX.

Vegyiik észre, hogy e definicioban nem a rezidens és a perturbald részpopulaciok atlagos
fitneszét hasonlitjuk egymdshoz, hanem a rezidenst populaciod és az egész perturbalt populéacio
fitneszei vannak Gsszehasonlitva. Ez azt jelenti, hogy a matrix-ESS-re vonatkozo ekvivalens
megfogalmazast (lasd az 1.1.4 tételt és az 1.2.1. definiciot) sikeriilt a szexualis populaciora

kiterjeszteni.

A kovetkezo tétel adja meg e szakasz 2.1. alcimében megfogalmazott kérdésre a valaszt.

2.1.2. tétel: Ha p* €S, ESAD, akkor p* lokalisan stabilis aszimptotikus egyensilyi helye a

fenti allélokra vonatkoz6 dinamikanak.

Az evolucidsan stabilis alléleloszlas (ESAD) bevezetésének a 2.1.2. tétel adta meg az
értelmét, hiszen mostantdl egy erdsen nem linedris dinamikéra, csupan egy egyenlétlenség
segitségével tudjuk garantalni egy alléleloszlas aszimptotikus stabilitasat. Ami még fontos, ez

az egyenlOtlenség magaban foglalja a klasszikus matrixjaték kifizeté matrixat.

Az ESAD megadasakor p* allél-részpopulacio a kevert X populacidéval panmixis soran

alkotott zigotapopulacio fitneszét hasonlitottuk Ossze az egész populacio fitneszével. Ha

crer

crer

70



dc_1650_19

fiiggvényt: Tekintsiink két, x,zeS,, allélpopuléciot, és az ezek panmixise sordn létrejott

zigotapopulacié megadasara alkalmazzuk a fent bevezetett diadikus szorzatot:
XZ:= (xlzl, XoZysoo Xy Zoy XoZyy XoZyy e XoZ

.
Xz XoZpreorareiennn, X2y XoZy )

Ezen kiviil bevezettiik mar a kovetkezd jelolést: s; €S, az AiAj genotipus fenotipusa, €s ezt az

informaciot is megadhatjuk (listazhatjuk) azzal az indexezéssel, amelyet a diadikus szorzatnal

hasznalunk.
2
. nxn
S :=(S11,5191-1511+521: Sazre++sSom2+-1y1 s SpzresSon ) € R™™

de ez most egy matrix, amelynek oszlopai az Sjj € S, vektorok. Vegyiik észre, hogy S-ben két

informaciéo van: a) Melyek a genetikailag rogzitett viselkedések (stratégiak)? b) Mi a

genotipus-fenotipus megfeleltetés? Most megadjuk az 6roklédési rendszert leiro fiiggvényt.

S:S, xS, —>S, Sxz:=Y %75, €S, ,
ij

ahol x,zeS, alléleloszlas Vegyiik ¢észre Sxz annak a zigétapopulacionak a

fenotipuseloszlasa, amely X és z eloszlasu allélpopulaciok pamnixisével keletkezett.

E jelolést hasznalva,
P XGxx=(Sp X)A(SxX)

G XX = (SXX)A(SXX).

alakban:
(SP"X)A(SXX) > (SXX)A(SXX) .

E formalizacionak az az elénye, hogy szétvalik a fenotipusos szelekciot leird A kifizetd
matrix a genetikai jelenségeket (panmixis, genotipus-fenotipus megfeleltetés, 6roklodési

rendszer) megado, az 6roklddési rendszert leird S fiiggvénytol.
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2.2. Dominans-recessziv oroklésmenet

Milyen genotipus-fenotipus megfeleltetés képes biztositani, hogy a szexudlis populdcioban

minden lehetséges fenotipuseloszlas megvalosuljon genetikai egyensulyban?

Nyilvan, ha az aszexualis matrixjatékban az ESS olyan fenotipuseloszlas, amelyet a szexualis
populécié nem képes genetikai egyensulyban megvalositani, akkor a szexudlis populacié nem
képes ESS-be fejlédni. Ezért a fenotipikus ESS megvaldosulasanak egy sziikséges feltétele

ezen ESS genetikai elérhetdsége.

Tekintsink most n szamu Ay, ..., An allélt, amelyek egy autoszomas lokuszhoz
tartoznak, és n tiszta stratégiat kodolnak. Pontosabban minden AiA; genotipus fenotipusa egy

tiszta stratégia (s; €S,). Ha minden tiszta stratégiat pontosan egy homozigéta kodol, és a

heterozigotak fenotipusat vagy dominans-recessziv oroklésmenet, vagy anyai oroklésmenet,
vagy ezek keveréke hatarozza meg, akkor minden fenotipus eloszlas, amely el6allhat
aszexualis populacioban, eléall szexualis populacioban is, sét ekkor a genotipus-fenotipus

leképezés invertalhato is.

Az, hogy ez sziikséges feltétel, nyilvanvalo, hiszen, ha n allél kodol n tiszta stratégiat,
akkor a tiszta stratégia, mint a szexualis populaciéo allapota csak ugy allhat el6, hogy
homozigdta kodolja a kérdéseses tiszta stratégiat. A forditottja mar messze nem trivialis, és

ennek kezeléséhez matematikus segitség kellett (Garay és Garay 1998).

2.3. Az ESS mikor szolgaltat ESAD-t?

E szakasz azt vizsgalja, ha az A matrix olyan, hogy létezik q" €S, ESS, akkor minek kell

még teljesiilnie ahhoz, hogy a most tekintett szexualis populacioban legyen ESAD, és ha van,
akkor az ESAD-ben a szexualis populacio fenotipikus képe éppen az ESS legyen.

Erre a kovetkez6 két valaszt adhatjuk:

2.3.1. tétel: Tegyiik fel, hogy q“ €S, ESS, és az S oroklodési rendszert leird fiiggvény

teljesiti a kovetkezd két feltételt:
(i) Létezik egyetlen p* s, hogy Sp’p" =q",

és
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(ihapes,, p=p*,akkor Spp” #q".

Ekkor p* ESAD.

Az (1) feltétel azt koveteli meg, hogy a szexualis populacio 6roklodési rendszere képes legyen

megvalositani az ESS-t. A (ii) feltétel pedig azt kdveteli meg, hogy a p* és p alléleloszlast

E

ivarsejtek panmixisébdl (pl. p* a him ivarsejtek és p a petesejtek eloszlasa) eldallo

zigotapopulacio fenotipikus eloszlasa ne legyen ESS.

2.3.2. tétel: Tegyiik fel, hogy q"eS, ESS, ¢és az 6roklodési rendszert leiro S fiiggvény
teljesiti a kovetkez6 feltételt: csak egyetlen egy p* €S, 1étezik, amelyre Sp'p” =q". Ekkor p*

ESAD.

Most vagyunk abban a helyzetben, hogy valaszt tudjunk adni Maynard Smith idézett kérdésre:
Az els6 valasz abbol adodik, ha alkalmazzuk a 2.1.2. tételt vagy a 2.3.1. tételt, a 2.3.2. tétellel
kombinalva azt kapjuk, hogy a szexualis populacié fenotipikusan az ESS-be evolvalodik. A

valasz részletesen kifejtve a kovetkezo:

1. Tekintsink egy mendeli populaciot, ahol egy autoszomas lokusz n allélja genetikailag
hatarozza meg a zigotak fenotipusat, és egy matrixjaték adja meg a zigotak fitneszét. EkKor,
ha a genetikai rendszer képes egyértelmtien eléallitani az ESS mint fenotipuseloszlast, akkor a

szexualis populacio ESS-be evolval.

Ha figyelembe vessziik, hogy ha minden tiszta stratégia megvalosul homozigdta allapotban,

¢s dominans-recessziv az 6rokl6dés, akkor S invertalhato, és a kovetkez6 valaszt adhatjuk:

2. Tekintsiink egy szexualis populacioban egy dominans-recessziv 0roklodési rendszert,
amelyben n allél hataroz meg n egyedi fenotipust, és minden egyes tiszta stratégia eléall egy
homozigoéta fenotipusaként. Ha létezik ESS, akkor ez eldall egyetlen alléleloszlas fenotipikus
képeként, és ez az alléleloszlas ESAD. Ennek kovetkezményeként a szexualis populacié ESS-

be evolvalodik.
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2.4. Az ESAD fenotipikus képe mikor lesz aszexualis ESS?

Az elézOkben azt tettiik fel, hogy létezik ESS, és az 6roklodési rendszert leird fliggvényre tett
feltételekkel biztositottuk, hogy az aszexualis és a szexualis populacidban zajlé evolucio
fenotipikusan ugyanaz legyen. Most a forditott kérdést vizsgaljuk: Ha feltessziik, hogy 1étezik
ESAD, mit kell még megkdvetelniink ahhoz, hogy az ESAD fenotipikus képe ESS legyen?

Az alapdétlet a kovetkezd: Aszexualis populdcioban, genetikai kényszerek nélkiil, a
mutaciok minden fenotipikus allapotba elvihetik a populaciot, és ezért az ESS-nek minden
lehetséges mutansnal jobbnak kell lennie. Ezzel szemben a szexualis populacidé genetikali
kényszerei megakaddlyozhatnak bizonyos fenotipikus Osszetételeket a  szexudlis
populacioban. Emiatt lehetséges, hogy az A kifizetd matrixra a szexudlis populacidban
kevesebb feltétel is elég ahhoz, hogy 1étezzék ESAD, mint ami az aszexualisban garantalja az
ESS 1étét. Gondoljunk tovabba arra az esetre is, amikor a szexualis populacid6 nem képes
megvalositani az ESS-nek megfelelé fenotipuseloszlast, pl. heterozigdta kodolja azt a tiszta
stratégiat, amely szigori ESS az aszexualis populacioban. Ezért az gondolhatjuk, hogy két

feltételre nagy valdsziniiség szerint sziikség lesz:

a) Elérhetség: a szexualis populacio genetikai egyensulyaban megvaldsuljon az ESS. b) A

szexualis populacio ,,le tudja tapogatni” fenotipikusan az ESS egy kornyezetét.

Az az igazi kérdés az, hogy kell-e ennél tobb? A kovetkezd 2.4.1. lemma azt mondja ki, hogy

a fenti a) és a b) feltételek egyszerre teljesiilnek a mar jol ismert 6roklédési rendszeriinkben.

2.4.1. lemma: Ha minden lehetséges k-adik tiszta stratégiahoz (e, -hoz) van olyan Ax allél,

hogy See, =€, és az 6roklédési rendszer dominans-recessziv, akkor minden p*<cints,

alléleloszlashoz létezik a ¢ :=Sp’p" fenotipuseloszlasnak olyan kornyezete, hogy e

kornyezethez tartozd6 minden g fenotipuseloszlashoz létezik olyan peS, alléleloszlas,

amelyre Spp” =q.

Erre a lemmara alapul a kdvetkezd,
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2.4.2. tétel: Tekintsiink egy szexudlis populaciot, amelyben dominans-recessziv az 6roklédési

rendszer, és egy lokusz n allélja homozigdtaként n tiszta stratégiat kodol. Tegyiik fel, hogy

p*es, ESAD, és q":=Sp'p" . Ekkor
a) q* kielégiti az ESS egyenstlyi feltétlét.

b) A (" —g)A@* -q) =0 (geS,,q=q") regularitasi feltétel mellett az ESAD q* fenotipikus
képe ESS.

Osszefoglalva: Tekintsiink egy szexualis populaciot, amelyben dominans-recessziv az
oroklédési rendszer, egy 10kusz n allélja homozigotaként n tiszta stratégiat kodol. Tegylik fel,
hogy a populacio egyedeinek fitneszét egy evolicios matrixjaték adja meg. Ekkor a szexualis
¢s az aszexualis modellek lényegében a kifizetd matrixra kirott azonos feltételek mellett

evolucidsan stabilisak.

Végezetiil vegyiik észre, hogy a fenti eredmények a polimorf aszexualis modellre és a
Fisher-féle szelekciés modell egy altalanositott valtozatara vonatkoznak (amikor a zigotak

fitneszét egy matrixjaték adja meg). A monomorf eset nyilt kérdés.

Jegyzetek

1. E fejezet allitasainak bizonyitasat és a néhol sziikséges szamitasokat és levezetéseket az
alabb felsorolt cikkeimben lehet megtalalni. A cikkek sorrendje koveti e fejezet szakaszainak

a sorrendjét.

Garay, J., Varga Z. (1998) Evolutionarily stable allele distributions. J. Theor. Biol. 191: 163-
172

Garay, J., Garay, M.B. (1998) Genetical reachability: When does a sexual population realize
all phenotypic states? J. Math. Biol. 37: 146-154.

Garay, J., Varga Z. (1998) When will a sexual population evolve to an ESS? Proc. R. Soc.
Lond. B 265: 1007-1010.

Garay, J., Varga, Z. (2003) Coincidence of ESAD and ESS in Dominant-recessive Hereditary
Systems. J. Theor. Biol. 222: 297-305.
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2. Redundans esetre (amikor nagyobb az allélok szama, mint a tiszta fenotipusoké) szintén
megmutattuk, hogy ha az ESS realizalédik a szexualis populacié genetikal egyensulyi
halmazéaban, akkor az allé¢ldinamikara nézve az ESS-nek megfeleld alléleloszlasok halmaza

aszimptotikusan stabilis lesz. A részletek a kovetkezé cikkemben talalhatok:

Cressman, R., Garay, J., Varga, Z. (2003) Evolutionarily stable sets in the single-locus

frequency-dependent model of natural selection. J. Math. Biol. 47: 465-482.
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3. fejezet: Tobbfajos Evolicios stabilitas az 6kologiaban

Az dkoldgia is telis-tele van jatékeleméleti kdlcsonhatasokkal. Példaul, a ragadozoé-zsdakmdany
és a parazita-gazda kapcsolatban a felek ellenérdekeltek, hiszen, ami az egyik faj egyedeinek
elonyds az a masik faj egyedeinek hatranyos. Ezek a szelekcios szitudciok emlékeztetnek a
zéro-osszequ jatékokra, amikor az egyik jatékos a masik jatékos pénzét nyeri el (Riechert és
Hammerstein 1983). Az is tagadhatatlan, hogy az evolicioban az kolégia Kulcs szerepet
jatszik. Ennek egyik sokszor idézett megfogalmazasa Hutchinson metafordja is: "Az evolicio

az okologia szinpadan zajlik".

A klasszikus evolucios matrixjatékok frekvenciafiiggd fitneszekre vonatkoznak, ami egy fajon
beliil zajlo evolucios folyamatokra dsszpontosit. Ezzel szemben az dkologiai problémdk
denzitasfiiggéek (Cressman és Dash 1987) és tobbfajosak. Tovdbbd, a fé szempont a
kovetkezé: Amig a klasszikus ESS megvalosulhat ugy is, hogy ekdzben a faj kihal (mivel csak
a frekvenciafiiggés a lényeges), addig egy ilyen tulajdonsagu , ,megolddskoncepcio” az

okologiaban iires.

A tovabbiakban ismertetem, hogy miként alkalmaztam az evolucios stabilitds gondolatat az

elméleti okologia teriiletén.
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3.1. Evolucios stabilitas Lotka-Volterra-rendszerekben

A cél kifejleszteni egy dltaldnos, az evolucios okoszisztémdakra vonatkozo, denzitdsfiiggd
evolucios stabilitasi koncepciot. Kérdésben megfogalmazva: Hogyan adhato meg az ESS t6bb
fajra vonatkozo, denzitasfiiggo adltalanositasa abban az értelemben, hogy specidlisan az
egyetlen fajra vonatkozo monomof esetben visszakapjuk a klasszikus ESS-definiciobeli
egyensulyi és stabilitdsi feltétel megfeleldjét (ldasd alabb a (3.1.5)-(3.1.6) feltételeket). Tehat
az alapmodell két feltételét is gyengitjiik: nem egyetlen fajt tekintiink, és a 9.-et, amely
frekvenciafiiggd kolcsonhatasokat feltételez.

E kérdés igazi elézménye tarszerzOm két fajra kidolgozott evolicids stabilitasi
fogalma volt (Cressman 1992). O az erds stabilitas fogalmara épitve probalta formalizalni
tobb fajra az evollcios stabilitast, de ezen az uton ezt nem lehet Kivitelezni, és a konyvében
példat is adott erre. Ezutan én két el6tanulményt publikiltam e témakdrben (Cressman et al.

2001, Garay és Varga 2000).

Ahogyan korabban is, nekem az egyik mindenkori szempontom, hogy minden, az
evolucios stabilitasra vonatkozo altalanositasomban Maynard Smith eredeti ESS-fogalma
mint specialis eset benne legyen. Ehhez az kell, hogy az altala kidolgozott klasszikus,
monomorf esetbdl induljak ki (v0. 1.1. szakasz), és most is ezt teszem. Tovabba, a mutacid
legyen minden fajon beliil nagyon ritka, azaz a mutansok denzitasa kicsi, és a szelekcionak

van elég ideje kiszelektalni a kevésbé ratermett tipust.

Heurisztikusan két feltétel kell ahhoz, hogy egy Okoszisztéma evolicidsan stabilis

legyen:

(1) A rezidens Okoszisztémanak stabilisan 1éteznie kell. Ehhez az az egyszeriibb feltétel
elégséges, ha az okoszisztémanak mint dinamikus rendszernek, van aszimptotikusan stabilis
egyensulyi allapota. Megjegyzem, azaz az eset, amikor aszimptotikusan stabilis hatarciklus
biztositja az egyiittélést, még az evoluciods stabilitas szempontjabol nem vizsgalt probléma, de

azt gondolom, matematikailag igen nehéz kérdés lehet.

(if) Az okoszisztéma egyensulya aszimptotikusan stabilis marad, ha minden egyes fajban

legfeljebb egyetlen ritka mutans fenotipus jelenik meg.

Vegyiik észre, hogy a (ii) feltétel dinamikus, nem pedig statikus, mint az ESS, az ESAD és az

idokényszeres matrixjatékokra vonatkozo evolicios stabilitasi feltételek (lasd az 1.1.2. és a
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2.1.2 definiciokat). Ennek oka a kovetkezd: Amikor elkezdtem vizsgélni, mi is lehet a jo
megkozelitése a tobbfajos ESS targyalasanak, én is a statikus egyenl6tlenségekkel
probalkoztam. Ezeket konnyl felirni mindegyik fajra, s6t a sziikséges tételek is konnyen
bizonyithatok, de amikor példat keresnénk az eredményekre, kideriil, hogy a statikus
egyenl6tlenség-rendszer til erds, azaz nem létezhet olyan, pl. Lotka-Volterra-rendszer, amely
kielégitené azt. Ezt a matematikaban tigy mondjak, iires a statikus definici6. Ezért aztan
dinamikus megkozelitésen dolgoztam. Az igazi ok azonban az, hogy az evolucid és az

egymassal kolcsonhato fajok denzitasainak valtozasa is csak dinamikusan kezelhetd.

Mivel az Okologiai modellek jelentds hanyada a Lotka-Volterra-modellhez
kapcsolhatd, amely viszonylag egyszerli, és sokat tudunk viselkedésérdl, ezért ez a
legmegfelelébb kiindulasi modell egy elméleti 6koszisztéma leirasahoz. Tovabba, a Lotka-
Volterra-modellben és a klasszikus evoltaciés matrixjatékok modelljében is, az egyedek
Tovabbi hasonldsagok is vannak a két modell kozott: Egyik sem veszi figyelembe, hogy a
kolcsonhatasok térben zajlanak, vagy, hogy vannak genetikai kényszerek. Mindkettd
feltételezi viszont, hogy a kdlcsonhatasok két egyed kozott jonnek Iétre és teljesen kevertek.
Az is fontos szempont, hogy a Lotka-Volterra-modell 1ényegesen egyszertibb, mint a sokkal

altalanosabb Kolmogorov-modell.

Monomorf modell

Tekintsiik a kovetkezd Lotka-Volterra-rendszert:

N
X, :x{rk+ZmEkaJ (kelLN), (3.1.1)
i=1
ahol x,, ill. r, a k-adik faj rezidens fenotipusanak denzitasa, ill. bels6 novekedési rataja,

tovabba m7* jeloli az k-adik és az i-edik faj rezidenseinek kolcsonhatasi paraméterét a k-adik
faj rezidensének szempontjabol. (Azért van m;* felsé indexében RR, mert ez két rezidens

fenotipus kolcsonhatasi paramétere). E modellnek alapfeltevése, hogy a k-adik faj rezidens
N

fenotipusanak (igy minden egyedének atlagban) a fitnesze r +> mffx , amely az mf®
i=1

kolcsonhatasi paraméterek révén linedris az adott X =(xy,...,xy ) denzitasvektorban.
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Most tekintsiik a mutaciot! Mivel a mutacio ritka, igy maximum egyetlen mutans fenotipus

jelenhet meg minden egyes fajban. Két sz€Is6 eset lehetséges:

1. Egyszerre csak egyetlen mutans fenotipus jelenik pontosan egy fajban, azaz egyetlen egy

mutans fenotipus van az egész rendszerben.

2. Minden fajban éppen egy mutans fenotipus jelenik meg, azaz pontosan n mutans fenotipus

lesz a rendszerben.

Mivel nem zérhat6 ki az, hogy tobb fajon belill is egy idében megjelenjék mutans, ezért mi a
2. esetet vizsgaljuk. Gondoljunk példaul arra, hogy el6szér megjelenik az i-edikben, de még
miel6tt Kihalna az i-edik fajbol a mutans, megjelenik a k-adikban és igy tovabb. Tekintsiik hat

a kovetkezd monomorf evolucids Lotka-Volterra-rendszert:

N N

. RR RI

X = Xk[rk +kai Xy +kai YkJ
i1 i1

N N
Vi ZY{rk“‘zml:iRXk"‘ZmQ:ij, (kel,_N), (3.1.2)
i1 i1

ahol x, és y, a k-adik faj rezidens, illetve mutans fenotipusainak a denztitasa. Azért, hogy a

kolcsonhatasok kovetkezményeire tudjunk koncentralni, feltettiik, hogy a k-adik faj minden

egyedének azonos a belsé novekedési rataja, r,. Ez azt jelenti, hogy minden fajon beliil a
mutaciok csak és kizardlag a kolcsonhatasokat érintik. Jatékelméleti szohasznalattal élve,
mi®, ill. my' jeldlik az k-adik és az i-edik faj rezidenseinek, ill. mutansénak a kdlcsonhatasi
paraméterét a k-adik faj rezidensének szempontjabdl (I az angol ,,Invader” szd roviditése).
Hasonloan, m,T, ill. m{l a k-adik faj mutinsainak a ,kifizetése”, ha az i-edik faj

rezidenseivel, ill. mutansaival hatnak kolcson.

Osszefoglalva, az N dimenziés rezidens Lotka-Volterra-rendszeriink a
mutaciok utan 2N-dimenzidos Lotka-Volterra-rendszer lett, amely tovabbra is invarians az
RV = {(x,y):(xl,...,xN,yl,...,yN)xk >0and y, >0 (kel,_N)} pozitiv ortinsra és annak lapjaira

nézve.
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Egyfajos monomorf modell

Elsé kérdésink az, hogy N=1 esetén modelliinkb6l visszakapjuk-e a klasszikus ESS

definiciot.

Mivel a monomorfikus evoliciosan stabilis 0koszisztémaban a rezidensnek élnie kell, ezért

azt koveteljiilk meg, hogy a kdvetkezo, egy dimenzids

X = X(r + m®x)

Lotka-Volterra-rendszernek legyen aszimptotikusan stabilis x* >0 egyensulya, ami akkor és

csak akkor teljesiil, ha r>0, és m™ <0. Megjegyzem, a késébbiekben is az egyensulyban

vett linearizacio modszerének fontos szerepe lesz, ami a mostani esetiinkben arra vezet, hogy
a x*'mRR =_r feltétel garantalja az x* lokalis aszimptotikus stabilitdsat. Ebben az egyszerii

esetben x* globalisan is aszimptotikusan stabilis.

Tekintsiik az egyfajos monomorf evoltciés Lotka-Volterra-rendszert:

X= x(r +mfRx, +m" y)

y:y(r+m'Rx+m” y). (3.1.3)

Az evollcios stabilitdas most az koveteli meg, hogy az Okologiai kolcsonhatasnak a
kovetkezményeként (azaz Okoszisztéma dinamikaja okan) a ritka mutans haljon Kki.
Matematikai sz6hasznalattal: A rezidens tipus evolicidsan stabilis, ha minden kell6en ritka

mutans esetén a fenti 3.1.3. monomorf evoluciés Lotka-Volterra-rendszernek az (x*,0)

egyensulyi helye lokalisan aszimptotikusan stabilis a pozitiv ortansra nézve. A rendszert az

egyensulyban linearizava kapjuk, hogy

X X*mRR X*mRI
vl 0 r+xm®|
Most a két sajatérték x'mRR <0 és r+x'm'R = x*(mIR —mRR).

Ha m'®<mRR, akkor (x*,0) lokdlisan stabilis, hiszen mindkét sajatérték negativ. Ha

m'R >mRR akkor (x*,0) instabilis. Tartsuk szem elétt, hogy mivel a mutdnsok ritkak, ezért

minden egyed szinte csak rezidens egyeddel hat kélcson. Ha tehat, a mutans fenotipusnak
kisebb a kifizetése, mint a rezidensnek, amikor mindketten rezidens egyeddel hatnak kélcson,

akkor a mutans kihal, ha pedig nagyobb, akkor elterjed.
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A harmadik eset, m'® =m™® mind biolégiai, mind matematikai szempontbol igen fontos,
hiszen a bioldgiaban a mutans neutralitasanak felel meg. Ekkor pedig a matematikaban nem
hasznalhat6 a linearizacios modszer, hiszen van nulla sajat étéke a Jacobi-matrixnak. Ezen

elfajuld eset vizsgalatdra dolgoztak ki a centralis sokasag modszerét, amelyet hasznalva
belathatd, hogy ha m'"® =mRR, akkor a m'' <m®' feltétel garantalja, hogy (x*,0) lokalisan

aszimptotikusan stabilis legyen.
Osszefoglalva: Egy faj esetén a rezidens fenotipus evolucidsan stabilis, ha
(1) a mutansok megjelenése elbtt 6koldgiai szempontbol stabilis, azaz
r>0,é m®<0, (3.1.4)

(ii) a megjelen6é mutansok pedig kihalnak, azaz

m® <m™, (3.1.5)
és
ha m'R =mRR akkor m'"" <mR'. (3.1.6)

Vegyiik észre, ha mint kifizetési matrixot irjuk fel a kolcsonhatasokat jellemzé paramétereket,

akkor a kovetkezdt kapjuk:

mRR mRI
mIR mII

Ekkor az m® <m™ feltétel nem mas, mint a Nash-egyensulyi feltétel, és az utolso feltételiink,

RR

azaz ha m'"=mfR akkor m'" <mR®', a jol ismert stabilitasi feltétel. Tehat, a masodik és

harmadik feltétel megfelel a matrix jatékok korében definialt klasszikus ESS feltételeinek.

Osszességében elmondhatjuk, hogy Lotka-Volterra-dinamika esetén a denzitasfiiggd
okologiai stabilitas, és a frekvenciafiiggd evollcids stabilitds vildgosan szétvalik.
Megjegyzem, a frekvencia fliggé matrixjatékoknal el6fordulhatott az az eset, amikor a
rendszer ESS evolvalodik, de ekdzben a faj kihal, hiszen az alapmodell nem vett figyelembe
semmiféle denzitasfiiggést. Ez most nem torténhet meg, mert az (i) egzisztenciafeltételiink ezt

kizarja.
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Tobbfajos monomorf modell

Az oOkologiai stabilitas biztositasa végett tegyiik fel, hogy a rezidens Lotka-Volterra-

modellnek van belsé egyenstlyi helye x*=(x;,...x;)eR", amely aszimptotikusan stabilis.

Pontosabban, erdsen stabilis abban az értelemben, hogy x* hiperbolikus, azaz a Jacobi-

matrixanak x"-ben nincs nulla valds részii sajatértéke.
A mutaciok utan a rezidens allapot monomorfan evoltciosan stabilis, ha a (3.1.2)

monomorf evoluciés Lotka-Volterra-rendszer (x*,y*)=(x;,....xy.0,...0)eR>" egyensulyi helye

lokalisan aszimptotikusan stabilis. Ez bioldgiailag azt jelenti, hogy a ritka mutansok kihalnak.

A kovetkezo tételeket igazoltuk:

3.1.1. tétel: Tegyiik fel, hogy a (3.1.1) rezidens Lotka-Volterra-rendszer a stabilis x"eR"

N
egyensulyi helye hiperbolikus. Legyen , :=r +> mix" a k-dik faj mutans fenotipusanak az
i=1

atlagos fitnesze az (x*,0)eR?" egyensulyi helyen. Ha (x*,0) egy monomorfan evoluciosan

stabilis 6kologiai egyenstly, akkor kielégiti a kovetkezo feltételeket:
(i) Egyensulyi feltétel: x<0mindenk =1, ...,N.
(i) Stabilitasi feltétel:
1 Ha & < 0 minden k=1,...,N, akkor (x*,0) alapértelmezésénél fogva kielégiti a stabilitasi

feltételt, s automatikus monomorfan evoliciosan stabilis 6kologiai egyensulya (3.1.2)-nek.

(1 Ha valamely k-ra A« = 0, akkor (x*,0) monomorfan evoltcidsan stabilis 6koldogiai egyensilya

(3.1.2)-nek akkor és csak akkor, ha M :=M" -M"(M® ]"M™ B-matrix,

ahol, a M" eR™™ matrix komponensei az m)j-k, a mutansok kozotti kolcsonhatas
paraméterei, hasonloan az M™ MR cR™™M matrixok komponensei a mutinsok és a
rezidensek kozotti kolesonhatas paraméterei, rendre m} és mf' , és igy természetesen

MeRNN,

. N
Az MeR™ matrix B-matrix, ha valamely k-ra minden xeR"-re x> M,x <0
1=1

(Hofbauer és Sigmund 1998). Els6 ranézésre e feltétel nehezen értelmezhetének tlinik, de
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Iényegében azt jelenti, ha a mutansok mindegyike neutralis (egyenldség teljesiil az egyensilyi
feltételben), akkor az (x*,0) egyensulyi hely egy kdrnyezetében mindig van legalabb egy
olyan mutans amelynek denzitasa szigortan monoton csokken. Vegyiik észre, hogy N=1

esetén A1 = O azzal ekvivalens, hogy m'R=mRR. Ekkor az 1x1-es B-matrix a kdvetkezd

alakba irhato fel: m=m" —m'R(%ij' =m" —-m", azaz visszakaptuk a klasszikus ESS
m

stabilitasi feltételét. Ez pontosan megmutatja, miért nem lenne elég, ha csak szigora
egyenlétlenséget kovetelnénk meg a 3.1.1. tételben. Ugyanis ha mindegyik fenotipus kevert
stratégiat hasznal, akkor a jatékelméleti Nash-féle egyensulyban a tiszta stratégiak kifizetései

egyenldk, igy minden mutans neutralis.

E fejezetben megmutattam azt, hogy lehet denzitasfiiggd és tobb fajos esetben matematikai
formaba Onteni a Darwini dogman alapul6 evolucios stabilitds fogalmat. Vegytik észre, most a

klasszikus evolucios matrixmodellnek két feltételét is gyengitettem.

Jegyzetek

1. E fejezet fotételének bizonyitdsa megtalalhaté a kovetkezd kdzleményben, ahol tovéabbi
allitasok is olvashatok példaul a polimorf modellre vonatkozoan: Cressman, R., Garay, J.
(2003) Evolutionary stability in Lotka-Volterra systems. J. Theor. Biol. 222: 233-245.

2. Legjobb tuddsom szerint eddig csak mi javasoltunk tobb fajra vonatkozd evolicios
stabilitasi fogalmat. Maganak a végleges feltételnek a megadasa sem volt egyszert, a 3.1.1.

tétel el6zményei a kovetkez6 két cikkben olvashatoak:
Garay, J. Varga, Z. (2000) Strict ESS for n-species systems. BioSystems 56:131-137,
€s

Cressman, R., Garay, J., Hofbauer, J. (2001) Evolutionary stability concepts for N-species
frequency-dependent interactions. J. Theor. Biol. 211: 1-10.

3. Kolmogorov-tipusu dinamikak esetén, a B-matrix feltétel csak elégséges (és nem
sziikséges) feltétele a tobbfajos monomorf evolicios stabilitasnak, lasd, Cressman, R., Garay,

J. (2003) Stablility in N-species coevolutionary systems. Theor. Pop. Biol. 64: 519-533.
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4. A 3.1.1. tétel alkalmazasa azért nehéz, mert egy matrix B-matrix voltanak ellendrzése
meglehetésen technikds. A B-matrixokat két teriileten alkalmaztam a kovetkezé két
cikkemben:

Cressman, R., Garay, J. (2006) A game-theoretical model for punctuated equilibrium: species
invasion and stasis through coevolution. BioSystems 84: 1-14,

és

Cressman, R., Garay, J (2009) A predator-prey refuge system: Evolutionary stability in
ecological systems. Theor. Pop. Biol. 76: 248-257.
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3.2. Idealis szabad eloszlds, mint evoliciosan stabilis stratégia

E szakaszban megmutatom, hogy az okologial szitudciokat hasznos lehet evoliicios
Jjatékelméleti szemszoghdl 1S vizsgalni, hiszen ily modon uj, tisztan okologial eredmények is

adodnak.

Az eredetileg egy fajra vonatkoz6 idealis szabad eloszlas (ideal free distribution, IFD, lasd
Fretwell és Lucas 1970) modelljében az egyedek szabadon mozoghattak barmely élohelyek
kozott és pontos informaciokkal rendelkeztek az egyes éléhelyek mindségérdl. Az éldhelyek
minésége a faj szempontjabol, nem azonos. Egyrészrdl, ha a forrasok kimerithetéek, akkor
sajat fajtarsak (Parker 1978, Parker és Stuart 1976, Milinski és Parker 1991, Sutherland 1996),
illetve mas verseng6 fajok (Lawlor és Maynard Smith 1976, Brown 1990, 1998, Possingham
1992, Grand ¢és Dill 1999, Grand 2002, Guthrie és Moorhead 2002, Krivan és Sirot 2002,
Krivan 2003) is kimerithetik egy adott éléhely forrasait. Masrészrol, a predacios nyomas is
valtozhat aszerint, hogy melyik él6helyen, mekkora a zsakmanyallatok és a ragadozok
denzitasa (Krivan és Schmitz 2003). Nyilvan ebben a szelekcids szituacidban egy fenotipus
fitnesze fligg a versenytarsai és a ragadozo viselkedésétdl is, azaz jatékelméleti konfliktus all
fenn, és az egyedek stratégiaja maga az élohely valasztasa. Az sem kétséges, hogy mind a
versengés, mind a predacio esetén az egyes foltokban a kérdéses denzitasok (amig versengés
esetén a fajtarsak, addig ragadozas esetén a ragadozok denzitasa) hatirozzdk meg a

fenotipusok fitneszét.

Két alaphelyzetet hasonlitunk Ossze: az egyikben az egyedek nem képesek szabadon
megvalasztani élohelyiiket (egy egyed egész ¢€letét egyetlen foltban t6lti), mig a masikban az

egyedek szabadon vandorolhatnak az ¢16helyek kozott.

Egyfajos élohely-szelekcio

Tegyiik fel, hogy egyetlen faj egyedei két lehetséges élohely koziil valaszthatnak. Minden
¢lohelyen az egyedek kifizetése denizitasfiiggd. Az egyszeriiség kedvéért azt is feltételezziik,

hogy a denzitas novekedtével a fenotipusok kifizetése linearisan csokken, nevezetesen
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Vi = rl(l_ﬂjv
Ki

ahol m; az aktualis populacidodenzitas, ha csak egyetlen egyed lenne a teriileten, akkor ri lenne

a kifizetés, és végiil Ki az i-edik élohelye eltartdo képessége. Mivel két éléhelyiink van, a
populaciéo mérte nyilvan M =m, +m,, tovabba a teljes populacido p, = %-ed része van az i-
edik éldhelyen, igy p = (pl, p,) a populacié allapota.

Most legyen a populaci6 a p allapotban, és tekintsiink egy egyedet, amely a

populaciotol eltéré p'=(p], p,) stratégiat hasznal. Ekkor ezen egyed kifizetése

V(P',p) = pVi(py) + L= pD)Va(P2), (3.2.1)
hiszen az IFD-modell additiv, azaz azon egyednek, amely p; és p, id6t tolt az 1-es, illetve a

2-es ¢él6helyen, a kifizetései Osszeadodnak. Feltessziik, hogy az elsé ¢él6hely jobb, mint a

masodik, formalisan, r, >,.

A Kklasszikus IFD-okoskodas a kovetkezd volt: Ha az egyik él6helyen nagyobb a
kifizetés, akkor az egyedek oda vandorolnak, igy a populacio egyensulyaban teljesiilnie kell,

hogy a két él6hely azonos kifizetéseket szolgaltat, azaz V,(p,) =V,(p,) . Ebbdl adodik, hogy

n—-n

1, ha M <K, ;
.
p, = B ! (3.2.2)
ST SLS Clul/) Y
LK, +rK, K +rK,

Nyilvan az az egyensulyi allapot akkor stabilis, ha benne az a ritka mutans, amely a

populaciotol eltéré p’ = (p;, p) stratégiat hasznal, nem tud elterjedni, azaz

V(p',p) <V (p,p),
vagy, ha V(p',p) =V (p,p), akkor
V(p',p) <V (p.p). (3.2.3)

Ha (3.2.2) egyenldséggel megadott egyensulyi stratégia kevert, akkor minden mutacid

r—r
L 2 akkor

neutralis, €s ha a populécio kelléen nagy, azaz M > K,
h

{~ KiK, 1 + KoMpin + K [K, + M (py =D |
K, K,M (K, 1, + Kjr)

2
V({p',p)-V(p.p)=- <0.
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Nyilvan, ahhoz hogy mind a két él6hely hasznalatban legyen, az kell, hogy a jobb él6hely
forrasait az ott él6k lecsokkentsék a rosszabb minéségli helynek a szintjére. Osszegezve: az

IFD felfoghat6 evoluciosan stabilis stratégianak.

Replikatordinamika mint IFD-dinamika

Az IFD azon a feltevésen alapszik, hogy az egyedek jol informaltak, €s szabadon (idd-,
energia- és egyéb kényszerektél mentesen) mozoghatnak az éldhelyek kozott. Ahhoz
azonban, hogy bealljon az IFD, idének kell eltelnie, amely alatt az egyedek ide-oda

vandorolnak.

A replikatordinamikat eredetileg nem atfedé generaciokkal rendelkezd populaciok
esetében a fenotipikus 6sszetétel, illetve alléleloszlas valtozasanak leirasara vezették be. Azt,
hogy a replikdtordinamikat hasznalhassuk az egyedek ¢életiik sordan bekovetkezd
viselkedésvaltozasainak leirasara, meg kell indokolnunk. Az indoklashoz induljunk az
ha neki nagyobb a nyeresége. Ha a sikeresebb stratégidra valo atallas valosziniisége linearisan
fligg a két egyed nyerségének kiilonbségétol, akkor Schlag (1997) belatta, hogy ez a tanulasi
szabaly a replikatordinamikara vezet, amely a mostani esetiinkben a kdvetkezo alakra hozhato

& - P -V.).

Vegyiik észre Schlag otlete az volt, hogy a tanulas, illetve mas egyedek sikeres viselkedésnek

atvétele analdg a szaporodas folyamataval.

Az 1.1. szakasz 1.1.7. tétele garantalja, hogy az IFD globalisan aszimptotikusan stabilis.
Azaz, ha az egyedek mindig kovetik azokat az egyedeket, akiknek nagyobb a nyereségiik,

mint a sajatjuk, akkor az éléhelyeken optimalis modon fognak eloszlani.

IFD két élohelyen versengo két faj esetén

Tekintsiink két fajt, és egyedeiknek legyenek a két él6helyen a kovetkezo kifizetéseik

Vi(pyan’N):ri(l_pli(_M_%iNi], i=1,2,
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L L

WﬂnqﬂmN)=&@—£ﬁﬂﬂ—gﬁﬁ} i=12, (3.2.6)

ahol M és p=(p,, p,), illetve N és q=(q,,q,) a teljes populacié mérete és rezidens fenotipusa
az 1-es, ill. a 2-es faj esetében. Ki és ri, illetve Li és si az i-edik él6hely eltartd képessége és a
belsé novekedési rataja az 1-es, ill. 2-es fajra nézve. Végiil a ai és a fi a fajok kozotti

versengés egyiitthatoi az i-edik éléhelyen.

Most tekintsiink egy-egy egyedet mindkét fajbol, amelyek eltérnek a rezidens populaciok
él6helyhasznalatatol, jelolje az 1-es fajban p'=(p], p;) illetve a 2-es fajpan q'=(q;,q;) az uj

stratégiakat, amelyek kifizetései a kovetkezok:
V(p',p,q) = pVi(p.q) + @— p)V,(p.q),
W(d',p,q) = W, (p,q) + (1— )W, (p,q) .

Ekkor a két fajra vonatkozé Nash-féle egyensulyi feltétel a kovetkezd: p=(p,p,) és

q= (ql,qz) Nash-egyensuly, ha minden p’ = (p{, p;) ¢s ' = (ql',q'z) esetén
V(p',p,a)<V(p,p,a),

W(p',p,a) <W(q,p,q) (3.2.7)

Most tekintsiik azt az esetet, amikor mindkét faj hasznalja mindkét élohelyet, akkor a kevert

Nash-féle egyensulyban igaz, hogy
Vi(p,q) =V,(p.,q), (3.2.9.9)

W, (p.q) =W, (p,q) - (3.2.9.b)

Ha van kevert a Nash-féle egyensuly, akkor a stabilitasi feltétel a kovetkezé: p=(p,, p,) és
q=(q,.q,) evoliciosan stabilis, ha minden p'=(p},p;) és q =(q,q;) stratégiara, amelyek

kozel vannak p-hez, ill. g-hoz, az alabbi egyenldtelenségek koziil legalabb az egyik teljesiil,
V(p'p.q) <V(p.p.9),

W(p',p,q) <W(a,p,q).
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Vegyiik észre, itt ugyanaz a feltétel, mint amelyet a B-matrix megkovetelt (lasd 3.1. szakasz):
minden, az egyensulyhoz kozeli allapotban legalabb az egyik ,mutans” rosszabbul

,»teljesitsen” mint sajat rezidense.

Most a replikdtordinamika a kdvetkezd alaka

B b1 P0G -Valp.)).

z_‘iaqu(l-ql)wl(p,q) ~W, (p,q))-

E dinamika fazisportréja az 3.2.1 abran lathato.

3.2.1. abra: A replikator stabilis (A) és instabilis (B) kevert Nash-féle egyensuly esetén. A
folytonos vonal az 1-es faj izoklinje, amelyet a (3.2.9.a) egyenléség ad meg. A szaggatott
vonal a 2-es faj izoklinje, amelyet a (3.2.b) egyenldség ad meg. A kozds paraméterek: Ki=15,
K2=10, L1=12, L»=10, ri=1, r=1, s1=1, s»=1, M=3 ¢és N=3. Az abra (A) részabrajan, ahol
instabilis a kevert Nash-féle egyensuly, a versengést megadd paraméterek: a1=0.1, 02=0.1,
p1=0.9 és (2=0.9. Az abra (B) részabrajan, ahol stabilis a kevert Nash féle egyensuly, a

versengést magado paraméterek: a1=0.8, 02=0.8, p1=4 és f=4.
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IFD két élohelyen €16 ragadozo és zsakmanyfaj esetén

Tekintsiink egy zsakmany és egy ragadozé fajt, és egyedeinek a két él6helyen legyenek a

kovetkezok a kifizetéseik

Vi(p’q’M’N)zri(l_oiﬂ_aiqiNiJ, i=12,

W;(p,g,M,N) =s,(-1+ B pM), i=12, (3.2.10)

ahol Vi a zsakmany és W; a ragadoz6 nyereségét jeloli, o a zsakmanyfajon beliili versengés
mértéke, mig Si a ragadozo haldlozasi ratdja. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd,

hogy s, >s,. Most a replikatordinamika a kovetkezo alaku:

d Lp T
d_% =p (- pl)I:ﬁ -, —oM [% —ZK—F:ZJ —N(hayp — K, pz):l ,

d
d_(j[[L =q (- Ch)[_ (81—5,) +M(neyp —na, pz)] .

E dinamika fazisportréja a 3.2.2. abran lathato.

A (A ey

3.2.2. abra: Itt a ragadozd ¢és préda ¢él6hely-hasznositasi eloszlasokra vonatkozo
replikatordinamika megoldasai lathatoak, amikor az IFD-t perturbaltuk. A) eset, amikor nincs
a prédak kozott versengés (6=0). B) eset, amikor van a prédak kozott versengés, 6=0.5. A
tovabbi paraméterek a kovetkezok: a1=0.1, a2=0.1, p1=0.9 és $»=0.9, K1=15, K»=10, r1=1,

r>=1, s1=1 és sp=1.

91



dc_1650_19

Okologiai idoskala

Sok faj esetén, a lokalis élohelyek kozotti migracido sokszor 1ényegesen rovidebb id6 alatt
zajlik le, mint a szaporodasi, generacios id6. Ezekben az esetekben a két folyamat
elkiilonithet6 abban az értelemben, hogy a denizitasok valtozasat leird populaciodinamikakba
bele van épitve az optimalis viselkedést leird dinamika egyensulyi helye, hiszen e dinamikak
mas-mas id6léptékben mozognak. Vegyiik észre, korabban mindig allando denzitasokat
feltételeztiink, amikor megvizsgaltuk mi az optimalis. Most mar mondhatjuk, hogy az
evoluciosan stabilis IFD. Valoban, tegyiik fel, hogy az optimalis viselkedés a populacidban
szinte azonnal bedll, ha barmilyen kicsit is valtoznak a denzitdsok. Most vizsgaljuk meg,
milyen dinamikus rendszerek adoddnak, ha feltételezziik, hogy minden denzitas esetén a

populacidk az optimalis IFD-t hasznaljak.

Egyfajos modell: Most egy Kolmogorov féle populaciodinamikaval van dolgunk, nevezetesen

dM
== =MF(M),
" (M)

ahol M a faj denzitasa, és F(M) a faj egyedeinek fitnesze, de ez most az optimalis IFD

hasznalata estén

F(M)= pl(M)[l—pl(}“("J}(l— pl(M))[l

1

_@-p(M)M
K, ’

ahol p,(M)-et a (3.2.2) egyenlet adja meg.

Most lassuk be, hogy mindkét élohely az egyenstilyban telitodik! Mivel egyensulyban
mindkét élohelyen azonosak a fitneszértékek (ez kovetkezik a teljesen kevert Nash-féle
feltételbdl), masrészr6l a dinamikai egyensulyban F(M)=0, de F(M) nem negativ taga
Osszeg, ebbdl kovetkezik, hogy

Kl

és
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L A-p(MM _
Kl

Ez pontosan az, amit belatni kivantunk. Megjegyzem, ugyanez az eredmény adodik, ha a faj

egyedei nem vandorolnak szabadon a két él6hely kozott.

Keét versengd fajt leiro modell: ElOszor tekintsiink ugyanazokkal a paraméterekkel két

versengd fajt, amelyek nem vandorolnak! EKkor a kiilonb6z6 él6helyeken a kovetkezé modell

hasznalhat6:
dm, m,  on i
dt i K
dn _ nis{l_&_mj =12,
dt L L

Tegyiik fel, hogy 1étezik egyiittélés! Ekkor az egyensulyi helyet a kovetkez6 egyenléségek

adjak meg:
mr = Kizab i=1,2
n’ —ﬂ i=1,2.

b 1-g,p

Masodjara tekintsiink két mobilis versengé fajt, amelyek minden denzitas mellett IFD-t

hasznalnak, rendre p(M,N) -t és q(M,N) -t! EKkor a populaciodinamika a kovetkezo:

dd_l\:l = M (plvl(plq! M 1 N)+(1_ pl)vl(pvq’ M 1 N))a
dN
T N(gW;(p, g, M, N) + (L - )W, (p,q, M, N)).

A mobilis fajokat és a helyben €16 fajokat leird két dinamikanak azonos az egyensulyi helye.
A stabilitdsukkal azonban mds a helyzet, mig a nem mobilis fajok egyiitt élnek mindkét
¢léhelyen, addig a mobilis fajok szétvalnak, és az egyik az egyik, mig a masik a masik

¢l6helyet valasztja, lasd a 3.2.3. abrat.
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IMMOBILE ANIMALS
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3.2.3. abra: A fels6 sor abrain két versengd faj M és N denzitasanak valtozasait leird
populaciodinamikanak két-két megoldasa lathatd. Az alsé sorban e fajoknak a két éléhely
kozotti eloszlasanak dinamikaja lathat6. A bal oszlopban a nem mobilis fajokra vonatkozo
megoldasok lathatok. A jobb oszlopban a mobilis, az IFD-t kovetd fajparok vannak. A jobb
also abran az lathato, hogy a mobilis fajok azonnal szegregalodnak, elkiiloniilnek. A bal alson
az lathato, hogy a nem mobilis fajok egyiitt élnek mindkét él6helyen. A paraméterek minden
részabra esetén a kovetkezok: a1=9, 02=0.1, £1=0.1 és £>=9, K1=19, K»=2, L1=2, L»=19, ri=1,

r,=0.1. s1=0.1 és sp=1.

Végiil megjegyezziik, hogy a nem mobilis és a mobilis, IFD-t kdvet6 ragadozé és prédafajok
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esetén a populaciodinamikai modellek mindségileg azonos eredményt adnak.
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Jegyzet: Az itt vizsgalt problémardl tovabbi részletek talalhatok a kdvetkez6 dolgozatban:
Cressman, R., Krivan, V., Garay, J. (2004) Ideal free distributions, evolutionary games, and
population dynamics in multiple-species environments. Am. Nat. 164: 473-4809.
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b)

3.3. Csordaban vagy maganyosan?

Bevezetjiik az opportunista jatékos fogalmat, aki valamilyen valosziniiséggel mindig haszndlja

e rer

Sok szempontot figyelembe kell venni ahhoz, hogy eldonthessiik egy zsakmanyallat miért él
csoportos vagy maganyos életet (Hamilton 1971, Krause és Ruxton 2002). A csoportos élet
egyik eldnye, hogy tobb okbol is csokkenti a predacidos nyomast: tomegben biztonsagosabb
(,,dilution effect” lasd Brown és Kotler 2004, Dehn 1990,); tobb szem tobbet lat (,,many eyes
hypothesis” lasd Treves 2000); a védekezés hatékonyabb (lasd 1.6. szakasz). Példaul, terepi
kutatasok (Hass és Valenzuela 2002) alapjan a fehérorri ormanyos medve (Nasua narica)
esetében a felnéttek halalozasanak tobb mint 50%-aért a predacio volt a felelds. A predacios
rata a maganyos egyedeken nagyobb volt, mint a csoportban él6knél, és csokkent a csoport
1étszamanak novekedtével.

Ezekbdl kiindulva megvizsgaljuk, hogy a kétfajos modelliinkben a ragadozok
zsékmanypreferencidja hogyan hat a zsdkmaényallatok csorddinak kialakuldsara. A
zsakmanyoknak két tiszta stratégidja van: csordaban vagy maganyosan €lni. Ezen okbdl a
ragadozonak bar csak egy zsdkmanyfaja van, abbol mégis két tipusu prédaja lehet. Most két

tipusu ragadozdét tekintiink:

Céltudatos: egy adott idOtartam alatt csak a preferalt tipusu prédat tdmadja meg, a masikat
békén hagyja.
Opportunista: neki is van prédapreferenciaja, de ha véletleniil talalkozik az éppen nem

preferalt prédajaval, akkor azt egy adott, egynél kisebb valosziniiséggel megtamadja.

A matematikai jatékelmélet szohasznalataval élve: A céltudatos jatékos képes hasznalni tiszta
stratégiakat (csak egy tipusu zsakmanyt 6l), azaz stratégiahalmaza a [0,1]. Ezzel szemben az
opportunista jatékos, mindig tamad egy adott 0< r <1 valosziniiséggel, igy stratégiahalmaza,
csak [r,1-r]. Az r az opportunizmus szintjét adja meg, hiszen ha egy ragadozo a nem preferalt
zsakmanytipussal talalkozik, akkor r valdsziniliséggel megprobalja kihasznalni az alkalmat.
Nyilvan ha r=0, akkor nem opportunista a ragadozod, ha pedig r=1, akkor a ragadoz6 minden

zsakmanyt megtamad, amit csak megtalal, azaz nincs zsakmanypreferenciaja.
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Céltudatos ragadozo

Most megnézziik, hogy a zsakmanyallatok csordainak kialakulasara milyen hatassal van a
céltudatos ragadozo.

Ha kiilonb6z0 ragadozoi tevékenységet, képességeket kovetel meg a maganyos €s a
csoportos zsakmanyokra vald vadészat, akkor a ragadozo tipikusan ,,céltudatos” (Huggard
1993a), azaz nem valtoztat eredeti céljan: abban az esetben, ha véletleniil talalkozik egy masik
fajta zsdkmannyal, azt nem tamadja meg. Tovabbi bonyodalom, hogy ha ugyanaz a
zsdkmanyallat két eltérd élohelyen ¢€l, akkor a ragadozé az éldhelynek megfeleléen, mas ¢€s
mas stratégiat alkalmazhat. Ekkor a ragadozo azaltal, hogy kivalasztja az él6helyet, ahol
vadaszni fog, egyuttal a zsdkmanyanak a tipusat is kivalasztja. Példaul, az afrikai szavannak
nyilt teriiletein a zsakmanyok nagyobb csordakat alkotnak (Hayward és Kerley 2005), és az
oroszlanok a kisebb csordakat részesitik elényben (Scheel 1993). Eszak Amerikaban, a
javorszarvascsorddak mérete a fiives teriileteken nagyobb, mint fenyvesekben, és a farkasok
sikere fligg a kiilonbozo teriiletek jellegétol (Huggard 1993a, b, Hebblewhite és Pletscher
2002, Kunkel et al. 2004, Hebblewhite et al. 2005). Tovabba a bolényeknél a
tertiletpreferencia fontos szempontja elkeriilni a farkasok tamadasit (Fortin and Fortin 2009,
Fortin et al. 2009).

Most egy aszimmetrikus jaték keretében vizsgaljuk a problémat, hiszen a résztvevok
ellenérdekeltek, és mind a zsakmanyok talélése és ezzel egyiitt a ragadozok sikere egyiittesen
mindkét faj viselkedésétdl fiigg, ahogy ezt a fenti példakkal érzékeltettiik.

1. Zsakmany tiszta stratégiai: 1. Maganyos: ez lehet akar kis csordahoz vagy kis csapathoz valo
tartozas. 2. Csorda: azaz nagy csapatban valo élet.

2. Ragadozo tiszta stratégiai: Maganyos tipusra vagy csordara vadaszik.
Minden mas szempontbdl az egyedek azonosak. Példaul minden maganyos zsadkmanyt azonos
valdsziniiséggel 61 meg a ragadozo. Hasonloan, a csorda egyedei is azonos valdsziniiséggel
esnek aldozatul a ragadozoknak.

Az egyszerliség végett feltessziik, hogy a fitneszkiilonbség a két zsdkmanytipus kozott
csak ¢és kizarolag a ragadoz6 altal meghatarozott tilélési valdsziniiségek eltérésébdl adodik.
Nyilvan, az okologia egyik fontos kérdése az optimalis csoportméret (Gerard et al. 2002).
Azért éliink ezzel az egyszeriisitd feltétellel, mert a zsdkmanyok kozotti erds versengés
elfedheti a ragadoz6 hatasat. Nyilvan negativ Korrelacié van a csoport nagysaga (azaz a tomeg

nyUQjtotta biztonsag) és az élelemért folytatott versengés kozott. Azonban, ha a ragadozo
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hatdsa a dontd, €s a zsdkmanyok denzitasa messze van az eltartd képességtol, akkor az
¢lelemért zajlo versengés nem szamottevd. Példaul, Hebblewhite et al. (2002) a Banff
Nemzeti Parkban (Alberta, Kanada) azt talaltak, hogy a farkasok visszatelepitése utan a
javorszarvas-populacié 1étszama 50-70%-kal csokkent.

Masrészrol azt is feltessziik, hogy a ragadozonak akar tobbszori tamadasa is ugyanarra
a zsakmanyegyedre, ha taléli az, nem befolyasolja a zsakmany termékenységét.

A ragadozo fitnesze csak a megolt zsakmanyok szamatol fligg, azaz a sikertelen
tamadasoknak nincs koltsége.

Jelolje x > 0 a zsakmanyok denzitasat, p a rezidens egyedek csordastratégiajat, azaz px
zsakmanyegyed alkot csordat, (1-p)x pedig maganyos.

Hasonloéan, a rezidens ragadozé kevert stratégiajat azzal adjuk meg, hogy ideje s-ed
részében a csordat tamadja ¢s ideje (1-s)-ed részében maganyosokat tamad.

Jelolje fu annak valdsziniiségét, hogy a ragadoz6 megkeresi a csordat, megtalalja azt
¢s elejt egy zsakmanyt a csordabol egységnyi idéegység alatt. Hasonldan, jelolje fs annak
valoszinliségét, hogy a ragadozd keresi a maganyos zsakmanyt, megtalalja azt és el is ejti
egységnyi idéegység alatt. Nyilvan ezek a valosziniiségek fliggnek p-t6l. Feltehetd, hogy e
valoszinliségek szigoruan pozitivak, ha van megfeleld zsakmanytipus, és nullat vesznek fel,
ha nincs. Tovabba az adott zsakmanytipus gyakoribba valasaval e valdsziniiségek Szigoruan
nének (példaul, a gyakoribb zsakmanytipust, kénnyebb észrevenni). Osszegezve, fr szigortan
nd px-ben, mig fs szigortian n6 (1-px)-ben.

A fenti feltételekbdl kovetkezden a zsakmanyok fitnesze, az idoegység alatti tilélésiik
valosziniiségével mérhetd. (Ez gyakran hasznalt feltétel a ragadozo6i nyomas vizsgalatakor,
lasd Hebblewhite és Pletscher 2002). Nevezetesen, a csordaban a tlélési valosziniiség

WH(p,s,x)zl—sM. (3.3.1)
pX

Valdban, a ragadozod egységnyi i1d0 alatt s valdszinliséggel tdmad csordara,
pX
valoszinliséggel szemel ki egy egyedet a csordabol célpontnak (v6. Dehn 1990), és ezt

f,(px) valoszintiséggel ejti el. Feltehetd, hogy a predacios 1épések fliggetlenek (pontosabban

szorzatteret alkotnak), fgy e valészintiségek szorzata, s-%P%) adia a haldlozasi esélyt a
pX
csordaban. Hasonldan, a maganyosok tulélési esélye
Ws(p,s,x)zl—(l—s)M. (3.3.2)

(- p)x
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Ugyancsak célszerii bevezetni egy tamadasra juto talélési valoszinliségeket:

E (px) = (PX) (3.3.32)
pXx
és
~ fu (L= plIx)
Rl pp = (3.3.3b)

A ragadozo fitnesze egyrészrél az idéegység alatti sikeres tamadasok valdsziniliségétol,
azaz f,(px)-tol és f, ([1— p]x)-t6l, masrészrdl a vadaszat energiaraforditasatol fiigg. Jeldlje
idéegység alatt a csorda, illetve a maganyos zsdkmany vadaszatara forditott energiat Cp,
illetve Cs. (Példaul, a Sziklas hegységben (Montana, USA) Kunkel et al. (2004) a farkasok
vadaszatba fektetett koltségét, az egy nap alatt megtett tavolsaggal mérték.) Ha az energia

egysége egy atlagos zsakmany energiatartalma, akkor a ragadoz6 bevétele, ha csordara tamad,
Vy, =Ty (px)-C,, (3.3.4.9)

ha pedig maganyosra, akkor
V; = f,, ([L- p]x) - Cs . (3.3.4.b)

Marmost a fentiek alapjan bevezettiink egy kétfajos evolucios jatékot (Broom és Rychtar
2013, Brown ¢és Vincent 1992, Hofbauer és Sigmund 1998), ahol a tipusok fitneszei fiiggenek
a zsakmany p és a ragadozok s atlagos stratégidjatol. Ez a jaték a kétfajos éldhely-szelekcids
modellek (Hugie és Dill 1994, Cressman et al. 2004) specialis esetének tekinthetd, de mi most
specidlisan egy, a prédak viselkedéséhez alkalmazkod6 ragadozét és olyan zsdkményokat
tekintlink, amelyek csak egymasra haritani tudjak a ragadozd tamadasat azaltal, hogy
csordaba tomoriilnek (azaz nincs mas menedékiik, vo. Cressman és Garay 2009). A masik
feltételiink az volt, hogy a ragadozok hatasa Iényegesebb, mint a fajon beliili versengés (vo.
Brown 1992, Brown et al. 2001), ami ugyancsak egyszersiti a modellt. Ezek a feltételek
teszik azonban lehet6vé, hogy a legvilagosabban megvizsgaljuk, hogy a ragadozdknak mi is

pontosan a hatasa arra, hogy a zsakmanyok csordaba tomoriilnek-e vagy sem.

Célunk rogzitett zsakmanydenzitas mellett megtalalni egy stabilis (p*,s*)

jatékelméleti egyensulyt. Most a stabilitason dinamikus stabilitast értiink, és ehhez meg kell
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adnunk egy szabalyt, ahogy a p és az s stratégiak, a tiszta stratégiak fitneszértékeinek
megfelelden valtozni fognak. Ha Wy>Ws, akkor azt varjuk, hogy a maganyosak csatlakoznak
a csordahoz (azaz p novekszik). Ha Vu>Vs, akkor a ragadozo a csordat gyakrabban tamadja
(azaz s novekszik). Fo feltételiink az, hogy a tiszta stratégiak fitneszkiilonbségeivel aranyosan

valtoznak a stratégiak:

b =k[W, (p,s,x)~Ws(p,s, )] (3.3.5.9)

$ =1V, (p,s,x)=Vs(p,s. x)], (3.3.5.b)

ahol k és | pozitiv, és fiigg (p,s,x)-t6l. A (10.5) dinamika akkor lesz replikatordinamika
(Hofbauer és Sigmund 1998), ha k= p(Ll—p), és | =as(l-5s), ahol az o > 0 szam azt jellemzi,
dinamikat fogjuk hasznalni mind a céltudatos, mind az opportunista eset vizsgalatakor (lasd a
3.3.1 és a 3.3.2 abrakat), ahol a (p,s) stratégiapart a {(p,s)|0£ p<lésO0<s sl}
egységnégyzet pontjai reprezentaljak.

Megjegyzem, a (3.3.5.a) modell nagyon hasonléo az IFD modellhez (lasd a 3.2.
szakaszt), mivel mindkét okologiai jaték struktiraja azonos: a zsakmanynak is és ragadozonak

is van két-két tiszta stratégidja. Ellenben az IFD-nél a fenti dinamika egyensulyanak

aszimptotikus stabilitasa csak sziikséges, de nem elégséges az evollicios stabilitashoz.

Nyilvan kétféle egyensulyi pont lehetséges: vagy a hatiron van, vagy kevert, és

vizsgalatainkat eszerint bontjuk fel.

A)Ll. Hataron fekvé egyensuly

A hataron aszimptotikusan stabilis egyensulyi helye van (3.3.5)-nek akkor és csak akkor, ha
fs(x)<Cs —C,, vagy f,(x)<C, —Cs. Ekkor ez ESS és globalisan is aszimptotikusan stabilis
a (3.3.5)-dinamikara nézve. Példaul, ha minden zsakmany maganyos, és fq(x) <Cs —C,, (azaz
a sikeres tamadas valdszintisége kisebb, mint a maganyos és csorda tamadas koltsége), akkor
(p",s")=(0)) . Ha a zsdkmany energiatartalmat egységnyinek vessziik, akkor fy(x)<Cq—Cy
azt is jelenti, hogy a ragadozonak a maganyosokra vadaszva joval kisebb a bevétele, mint a

koltsége.
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Mindkét szélen 1évO egyensulyban a ragadoz6 egyféle prédara vadaszna csak, de a
zsdkméanyok a masik stratégiat valasztjak. Ugy is fogalmazhatnank, hogy a zsikmanyok

,»viselkedési menedékben” vannak, és mentesek a predaciotol.

A)2. Kevert egyensuly

Ha nincs a hataron egyensuly, akkor a modelliinkben pontosan egy belsé egyensuly lehet,
azaz olyan (p*,s*), ahol 0< p* <1, és 0<s" <1. Ebben a kevert egyenstilyban mindkét fajra a

tiszta stratégiak nyereségeinek meg kell egyezniiik, azaz
W, =W, (3.3.63)

V,, =V (3.3.6b)

Ha a vadaszat koltségei azonosak, vagyis ha C; =C,,, akkor p*=s", azaz a ragadozo
ugyanolyan idGaranyban vadaszik csordara és maganyos zsakmanyokra, mint amennyit egy
zsdkmany allat tolt ezekben az allapotokban. Ennek az okat konnyli megérteni. Nézziik meg,
hogy ha a ragadozé és a zsakmanyallatok nagy része kitart a kevert stratégia mellett, akkor
valasztja is, ezzel noveli a ragadozd sikerét éppen az altala valasztott stratégiaval
(emlékezziink: fy szigortan né px-ben, mig fs szigortan ndé (1-px)-ben), azaz a
zsakmanyegyed, amelyik eltér az egyensulyi stratégiatol, rosszabbul jar, mintha nem
valtoztatott volna.

Ha a vadaszat koltségei nem azonosak, vagyis ha Cq #C,, , akkor a ragadoz6 tobb idot
tolt a kisebb koltséggel jard tipus vadaszataval, mint amennyi az aranya ezeknek a
zsakmanyoknak: ha Cg >C,,, akkors® > p* (lasd 3.3.1.B abra). Az, hogy a ragadoz6 koveti a
préda viselkedését egy altalanosan megfigyelt jelenség (vo. Hugie és Dill 1994, Brown és
Kotler 2004).

A még megvalaszoland6 problémak a stabilitasi kérdések. Egyrészrdl belathatd, hogy

(p",s") aszimptotikusan stabilis egyensulyi helye a (3.3.5) dinamikanak akkor €s csak akkor,

101



dc_1650_19

ha p* ESS a zsakmanypopulaciéra nézve, amit az biztosit, ha a zsakmanyegyed eltér ettdl a

stratégiatol, akkor rosszabbul jar, mintha nem valtoztatott volna.

Masrészr6l azt kell jellemezniink, hogy a (p*,s*), mikor aszimptotikusan stabilis

egyensulyi helye a (3.3.5) dinamikanak.

Ha az f(x) és f,(x) fliggvények szigoruan konvexek a zsakmany X denzitasaban,

akkor a (p*,s*) aszimptotikusan stabilis (lasd 3.3.1.C abra). A fiiggvények szigora konvexitas

azt jelenti, hogy a ragadozd sikere a zsdkmdny denzitasanak novekedésével, a linedris
novekedésnél gyorsabb iitemben nd. Példaul, ha a csorda egyedszamanak novekedtével az
allatok mar akadalyozzak egymast a menekiilésben, vagy ha a maganyosak szamanak

novekedtével az észlelési idejiik radikalisan csokken.

Ha az fgs(x) és f,(x) fliggvények szigortan konkavok a zsdkmany X denzitasban
(példaul a biztonsag nd a sokasaggal), akkor a (p*,s*) egyensuly instabilis. Ekkor viselkedési
ciklusok alakulnak ki allado egyedszam mellett (lasd 3.3.1.D abra), ha pedig az fi(x) és
f, (x) fiiggvények linearisak, akkor zart, periodikus ciklusok (lasd 3.3.1.B abra). Mas esetben

heteroklinikus ciklusok kozelitik meg a hatart.

Tekintsiink most azt az esetet amikor fg(x) és f,(x) nem mindeniitt névekvo
fliggvényei a zsakmany denzitasanak. Példaul, f,(x) eleinte ndhet, de ha zsdkmanyallatok

csoportlétszama elér egy kritikus szintet, amely ahhoz kell, hogy hatékonyan meg tudjak

védeni magukat a ragadozo tamadasakor, innentél csokkeni fog. Ha V,, -V csokkend
fiiggvény a (p*,s*) egyensulyban, akkor (p*,s*) instabilis egyensuly. Masrészrél, 1éteznie
kell legalabb egy olyan (p*,s*) egyensulynak, ahol a fitneszek V,, —V; kiilonbsége novekvo,

és ez az allapot stabilis akkor és csak akkor, ha p* ESS a zsakmanyokra nézve.
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Probability predator hunts for herd, s
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3.3.1. abra: A céltudatos ragadozora vonatkozo (3.3.5) replikatordinamikanak a megoldasai

az oramutato jarasaval ellentétesen haladnak. Most a=1, x=1, a tulélési fiiggvények pedig

fa(U)=(U+1)? -1 és fs(u)=2(u—-12 -1, ahol u jeloli a megfelelé zsakmanyok denzitasat, és

az a paraméter hatarozza meg a tilélési fiiggvények szigoruan konkav, illetve szigorian

konvex voltat. Ha a=1, és C, =1, C;=4, akkor a (p*,s")=(0,1) egyensuly globalisan

aszimptotikusan stabilis (lasd A). Ha a=1, és C, =1, Cy=2, akkor a (p*,s")=(1/3,2/3)

egyensuly koriil periodikus megoldasok vannak (lasd B). Végiil legyen C; =C,,, ekkor van

£

p =S

p* =5-419=0.64 (lasd C); vagy instabilis, ha a=0.5, és ekkor p* =0.68 (lasd D).

belsé egyenstly, amely vagy aszimptotikusan stabilis, ha a=2, és ekkor
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Opportunista ragadozo

Most olyan esetet vizsgalunk, amikor a ragadozd viselkedése rugalmas. Példaul, az
oroszlanok a nagyobb zsakmanyokat kedvelik, 190-550 kg kozott (Hayward és Kerley 2005),
¢és ha vannak, akkor kisebb csordakra tamadnak (van Orsdol 1984, Funston et al. 2001). Az
oroszlanok azonban opportunista vadaszok, hiszen ha aktiv cserkelés nélkiil, hirtelen a
kozeliikben feltiinik egy vad, megtamadjak (Schaller 1972). Tovabba Huggard (1993a)
farkasok esetében megkiilonbozetett ,,véletlen” és ,,akaratlagos” zsdkmanyelejtést. A vadaszat
alatt a farkasok viszonylag gyorsan és céliranyosan kozelitik meg azokat a fiives térségeket,
ahol a farkasok célzott zsakmanyai, a javorszarvasok legelni szoktak. Az 6zek gyakran a
,Vvéletlen” zsakmanyai a farkasoknak, ugyanis amikor a farkasfalka a kozeliikben halad a
fiives teriiletek felé, és az 6zek megugranak, akkor, ha mar atjukba keriilt az 6z, a farkasok
gyakran elejtik 6ket. Ezen esetekre alapozva bevezettiink egy matematikai modellt az ilyen

tipusu ,,opportunizmusra”.

Egy opportunista ragadozo egy adott r valoszinliséggel megvaltoztatja eredeti céljat,
ha véletleniil a nem Kkeresett zsakmanyaval talalkozik. Az r paraméter mutatja az
opportunizmus mértékét. Az irodalomban szokas ezt parcialis preferencianak nevezni (vo.
Rechten et al. 1983). Az, hogy r alland6 egy erés leegyszertsités, de mar ezzel is meg tudjuk
mutatni, hogy mi a kiilonbség a céltudatos és az opportunista ragadozo zsakmanyra gyakorolt

hatasa kozott.

Ha r =0, akkor a ragadozo céltudatos, kitart stratégiaja mellett és nem hasznalja ki a
véletlen lehet6ségeket. Ha pedig r =1, akkor a ragadozé minden zsakmanyt megtamad, amivel
véletlentll talalkozik, azaz nincs jatékelméleti értelemben vett stratégidja sem, hiszen nincs

hatéssal a sajat fitneszére.

Ezeket a szélsOséges eseteket nem tekintve, most Gsszpontositsunk arra az esetre,
amikor O0<r<1. Ahhoz, hogy az opportunista ragadozonak a prédakra gyakorolt hatasat a
legkonnyebben ki tudjuk mutatni, tegyiik fel, hogy minden tdmadasnak azonos a koltsége,
azaz Cy=C, =C, ugyanis ekkor az opportunizmus ,,ara” csokken. Ez utobbit valdjaban
nullanak is vehetjiik, hiszen ha egyenl6k, akkor 1ényegében nem befolyasoljak azt, hogy mi is
az opportunista ragadozo célja. Tovabba azt is feltettiik, ha kevés tagja van csordanak, akkor
egyikiik megolési valoszinilisége a maganyoséval azonos. Végiil a céltudatos ragadozd

eseté¢hez hasonloan, az f,(px) és f,([L—plx) figgvények novekedjenek px-ben, illetve
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[L- p]x-ben, és vagy szigorian konkavok vagy szigor@ian konvexek legyenek. Most a

ragadozo tiszta stratégiainak kifizetései a kovetkezok: Ha csordara tamad, akkor
Vi = fu(p) +rfs (L- pIx),

hiszen, ha a csorda a ragadozé célja, de kdzben talalkozik egy maganyos zsakmannyal, akkor

r valoszintiséggel megtamadja azt. Hasonldan, ha a ragadoz6 maganyost céloz meg, akkor
Vs = fs (1 pI¥) +rf (pX).

Tovabba a zsakmanyegyed talélése is valtozik:

Wy (p.5,%) =1-[s + (L—s)r] (P
pX
és

Wi (.5, =1-[0-s) +sr] 2P,

Most a kétfajos evolucios jatékunkat a fenti négy kifizetd fliggvény és az opportunizmus r
foka adja meg. A kovetkezokben megadjuk e jaték lehetséges megoldasait, azaz a (3.3.5)

dinamika stabilis (p*,s") egyensulyi helyeit vizsgaljuk.

B)1. Egyensulyi tiszta stratégiak: Legyen a (p*,s") stabilis egyensulyi hely olyan, hogy
minden zsakmany a csordaban van, azaz p* =1. Ekkor a ragadoz6 egyensulyi stratégiaja az,

hogy a csordat tdmadja, azaz s"=1. (p*,s*)=(11) akkor és csak akkor ESS, ha egy

zsakmanyallatnak a csordaban kisebb a haladlozasi valészintisége, mint ha maganyos lenne,

formalisan
rF(0) > F, (X). (3.3.7)

Az Fg -tés F, -t feljebb, a (3.3.3) képletek definialjak. Lényegében az opportunista ragadozo
képes a zsakmanyallatokat csordaban tartani, hiszen bar a csordat timadja, de opportunista
modon megtamadja az esetleg a csordabdl kivalt maganyos egyedeket is, és ezeket nagy
valoszintiséggel el is ejti. Ez az eredményiink harmoniadban van Hamilton (1971)

eredményével, hiszen minden zsakmany csorddban van és a ragadoz6 a csordat tamadja.

(3.3.2.A 4bra)
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Hasonld okoskodassal, egyetlen olyan ESS létezik, amikor minden préda maganyos ¢és

a ragadozd a maganyos prédéakat preferalja akkor és csak akkor, ha

IF, (0) > Fy (X) . (3.3.8)

B)2. Belsé egyensuly: Ha 1étezik (p*,s*) bels6 egyensuly, akkor az egyetlen, és p* fliggetlen

az opportunizmus r fokatol (azaz az opportunista, és a céltudatos ragadozokra ugyanaz

adodik). Tovabba az is igaz, hogy
s'=p° +1L(2 p*-1), (3.3.9)
-r

¢és igy s" > p" akkor és csak akkor ha p*>1/2. Ezért a belsé egyenstlyban a ragadozo a

gyakoribb zsdkmanytipust mindig nagyobb aranyban tdmadja, mint amekkora relativ

frekvencidja van ennek a zsakmanytipusnak.

Ezentul, ha 1étezik bels6 egyensuly (p*,s), éshaaz f, és f, fliggvények szigortian
konvexek, akkor nincs masik egyenstly a hataron sem, és (p*,s*) lokalisan aszimptotikusan
stabilis ESS (lasd 3.3.2B abra). Ha viszont az f,, és f, fiiggvények szigoruan konkavok,

akkor az egyensulyi hely instabilis. Ekkor vagy spirdlisan tavolodnak a megoldasok az
egyensulytol (lasd a 10.2.C) abrat), vagy egy tiszta stratégiahoz tartanak, mint a B1. esetben.
Vegyiik észre, hogy az opportunista és céltudatos belsé egyensulyi helyek azonos feltételek
mellett stabilisak.

B)3. Egyensulyok a széleken: Ha az f, és f, fliggvények szigortian konvexek és r eléggé

nagy, akkor (3.3.9) megoldasa nem elégiti ki azt a feltételiinket, hogy 0<s" <1 (lasd 3.3.2.D

abra). llyenkor a (p,$) egyensuly a hataron van és globalisan aszimptotikusan stabilis.
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3.3.2. abra: Az opportunista ragadozora vonatkozo (3.3.5) replikatordinamikanak az

Oramutato jarasaval ellentétes lefutasu megoldasai, ha x=1, és C; =C,, . Az A panelban (ahol

faoU)=Uu+1)*-1=f;(u), a=0.5 ¢és r=0.9), két megoldast abrazoltunk, az egyik a

(p*,s*) =@1)-hez, mig a masik a (p*,s*)=(0,0)-hoz tart, és mindkét egyensuly lokalisan

aszimptotikusan stabilis. A masik harom panelben f,(u)=@u+2)* -1, és fg(u)=(u—2)* —-2°.

Legyen r=0.4. Ekkor, a=2 esetén van egyetlen bels6 globalisan aszimptotikusan stabilis

egyensuly (lasd B), a=0.5 esetén pedig ez az egyensuly instabilis (lasd C). Tovabba, ha a=2 és

r=0.7, akkor a hataron van egy globalisan aszimptotikusan stabilis egyensuly (lasd D).
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Végiil a £6 konkluzionk az, hogy a zsdkmanyok aggregéalodasa a ragadozok viselkedése nélkiil
nehezen értheté meg, és a ragadozok opportunizmusa fontos feltétel lehet a csordak evolacios

stabilitdsanak.

Most az opportunizmust a matematikai jatékelmélet segitségével ugy ragadtuk meg, hogy
szikitettiik a ragadozo egyed stratégiahalmazat. Ezzel azt értiik el, hogy a ragadozé minden
utjaba keriil6 lehetdséget megprobal esetenként kihasznalni. Fontos, megjegyezni, hogy az
opportunista nem véletlen keresd. A véletlen keresének még stratégidja sincs, mindig mindent

megtamad, amivel talalkozik, azaz még csak nem is optimalis taplalékkereso.

Jegyzetek
1. Tovabbi részletek €s a bizonyitdsok megtalalhatok a kovetkezd kdzleményben:

Cressman, R., Garay, J. (2011) The effects of opportunistic and intentional predators on the
herding behavior of prey. Ecology 92: 432-440.

2. Vizsgaltuk még az opportunizmusnak optimalis szintjét. Egyrészrél megmutattuk, hogy a
zsakmany becslésén alapuld zsdkmanypreferencia akkor nyereséges, ha a helyes
zsakmanypreferenciabol — bejové  atlagos nyereség nagyobb, mint a helytelen
zsékmanypreferenciabol eredd atlagos veszteség. Tovabba az optimalis opportunizmus,
ugyancsak a zéro-egy toérvényen alapul, azaz a ragadoz6 vagy teljesen opportunista, vagy

egyaltalan nem az, lasd:

Garay, J., Mori, F.T. (2010) When is the opportunism remunerative? Community Ecol.
11:160-170.

3. Az alabbi kozleményben egy optimalis taplalékkeresési modellben megvizsgaltuk, hogy a
céltudatos keresOképet hasznaldé vagy az opportunista véletlen keresd egyed gytijt-e tobb
energiat. Mivel e cikkben nem kellett jatékelméleti modellt hasznalni, igy a jelen értekezésben

e cikk eredményeit nem targyaltam:

Garay, J., Varga, Z., Mori, T.F., Lopez, |., Gamez, M., Gallego, J.R., Cabello, T. (2018)
Opportunistic random searcher versus intentional search image user. Scientific Reports, 8:
3336.
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3.4. Optimalis taplalékvalaszté ragadozo és élohelyvalaszté zsakmany

E szakaszban Kicsit dltalanositiuk a jatékos fogalmat, megengedve hogy a jdtékosok
jatékdinamikaik szerint azonos iddben reagdljanak egymds aktudlis stratégidgira. Lényegében
veve a jatéekdinamikakkal adjuk meg a jatékosok ,,reagadlasi” szabalyait, azaz hogy mikent

valaszoljanak ellenfeliik aktudalis viselkedésere.

Az, hogy ragadozé jelenlétekor a zsakmanyallatok viselkedése hogyan valtozik meg,
viszonylag jol tanulmanyozott kérdés (pl. Brown és Kotler 2004), ellenben az, hogy mi lesz a
ragadozok valasza erre, viszonylag kevésbé (Lima 2002). Pedig a ragadozo-zsakmany
kolcsonhatas ellenérdekelt, igy nyilvan jatékelméleti konfliktusnak tekinthetd. Tekintsiink egy
optimalis taplalékkeresé ragadozot (amely maximalizalja energiabevitelét) és zsakmanyat,
amely két élohely kozott valaszthat. A zsakmany populacion beliili, az ¢16helyt6l fiiggd, igen
er6s versengés nyilvan elfedheti vagy torzithatja a ragadozé hatasat a zsakmanyok
¢léhelyhasznalatara, ezért a mostani modelliinkben a zsakmanyok kozotti versengést ismét
nem vessziik figyelembe. A célunk két kutatasi vonal egy evoltcios 6kologiai jaték keretében
valo Osszefondsa: az optimalis taplalékkeresés elméleti ragadozojat és két folt kozott idedlisan
szabad eloszlast (IFD) valasztdé zsakmanypopulaciot mint két ,jatékost” egyiitt kivanjuk

vizsgalni.

Mivel eddig nem keriilt szoba az optimalis taplalékkeresés elmélete, most a sziikséges
elézményeket roviden at kell tekinteniink. Az optimaélis taplalék keresés alapmodellje a
zsakmanyvalasztasi modell (Charnov 1976a), amelyben a ragadozonak kiilonféle
energiatartalmu ¢és kezelési idejii zsakmanytipusbol kell tgy valasztania, hogy maximalizalja
az idéegység alatt Osszegylijtott energia mennyiségét. Nyilvan a kezelési id6 lényegesen
befolyasolja a ragadozd optimdlis valasztasat, hiszen a nyert energia és a raforditott idd
hanyadosa adja meg a kiilonb6z6 zsakmanyok értékét. Ebben az esetben a zEérd-egy szabdly az
optimalis valasztas: nevezetesen: ha az értékesebb zsdkmany eléggé gyakori, akkor csak ezt
kell gyiijteni (a kevésbé értékesebbel nem kell foglalkozni); ha viszont az értékes zsakmany
kellden ritka, akkor mindkét tipust gytijteni kell. Az optimalis taplalékkeresés masik modellje
a folt-hasznalati modell (Charnov 1976b), amikor a ragadozo kimeriil6 foltokat latogat
(amikoris az id6 teltével csokken egy adott foltban az idéegység alatt Gsszegylijtheté energia
mennyiség), és a kérdés az, mennyi ideig kell egy foltot hasznalni. A Charnov-féle

marginalisérték-tétel szerint akkor kell elhagyni a foltot, ha az adott folton beliili idéegység
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alatti energiahozam azonos lesz az 6sszes folt idéegység alatti atlagos energiahozamaval. E
modellben a folt-hasznalati ideje hasonld szerepet tolt be, mint a kezelési id6, de most a
hasznalati 1d0 stratégia és nem fix paraméter. E két modellt mar 6sszekapcsoltak (Stephens €s
Krebs 1986; McNamara et al. 1993). A fenti két szabaly elsé ranézésre igen eltérének tiinik,
pedig nem azok (lasd alabb és pl. McNamara 1982).

Az IFD-r6l mar volt sz6 a 3.2. szakaszban, igy azt nem kell Gjra ismertetnem. Ellenben
meg kell emlitenem a Holling II és III tipust funkcionalis valaszfiiggvényeket, amely
torteknek a szamlaldiban az Gsszegyiijtott atlagos energia, nevezéiben az atlagos id6 van, és
mind a két atlag a ragadozo és a zsakmany viselkedésétdl, valamint a zsakmany denzitastol
figg. Az optimalis taplalékvalasztds elméletében foképpen a Holling II funkcionalis
valaszfiiggvényeket szokds hasznalni. Lényeges hogy a Holling II és a III tipus nagy
zsdkmanydenzitasokra szigorian konkav, mig a Holling III kis zsdkmény denzitdsokra
szigortian konvex. Ez azért fontos, mert mint lattuk az el6z6 (3.3 alatti) szakaszokban, a
kifizeté fiiggvények szigortian konvex vagy szigoruan konkav volta donti el, hogy az

egyensuly stabilis-e, illetve instabilis-e (v6. Cressman és Garay 2009).

Az optimalis taplalékkeresé modell alapfeltétele, hogy a zsdkméanyok denzitdsa nem
valtozik. Az IFD modell alapfeltevése, hogy a ragadozé nem valtoztat stratégiat. Vegyik
¢észre, ha egyszerre tekintjik mindkét fajt mint jatékost, akkor az, hogy kiilon-kiilon
optimalizalunk, mik6zben a masik jatékos kitart a stratégiaja mellett, ez maga a Nash-féle

egyensuly alapotlete, ami statikus jellemzése egy jatéknak.

A biologiaban azonban a nincs ok azt feltételezni, hogy mialatt az egyik faj valtoztatja
a stratégiajat, azalatt a masik nem. Mas szavakkal mind a ragadozd, mind a zsakmany képes a
masik viselkedésének megvaltozasara azonnal, egy idében reagalni (vo. Katz et al. 2010,
2013; Juliana et al. 2011). Az elsére nem tiinik til fontosnak, hogy egy vagy mindkét jatékos
képes-e adott idében valtoztatni a stratégiajat. Mint azonban késébb latni fogjuk, matematikai
szempontbol igen nagy a kiilonbség. Felvetddik a kérdés, hogyan irjuk le azt, hogy a faj
egyedei miként reagalnak a masik faj stratégiavaltoztatasaira? Biomatematikai szemszogbdl a
legkézenfekvobb, ha ezt jatékdinamikakkal adjuk meg. E viselkedésdinamika bevezetésének

harom kdvetkezménye van:

1. Jatékelméleti szempontbol egy kicsit altalanositjuk a Nash-féle jatékelméleti megoldas

fogalmat.
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2. Biologiai szempontbol megjelennek a viselkedési ciklusok, amig a statikus megoldasi
koncepciok csak egyensulyi viselkedéseket josolhatnak. Mit is jelent ez pontosan? Egyrészrol,
ha a ’nemek csataja’ aszimmetrikus jatékban van kevert Nash-egyensuly, akkor a
replikatordinamika a stratégiak ciklikus valtozasat josolja (Hofbauer and Sigmund 1998). Az
olyan viselkedési ciklusoknak, amelyek a populdciodenzitasok valtozasaval jarnak egyiitt,
fontos szerepe van a fajok tobb féle éléhelyen vald egyiittélésében. (Csupan néhany
hivatkozas: Fryxell és Lundberg 1994, 1998; Abrams és Matsuda 2004; Cressman et al. 2004;
Abrams et al. 2007, Abrams 2010; Cressman és Krivan 2013). Ezzel szemben a mi
dinamikankkal egy rovidtavon, lIényegében azonos denzitas mellett kialakuld viselkedési

ciklust talaltunk.

3. Végil a két leirasi mod eltér6é eredményt josol. A statikus leiras (azaz egyszerre csak az
hasznaljak. Ezzel szemben a dinamikus jatékunkban a ragadozo képes stabilizalni a prédak
kevert stratégiajat, azaz a prédak mindkét él6helyet hasznaljak. Ennek oka a kovetkez6é: Ha a
végiilis csak ezt az él6helyet keresi fel. Ekkor azonban a zsakmanyoknak a masik él6hely lesz
teljesen biztonsagos, hiszen a ragadoz6 azt egyaltalan nem latogatja, ezért a zsakmanyok ezt

is hasznalatba veszik. Most térjiink a targyra!

Szétszorodasi-taplalkozasi jaték (Dispersal Foraging Game, DFG)

A DFG modell figyelembe veszi a kiilonboz6 él6helyek tipusat, a ragadozok és zsakmanyok
lehetséges viselkedéseit és e viselkedések hatasat a fenotipusok fitneszére (kifizetéseire). A

kifizetések az élohelytdl és a ragadozo idokényszereitdl fognak fiiggeni.

Elbhelyek: Tekintsiink kétféle éléhelyfoltot: Ai-et és Ap-t, amelyek darabszama legyen yi,
illetve y,, és tegyiik fel, hogy e foltok geografiailag nem kiiloniilnek el. Pontosabban, e foltok
legyenek jol kevertek, abban az értelemben, hogyha egy ragadozo véletleniil valasztott

utvonalakon latogatja meg a kiilonbozd éldhelyez tartozo foltokat, akkor ezen utak soran az

Y , s a Ay tipusu foltok aranya d, = Y2

A tipusu foltok ardnya d, =
Yit+Y, Yy + Y,

legyen. A

modell feltételeit a kovetkez6 lehetséges példa inspiralta: gondoljunk egy zsakmany rovar
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fajra, amely két novényfajon képes megélni. Ezek a novények véletlen-szeriien nének egy
adott ¢életkozdsségben, masrészt e ndvények bioldgiai adottsadgaikkal meghatdrozzak a

ragadozdjank sikerét.

Idétartamok: Jelolje T a ragadozonak a taplalkozasra szant idejét, amelyrdl feltehetd, hogy
Iényegesen rovidebb, mint a zsakmany szaporodasi ideje. Tegyiik fel, hogy a ragadozo
biztosan taléli a T id6t, és ezalatt az Osszes élhelyfoltoknak csak kis szazalékat latogatja
meg. Lényeges, hogy T kell6en rovid legyen ahhoz, hogy mind a zsakmany, mind a ragadozo
stratégiaja altal meghatarozott kifizetéseik e T idotartam alatt ne valtozzanak. Ez a
funkcionalis valaszfiiggvények levezetésekor altalanosan hasznalt feltevés most ahhoz kell,

hogy mi is le tudjuk vezetni a kifizetd fiiggvényeket.

A zsdkmany viselkedése: Charnov feltevése az volt, hogy a foltok kimeriilnek, azaz a ragadozo
energiarataja csokken a foltban toltott id6 elteltével, ami akkor teljesiilhet, ha foltbol a
zsakmanyok nem tudnak elmenekiilni a ragadozd tamadasakor. Mieldtt a ragadozd
megérkezik, a zsakmanyok elfoglaljak a foltokat. Jelolje x a zsakmanypopulaci6 teljes
1étszamat, s pedig a teljes zsakmanypopulacio atlagos €éléhelypreferenciajat, azaz sx és (1-S)x
szamu zsakmany van az A1, illetve az A, él6hely foltjaiban. Mi azt tessziik fel, hogy ezek az
egyedek egyenletesen oszlanak el mindkét él6hely foltjaiban, azaz nem tekintiink véletlen
zsakmanyeloszlast az egyes ¢él6hely tipusokban (vo. Iwasa et al. 1981; Stewart-Oaten 1982).

Osszefoglalva, a zsakmany stratégiaja egyszeriien megadhat6 s-sel, amelyre teljesiil 0 <'s <1.

A ragadozo viselkedése: A ragadozd viselkedése bonyolultabb, mint zsdkmanyé, és tobb
1épésbdl all. Az elsd 1épésben a ragadozonak meg kell taldlnia a kovetkezd foltot, ehhez c
energiat hasznal fel 7o id6 alatt. Feltessziik, hogy a ragadozé nem latogatja meg T alatt kétszer
ugyanazt a foltot, és a folt megtalalasa nem fiigg a ragadozoé stratégiajatol, azaz az A, illetve
az Az él6helyfoltok di, illetve d megtalalasi valoszintiségei allandoak. Kovetve a klasszikus
optimalis taplalkozasi modellt (pl. Stephens and Krebs 1986), tegyiik fel, hogy amint a
ragadoz6 megtalal egy foltot, azonnal felismeri, hogy az adott folt melyik éléhelytipushoz

tartozik. Ezutan, a ragozonak két feltételes dontést kell meghoznia:
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1. Hasznalatba vétel: Bemenjen-e az éppen megtalalt foltba, és elkezdje kiaknazni azt?
megy be és kezdi el hasznalni az A; él6helyhez tarozo megtalalt foltot. Vegyiik észre, hogy ez

éppen az optimalis taplalékvalasztas elméletének a zsakmanyvalasztasi modellje (Charnov
19764a).

2. Hasznalati id6: Ha bent van, mennyi ideig maradjon, aknazza ki a folt adta, de egyre
csokkend lehetdséget? Jelolje 7; eR, (i=12) azt a stratégiat, hogy a ragadozd bemegy, és
pontosan 7; ideig marad és ,termeli ki” az éppen megtalalt A;j élohelyhez tarozd foltot.

Vegyiik észre, hogy ez éppen az optimalis taplalékvalasztas elméletének a folthasznalati
modellje (Charnov 1976b).

Most, hogy megadtuk mind a ragadoz6, mind a zsakmanya lehetséges viselkedéseit,
stratégiait, meg tudjuk adni a ragadozo kifizetését is, amely a T id6 alatt 6sszegytijtott energia.
Most a zsakméanyok stratégiaja egydimenzios, s € [0,1], mig a ragadozo stratégiaja (p, ), ahol
(i=12),) p=(p, pz)e[O,l]x[O,l], és T= (Tl,z'z)e[O,T]x[O,T]. Ezeket a stratégiakat
jeloltiik a jatékfan, lasd 3.4.1. abra. A jaték-, illetve dontésfakat két okbol vezettik be
(Cressman et al. 2014) egyrészrol ezek Osszefoglaljak az Gsszes informaciot, amelyek
meghatarozzak a kifizetések megadasat. Masrészrol ezek segitségével jol attekinthetdk a

kolesonhatasok.
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d, d,
Find A}, x,(s) Find A,, x,(s)
P 1-p, P2 1-p,
Activities Use A, Not Use A, Use A, Not Use A,
Probability d,p, d,(1-p)) d,p, d,(1-p,)
Time duration Ty + T) Ty To+ Ty Ty
Energy intake gilxy(s), 1) - ¢ - (x,(s8), 1) = ¢ -

3.4.1. abra; Allanddnak tartva a stratégiakat, a fenti ,,jatékfa” tartalmaz minden informaciot,
amely a ragadozo kifizetésének a kiszamitasahoz sziikséges. A fa gyokerénél indul el a
ragadozo egy korre, azzal, hogy di, illetve dz valoszintiséggel Ai, illetve Az él6helytipushoz
tartozo foltot taldl. Az A: él6hely tipushoz tartozd foltban X (S), az A2-hdz tartozd foltban
pedig X,(s) zsakmany van, és ezek a lokalis denzitasok fliggenek a zsakmanypopulacio
atlagos stratégidjatol, s-tél. A kovetkezd szint a ,,hasznalatba vétel” szintje, ahol a ragadozo
dontése az, hogy az A; tipust foltot, p, € [0,1] valoszinliséggel elkezdi kizsdkmanyolni. Ez a fa
generalja a ragadozo aktivitasi eloszlasat. Minden végpont (levél) megfelel egy aktivitasnak,
amely egy keresés meginditastol a kovetkezd keresés meginditasaig tart. Elvben egy
megfigyeld az Gsszes sziikséges informacidt 6sszegytijtheti: a megfeleld valoszinliségeket, az
aktivitasok idotartamat (ez most fiigg a ragadozé hasznalatiidd-stratégiaitol, a ; -ktol is) és
minden egyes aktivitas energiamérlegét. Ezekre az informaciokra alapozva ki tudjuk
szémitani a ragadozo stratégiafliggd funkciondlis valaszat és igy az energiabeviteli ratajat is,

amely maga a kifizet6 fliggvényiink.
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A ragadozo Kifizet6 fiiggvénye

Mivel az optimalis taplalékkeresés elméletének alapfeltevése az, hogy a ragadozd célja
maximalizalni az id6egységre jutd nettd energiabevitelt (Turelli et al. 1982), ezért mi is ezt
tekintjiik a ragadozo kifizetd fliggvényének. Amikor a ragadozo elkezdi kizsdkmanyolni az A;
foltok egyikét, akkor a zsakmanyokbol nyert nettd energianyereséget, bevételt jelolje
g;(x,7;), ez figg a kezdeti lokélis x(s) zsdkmanydenzitistdl és attdl a r; idétartamtol,
amelyet a ragadozo egy adott A foltban eltolt. A g; fiiggvényeknek bioldgiai szempontbol

ésszerli tulajdonsaga, hogy x,-ben ¢és 7;-ben is csokkennek, valamint hogy

g;(x,0) = g;(0,7;) =0 (Stephens és Krebs 1986).

Rogzitett stratégiak esetén és di megtalalasi valosziniiségekkel a fenti 3.4.1. abra
alapjan adott az aktivitasi eloszlas. Példaul annak a valosziniisége, hogy a ragadozd
kizsdkmanyolja Ai-et, az d,p,, mivel ehhez meg kell taldlnia és el kell kezdenie
kizsakmanyolni, és igy tovabb. Feltéve, hogy a 3.4.1. abran megadott paraméterek, stratégiak
és @;, figgvények nem valtoznak a T id6 alatt, egy aktivitas varhatdo E(t) iddtartama a

kovetkezd
Hasonloan, az aktivitasok atlagos energia nyeresége

E(G) =d,p,0,(s,X,71) +d; p,0,(s, X, 75) = ¢, (3.4.2)

ahol ¢ egy folt megtalalasanak fix atlagos koltsége. Mivel a T id6tartam alatt nem valtoznak
di-k, és igy az aktivitasi eloszlas sem, ezért hasznalhatjuk egy korabbi eredményemet, amely
szerint a Wald-egyenldség (Wald 1944) segitségével funkcionalis valasz vezethetd le (Garay
¢s Mori 2010). Ha c=0, és egy zsakmany energiatartalma definicio szerint az energia egysége,
akkor a funkciondlis vélasz, azaz most a ragadoz6 kifizetése is a kovetkezéképpen adhatd

meg.

W(s,p,T) = E(G) _ d; 1918, X, 71) +d, P29, (S, X,7,) = C _ (3.4.3)
H E(r) 7o+ 0y py7y +dyP,7,

Ez nem mas, mint a ragadoz6 atlagos nettd energianyeresége az adott feltételek mellett.

Megjegyzem, ha a kiindulasi feltételek teljesiilnek, akkor nem kell tovabbi feltétel, hiszen a
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di-k azért nem valtoznak, mert a ragadozé nem latogatja meg T idOtartam alatt kétszer
ugyanazt a foltot, és T id6 alatt a foltoknak csak kis részét képes hasznositani. Tovabba
véletleniil taldlja meg a foltokat, ezért a meglatogatott és a még meg nem latogatott foltokban
az ¢lohelytipusok ardnya azonos, és nem valtozik T idGtartam alatt.

Nyilvéan, ha egy adott foltban a ragadoz6 tovabb tartézkodik, ez két fontos valtozast
von maga utan: Egyrészrél, mivel minden folt kimerithet6 ezért az adott foltban az id6 teltével
csokken az idéegység alatt elejtett zsdkméany mennyisége. Mésrészrdl, ha a ragadozd tovabb
marad egy folttipusban, ez noveli egy aktivitasi kor hosszanak varhato értékét, és igy a T id6
alatt meglatogathat6 foltok szamat csokkenti. Lényegében barmelyik stratégiajat valtoztatja is
meg a ragadozo, az E(G) atlagos energiabevitel és az aktivitasok E(z) atlagos idGtartama

egyszerre valtozik, ezért nehéz azonnal latni, hogy a ragadozo szamara mi is az optimalis

viselkedés.

A zsakmany Kkifizeto fiiggvénye

Amig a ragadozo az elejetett zsakmanyok szamat, addig zsakmanyok sajat tulélésiiket
optimalizaljak. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik most fel egyrészrél azt, hogy a zsakmanyok a
ragadozo jelenléte nélkiil biztosan tilélnék a T iddtartamot, azaz a zsakmanyok most csak a
ragadozo altal pusztulhatnak el. Masrészrol azt, hogy a két él6hely csak a ragadozd-zsakmany
kolcsonhatasban kiilonbozik, azaz mindkét €léhely a ragadozo jelenléte nélkiill azonos
novekedési ratat biztositana. E feltételek alapjan a zsakmanyok fitnesze a talélési
valoszintiségiikkel adhaté meg. Mivel a ragadozé altal meg6lt zsdkmanyok szamat elé6bb mar
kiszamitottuk, abbol kiindulva meg tudjuk adni a zsakmanyok talélési valosziniiségét is.
Jelolje a a ragadozd egy elejtett prédabdl szarmazo energianyereségét! (Most nem vessziik

figyelembe azt a szokasos feltételezést, hogy a ragadozonak van egy, a foltban elt6ltott idovel
aranyos, lokalis keresési koltsége is, lasd Stephens és Krebs 1986). Most 9i(s:x7) adja meg
a

azt, hogy az Ai tipust él6hely egyik foltjaban mennyi zsakmanyt 61 meg a ragadozé. Ujra a
Wald-féle egyenléséget hasznalva, mivel az egységnyi id6 alatt az A; tipusu élohely egyik

foltjaban a megdlt zsadkmanyok varhat6 atlagszama

d; p; gi(s,x,7)
7o +d;py7y +d, Py7y a ,

¢s igy a zsakmanyok talélési rataja az A; tipust €lohely egyik foltjaban

d; py g, (s, X, 71)
To+0 P +dy 7, axsly;

18 x,p,r)=1-
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d2 pZ gZ(S’ X'TZ) ) (344)
7o +d;pi7y +d,p,7, [ax(l— s)/ Y1]

X(S, %P, 75) =1—

Fontos megjegyezni, hogy van egy Iényeges kiilonbség a ragadozo és a zsakmany ¥, illetve
7 kifizeté figgvények kozott. Amig a ragadozo kifizetése nem fiigg mas ragadozok
viselkedésétdl, addig a zsdkményegyedek talélési valoszinliségét a zsdkmanypopulacio
viselkedése is meghatarozza. Mas szavakkal, amig a ragadozd azonos az optimalis
taplalékkeresés elméletének ragadozojaval, azaz csak optimalizalja az energiabevitelét, addig
a zsakmanyok egy ,,populacios jatékot” jatszanak (Broom és Rychtar 2013). Mit is jelent ez
az utobbi? Az egyik feltételink a kovetkezé volt: ,,Miel6tt a ragadozd megérkezik, a
zsdkmanyok elfoglaljak a foltokat.” Azaz, az egyes zsdkméanyok nem keverik folthaszndlati
stratégiaikat. Tovabba tuléldjatékot jatszanak, azaz amely egyed elpusztul, az méar nem vesz
részt a jatékban. Ezek okan a zsakmanyegyedekre nézve nem vezethetiink be kevert stratégiat.

Ezzel szemben a zsakmanypopulaciora nézve a y; kifizetd fliggvények hatarozzak meg, hova

evolvalodik a zsakmanyok populacioja, hiszen abban a folttipusban né a zsakmanyok
szubpopulacioja, amelyben nagyobb a talélési valdsziniiség. A zsakmanyegyedek talélési
valosziniiségei azonban fiiggenek mind a ragadozo stratégiajatol, mind a zsakmanypopulaciod

atlagos folthasznalatatol.

A fenti ragadozo- és zsakmanyviselkedések a fent levezetett kifizetofiiggvényekkel egyiitt
adjak meg a DFG-t, amely egyesitése az IFD alapmodelljének és Chernov két modelljének az
optimalis taplalkozas elméletének teriiletérdl. A jatékok feltételei azonosak e két teriilet
feltételeivel, ezért ha a ragadoz6 viselkedését fixaljuk, akkor visszakapjuk a DFG-bél az IFD-
t, és ha zsadkmany viselkedését fixaljuk, akkor a DFG-bol visszakapjuk az optimalis
taplalékkeresés modelljét.

Most a kovetkezd kérdés vetddik fel: Mi legyen a DFG a megoldasa? Két esetet
vizsgalunk: amikor a zsakmanyok és a ragadozo egyszerre nem valtoztatjak meg, illetve,

amikor egyszerre megvaltoztatjak a viselkedésiiket.

Statikus megoldasi koncepcio a Nash-féle paradigmara alapozva

A Nash-féle egyensuly egy olyan megoldasi koncepcid jatékokra, amikor kett6 (vagy tobb)

crer

crer
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kovetve feltessziik, hogy egy adott idopontban csak a zsakmanypopulacido vagy csak a

crer

megfeleld (s*,(p*,t")) par statikus megoldas (lasd e szakasz alabbi (3.4.5) és (3.4.6)

feltételeit).

Megoldas a zsakmanyra nézve

Ha a ragadozo nem valtoztatja meg (p*,t") stratégiait, akkor visszakaptuk az egyfajos
¢lohelyszelekcios jatékot (lasd 3.2. szakasz). Ahhoz, hogy egy eloszlas IFD legyen a
kovetkezok kellenek: 1. A hasznalt él6helyeken a kifizetések azonosak. 2. A nem hasznalt
¢l6helyeken a kifizetés kisebb, mint a hasznaltakon. Erre alapozva az IFD sziikséges feltétlele,
hogy

25 xp 1) 2 g (8T %P, 1), (3.4.5)

minden i-re j-re, ha az Ai tipusu éléhelyet hasznalja a zsakmanypopulacio. E feltétel azonos a
Nash-féle feltétellel. Vegyiik észre, hogy a zsakmanyegyedek talélési valdszinliségei
fliggenek mind a ragadozo6 stratégidjatol, mind a zsakmanypopulacid atlagos folthasznalatatdl,
igy formalisan jatékelméleti kifizetési fiiggvénnyel van dolgunk. Nyilvan a zsdkméanyegyedek
azokat a foltokat részesitik elényben ahol maximalis a talélésiik esélye. A f6 szempont az,
hogy az egész zsakmanypopulacid6 nem tekinthet6 klasszikus értelemben vett jatékosnak,
,jatékos” fogalmahoz a fenotipus all legkdzelebb, hiszen a fenotipusa hatdrozza meg, hogy

egy adott tipusti egyed milyen tipusu foltban tolti idejét, tovabba az egyedek elpusztulnak, igy

r1r120 °

Az TFD és a Nash-féle egyensuly feltételek egyarant azt kdvetelik meg, hogy a
zsakmany altal hasznalt éldhelyfoltokban azonos legyen a zsakmanyok talélése. Ez altalaban
azonban nem vonja maga utan azt, hogy a ragadozd nyeresége is azonos legyen az
¢léhelyfoltokban. Példaul a zsdkmanyok természetesen nem veszik figyelembe a ragadozo

lehetséges ,,koltségeit” a kiillonb6zd éldhelyeken.

Megoldas a ragadozora nézve

Ha a zsdkmanypopulacio él6hely hasznalata, az s, nem valtozik, akkor a ragadozd egy
optimalizacids kérdéssel talalja szembe magat, hiszen eztdn mar, csak a sajat stratégidjatol
fiigg a kifizetése. Ekkor a Nash-féle egyensuly (p*,t*) komponensét szokas optimalis
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taplalkozasi stratégianak nevezni (Stephens és Krebs 1986), azaz (p*,t") egy Nash-féle
egyensulyi stratégia a ragadozora nézve, és minden mas (p,7r) stratégiara teljesiil, hogy

Y(s*,x,p*,t) =P, XpT). (3.4.6)

Ez a statikus megoldasi koncepciod, azaz (3.4.5) és (3.4.6) egyiittes megkovetelése,
természetesnek tiinik, hiszen a Nash-féle paradigmara alapozva egyszeriien kombinalja az
IFD-koncepciot az éldhelyvalasztasi jatékbol és az optimalis taplalékkeresd stratégiat.
Stabilitas szempontjabol az eddigiekhez hasonléan megmutathatd, hogy ha mindkét
0,(s,x,7;) fliggvény szigorian konvex s -ben (mint a Holling III funkcionalis valaszfiiggvény
kis zsakmanydenzitasokra), akkor az egyetlen IFD stabilis, tehat ESS is, ha mindkét g;(s,X,7;)
fliggvény szigoruan konkav is s-ben (mint a Holling II funkcionalis valaszfiiggvény), akkor

instabilis.

Most megmutatjuk az idékényszeres jatékokra vonatkozo Nash-féle egyenstly egy egyszerii

tulajdonsagat.

Az iddatlagok szabalya

Tekintsiik a problémat olyan altalanosan, amennyire csak lehet! Jelolje o, €S, és o, €S, két
jatékos lehetséges stratégiait S; pedig stratégiahalmazait. Az 1. jatékos kifizetd fiiggvénye
legyen a bevételi rataja. Ahhoz, hogy ezt a ratat formalisan definialni tudjuk, sziikségilink van
aT:S; xS, >R, idétartamfliggvényre és a G:S; xS, - R, bevételfiiggvényre. Vegyiik észre,
hogy mindkét fiiggvény mindkét jatékos stratégiavalasztasatol fiigg! Ekkor az 1. jatékos
kifizetéfiiggvénye legyen

G(0,,0,)

I(0y,0,) = To10,) "

Most koncentraljunk csak az 1. jatékos szempontjabol a Nash-féle egyensulyra. Tegyiik fel,

crer

2. jatékos kifizetése tetszOleges lehet. Most az egyszeriiség kedvéért éljiink azzal a feltétellel,
hogy az 1. jatékosnak o, az egyetlen Nash-féle egyensulyi stratégiaja (azaz a (3.4.6) feltétel
szigoru), ekkor az 1. kifizetése szigoran monoton csokken, ha eltér o, -tél, azaz ha o, # o,

akkor T,(o;,0;) >T,(0; ,0,), azaz a Nash-féle egyensuly szigoru az 1. jatékosra nézve.
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cres

lehet: valtozik a bevétel DG(c,):=G(o,,0;)-G(o],05) =0, és/vagy valtozik az id6tartam:
DT (0,):=T(0y,0;)-T(o7,0;) 0.

Az idéatlagok szabalya a kovetkezd allitds: Az 1. jatékosra nézve a (o, ,0,) szigoru
Nash-féle egyensily akkor és csak akkor, ha minden mas o, # o, stratégiara

DG(o, )T (0;,0,) < DT(0,)G(o7,05) . (3.4.7)
Ha nem valtozik az id6tartam, azaz DT (o;) =0, akkor a bevétel nagyobb a szigorti Nash féle

egyensulyban. Megjegyzem, hogy a (3.4.7) formula Mc-Namara (1982, p. 274)
»potencialfiiggvényének” egy verzidja.
A (3.4.7) egyenldtlenségbdl a kovetkezo két szabaly vezetheto le:

., + Iddatlagszabaly”: Ha a stratégiavaltoztatds megndveli az id6tartamot, azaz DT(o;) >0,

akkor a Nash-féle egyenstlyban a G(O-l—’o-f) bevételi rata nagyobb, mint a bevételvaltozas és

T(O'f’gz)

id6tartamvaltozas hanyadosa, formalisan

G(oy,03) S DG(oy)

P ) (3.4.8)
T(0y,0,) DT(oy)

minden o, # o, , ha DT(o;)>0.

,»— Iddatlagszabaly”: Ha a stratégia valtoztatasa csokkenti az id6tartamot, azaz DT (o;) <0,

G(oy,03)

01,0-2

akkor a Nash-féle egyensulyban a bevételi rata kisebb, mint a bevételvaltozas és az

id6tartamvaltozas hanyadosa, formalisan

G(o},03) _ DG(0;)

P— ) (3.4.9)
T(oy,0;) DT(oy)

minden o, # o, esetén, ha DT (c;)<0.

A kovetkez6 két megjegyzés arrdl szol, hogy a zéré-egy szabaly és a Chernov
marginalisérték-tétele egyarant kovetkezménye az iddatlagszabalynak (amely a Nash-féle
egyensulyra épiil). Nyilvan ehhez tovabbra is fel kell tenni, hogy a zsdkmanypopulacio

atlagos stratégiaja nem valtozik.
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Megjegyzés a zérd-egy szabalyhoz: Amikor a ragadozd talal egy A; élShelytipusu foltot,

akkor a kérdése a kovetkezo: ,,Kizsakmanyoljam-e vagy ne?”, azaz dontenie kell p” felol. Ha
ki akarja zsakmanyolni, akkor itt el kell tdltenie 7z id6t. Mivel minden egyes folt esetén
egymastol fuggetlen dontések sziiletnek, konnyen lathatd, ha a ragadozo valt p;-rél p; re,
akkor

DG(p;,7; )/ DT(p; 7)) =09;(s", x, 77 )/ 7.
Ezért a (3.4.8) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

0i(s" x.77)
7

p’ =1, ha >WY(s',p’,7). (3.4.10)

Azaz az A ¢ldhely tipusu foltot a ragadozo akkor haszndlja ki 1 valoszintiséggel, ha a netto
energiarata nagyobb, mint az Osszes hasznalt folt atlagos nettd energiaratija. Hasonloan
p; =0 adodik, ha a (3.4.10) egyenlétlenség forditott. Ez nem mas, mint a zérd-egy szabaly:

egy €l6helyhez tartozo foltokat vagy mindig hasznalja, vagy sohasem hasznalja egy ragadozo.

Megjegyzés a marginalis érték tételéhez: Tekintsiink egy ragadozot, amely r; idot eltoltott

mar egy Ai él6hely tipust foltban, azaz p’ =1, és eddig g;(s",x,z;) energiat gyljtott. Most a
ragadoz6 kérdése: ,,Menjek vagy maradjak?” Ha a ragoz6 még marad, és tobb id6t tolt el itt,
akkor konnyen lathato, hogy DT(p,,z;) =d,Az, , és

DG(p;,7) =d,[9;(s", x,7; +A7;)—0;(s",%,7)].
Hasznaljuk ujra a (3.4.8) egyenldtlenséget! Ekkor azt kapjuk, hogy a ragadoz6 akkor marad,
ha

9;i(s" X7 +A7)-0i(s". x,77)
A,

>W¥(s*,p", 1Y),

amely egyenl6tlenségbdl adodik a Chernov-féle marginalisérték-tétel, hiszen pontosan akkor

kell elhagynia egy foltot, amikor

digi(s*,X,ri*) =¥(s",p",1"). (3.4.11)
Ti

Tehat a ragadozo pontosan akkor hagy el egy foltot, amikor annak megtériilési rataja

lecsokkenve elérte az dsszes folt atlagos megtériilési ratajat.
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Dinamikus megoldasi koncepcio
Az eldbb azt vizsgaltuk meg, mi kovetkezik abbol, ha egyszerre csak az egyik jatékos tudja

Elészor is, ez az id6ben elkiiloniilt stratégiavalasztas megtorténhetne példaul akkor, ha
a ragadozok ¢és a zsakmanyallatok viselkedésvaltozdsa mas-mas idOskalan torténnék, és ez
szeparalna a stratégiavaltozasokat. A mi esetiink nem ilyen, hiszen azt kutatjuk, hogy a
szaporodasi ciklusokhoz képest kicsiny T id6 alatt mi az optimalis megoldasa a DFG-nek.
Masképpen megfogalmazva, a bioldgiai ,.ellenérdekelt felek”, azaz ragadozé és zsakmanya,
azonos ¢és rovid iddskalan is képesek valtoztatni stratégidikat, azaz 1ényegében egyidejiileg
reagalnak a masik viselkedésére.

Masodszor, a véletlen zavarasok, perturbaciok nem =zarhaték ki a biologiabol.
Esetiinkben a préda stratégiaja biztosan perturbaciokkal terhelt (azonos foltban a prédak
lokalis denzitasa valtozékony), és a ragadozd is tévedhet, példaul rosszul azonositja a
megtalalt ¢lohelyet.

Harmadszor, a legfontosabb probléma az, hogy mind a ragadoz6, mind a zsakmany
képes azon nyomban sajat viselkedését az ellenfele viselkedéséhez alakitani (lasd Katz et al.
2010, 2013, Juliana et al. 2011). Ezért meg kell vizsgalnunk, a Nash paradigmdjéra épiild
megoldast egy biologiailag fontos nézépontbol, hogy lassuk azonos eredményt kapunk-e, ha a
figyelembe vesszilk az egyidejliséget. Az egyidejli valtozasok kezelése jatékdinamikak
hasznalataval lehetséges, amelyek leirjak, hogyan valtoztatjak stratégiaikat a zsakmanyok és a
ragadozok. A jatékdinamikak hasznalata vezet el a kdvetkez6 megoldasfogalomhoz:

Jatékdinamikai megoldaskoncepcio: Egy stratégiapdr (vagy ciklikus megoldas) dinamikus

megoldas akkor és csak akkor, ha lokdlisan aszimptotikusan stabilis arra a jatékdinamikdra

nézve, amely megadja, hogy a jatékosok hogyan adaptaljak sajat stratégidjukat ellenfeliik

crer

Mivel a DFG egy keveréke a klasszikus és az evoltcios jatékoknak, ezért nekiink most
két kiilonbozo jatékelméleti dinamikat kell kombinalnunk.

A zsakmanyokra a replikatordinamikat fogjuk hasznalni, mivel az IDF szerint abban
¢éléhelyen nd a zsdkmanyok denzitdsa, amelyben nagyobb a tulélés valoszinlisége:

$=s(1-s)[x(s, %P, 1)~ 22(8, X, P, 7)] - (3.4.12)
Hangsulyozzuk, hogy e dinamika most nem a zsakmanyok szaporodasaval, hanem Schlag

(1997) mar idézett Gtlete alapjan, a tanulasukkal kapcsolatos, azzal, ahogy utanozzak egymas
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viselkedését. Azt irja le, hogyan valtozik a zsakmanypopulacidban az él6helypreferencia adott

zsakmany denzitas mellett.
Egy s° eloszlas, amely IFD akkor és csak akkor volt ESS-e a zsdkmany-él6hely
jatéknak, ha fix (p,t) mellett, az s* egyuttal lokalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi

helye a (3.4.12) replikator dinamikanak.

egyetlen ragadozonk van, amely nem hat kolcson mas ragadozokkal, ezért nem lehet a
klasszikus adaptiv dinamikakat hasznalni, hiszen nincs populédciostruktura (Dieckmann és
Law 1996; Vincent és Brown 2005), és nem értelmezhetd a relativ elény sem (Hofbauer ¢és
Sigmund 1998). Ezért az altalam korabban bevezetett parcialis adaptiv dinamikat (Garay

2002) hasznaljuk, amely szerint a jatékos (most a ragadozo) abban az iranyban valtoztatja a

crer

plzp41—poaq1&pg:”’“”), (3.4.13)
m=m@mgmﬁﬁ$?%qx (3.4.14)
4 =n-r) E P %) (3.4.15)
8, =r,(1-r) PO P Pt Ta) (3.4.16)

or,

crer

stratégia, ha lokalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helye e dinamikanak.

Fontos hangstlyozni, ha minden stratégia egyszerre valtozik, akkor a fenti (3.4.12-16)
differencialegyenlet-rendszer leirja, hogy a két ,,jatékos”, a prédapopulacio és a ragadozo egy
Ezutan a dinamikus megoldasa e jatéknak vagy egy (s*,p",t") lokalisan stabilis egyensulyi

hely vagy egy stabilis hatarciklus lehet.

A két megoldasi koncepcio osszehasonlitasa
A két megoldasi koncepcio 6sszehasonlitasakor a kevert megoldasokra koncentralunk, amikor
mind a zsdkmanyok, mind a ragadoz6 haszndlja mind a két tipust él6helyet. Ez azt jelenti,

hogy p, = p, =1 feltétellel éliink, és csak a (3.4.12), (3.4.15) és (3.4.16) dinamikak egyensulyi

123



dc_1650_19

helyét (s*,z;,z;) vizsgaljuk, ahol nyilvan megkovetelendd, hogy 0<s" <1 és 7,7, >0
legyen. A kombinalt dinamika ezek utan a kovetkez6

$=s(l-s)x— 1.1,

. d
7 :Tl(l_rl)[a_r gl—\PJ, (3.4.17)
1

. d
= 72(1_72)[5 9, _\P] :

2
Nyilvan, ha (s*,7;,7;) dinamikus megoldasa a DFG-nek, akkor s* statikus megoldas is a
zsakmanyra nézve, mivel s* kielégiti az (3.4.5)-6t, ugyanis, x =y, a dinamikus

megoldasban, azaz (s*,z;,7;) -ben. A forditott allitas nem igaz.

Mint eddig is tobbszor lattuk mar, a stabilitds azon mult, hogy a kifizetd fiiggvények
szigortian konkavak vagy szigortian konvexek. A kovetkezOkben ezeket az eseteket fogjuk

megvizsgalni.

Holling III tipusi nyereség fiiggvények

Ha a g;(x(s),z;) nyereség fuggvények szigorian konvex fiiggvényei az adott foltban 1évé
zsakmanyok denzitasainak x(s), i=12, (ahogy a Holling Il tipusa funkcionalis
valaszfiiggvényeknél, ha elég alacsony a prédadk denzitasa Aj tipusu foltokban), akkor a

zsakmanyok kifizeté fiiggvényei csokkennek, ahogy né denzitasuk az adott foltban, azaz

9;(%(8).7)
X (s)

létezik IFD (Fretwell és Lucas 1969), és ez ESS is (Cressman és Krivan 2006). Ennek oka a

csokkend fiiggvénye x;(s)-nek. Ebben az esetben mar korabbrol ismert, hogy

kovetkez6: abban az esetben, ha a ragadozo stratégiaja nem valtozik, €s az egyik foltban néne
a zsakmanyok denzitasa, akkor ahol n6 a denzitasuk, ott a ragadozo sikere nd, ahol csokken a
denzitas ott pedig csokken. Azaz, ha egy zsakmany atmegy egy masik foltba, akkor nemcsak
a foltban mar ott 1évo egyedek tulélési ratajat csokkenti, hanem sajatjat is. Ebbol adodik, hogy
alacsony zsakmanydenzitasok mellett az IFD egyuttal aszimptotikusan stabilis is a (3.4.12)
replikatordinamikara nézve, ha a ragadozd r, és 7, Stratégiai rogzitettek. Nagyobb
zsakmanydenzitasok mellett mar nem ez a helyzet, ahogy majd a Holling II tipusa

nyereségfiiggvények estén latni fogjuk.
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A ragadozd dinamikaja rogzitett préda stratégia mellett 1ényegében optimalizacios
probléma az él6helyek hasznalati idejeinek fliggvényében, azaz r, -ben és r, -ben. Mivel ¢,
és r, pozitivak, ezért a (3.4.15) és (3.4.16) differencidlegyenletek lokalis aszimptotikus
stabilitdsa ekvivalens azzal, hogy a nyereség fiiggvények, a g;(x(s),z;) -1k, az egyenstlyi
pontban (s*,z;,7;), mindkét éléhelyre nézve, a 7, és r, valtozokban lokalisan szigoruan
konkavok. Forditva az igaz, ha a nyereség fliggvények globalisan szigorian konkavok, akkor
a stabil egyensulyi pontja a ragadozéra vonatkoz6 stratégia dinamikanak, egyuttal optimalis
taplalkozasi dinamika is.

Ahhoz hogy szimuldcids vizsSgalatokat is elvégezhessiink, konkrét bevétel

figgvényekre van sziikségiink. Tekintsiik a kdvetkez6 formaji nyereség fiiggvényeket

2
axT
)
X2 +aX T; + a;

gi(%.7) =
ha ai pozitiv, akkor g;(x,z;) egy tipikus Holling Il funkcionalis valaszfiiggvény (ha X
kelléen kicsi, szigortan konvex és ha x kelléen nagy, szigorGan konkav), amely, ha x
kelléen nagy, akkor az; szinten telitddik. E valaszfiiggvények globalisan szigorian konkavok
a 7; hasznalati idében, és a ragadozo, ha kell6en sok idét tolt egy foltban, akkor teljesen ki is
tudja meriteni azt. Ezért aztan, ha (s,z;,7z,) egyensulyi helye a (3.4.17) differencialegyenlet
rendszernek, akkor a zsakmany s* Nash-féle egyenstlyi stratégiaja, kis denzitasok esetén ESS

is, de nagy denzitasokra nem az, amikor a ragadozé stratégidja (z;,7;) lasd 3.4.2. abra.

Valojaban nagy zsakmanydenzitds esetén két belsd ESS lenne, de ezek nem kapcsolodnak
most a DFG egyensulyahoz, mert amikor a zsakmany egyenstlyban lenne, a ragadozo nincs

egyenstlyban, azaz az ,,ESS-jelolt” s-ekhez nem a (z]',z;) stratégia tartozik.
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3
X

3.4.2. abra: Ezen az abran a jatékdinamikdk megoldasai vannak abrazolva, ha a

a Xi2 7i

5 , ahol a =03, és a,=05. A zsdkmanyra

nyereségfliiggvény g;(x,7;) =

vonatkozd (3.4.12) replikatordinamikaban a ragadozd (z;,z,) stratégiai mint x fiiggvényei
rogzitettek. A belsé s* egészen x=1.3-ig globalisan aszimptotikusan stabilis (folytonos kék
vonal), aztdn x>1.3 esetén instabilis (szaggatott vords vonal), ekkor a zsakmany két, kevert
allapotba evolvalodhat, a (3.4.12) szerint (kék vonal) van két lokalisan aszimptotikusan
stabilis allapot, de ezek nem felelnek meg a (3.4.17) dinamika egyensulyanak. A tobbi

paraméter y, =Y, =1, =05, 7,=04, d, =d, =1/2,¢és c=0.
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Konzisztencia van a fenti Nash-féle egyensilyra tett észrevételek és az (s*,7;,z;)
egyensulyi pontnak a (3.4.17) dinamikara vonatkozé stabilitasi tulajdonsagai k6zott, hiszen
kis x zsakmanydenzitasok esetén aszimptotikusan stabilis egyensuly, mig nagy x-ek esetén
stabilis hatarciklus van, lasd 3.4.3. abra. A bifurkaciés diagram mindségileg olyan, mint
amilyent vartunk, a statikus megoldasi koncepcidé (s*,z;,7;) egyensilya kis Xx-ekre
aszimptotikusan stabilis és nagy x-ekre instabilis. Erdekes viszont, hogy az egyensulyok
stabilitasat a (3.4.12) dinamika ¢és a (3.4.17) dinamika x-nek mas-mas értékénél vesziti el. Az
s’, az x=1.3-ndl, mig a (s*,z;,7;) az x=1.66-nal vesziti el stabilitasat a (3.4.12) és a (3.4.17)
dinamikékra nézve (lasd 3.4.2.b) abra). E két érték kozott 1.3<x<1.66 a (s*,z;,z,) Stabilis a
(3.4.17) dinamika szerint, ellenben a zsakmanyra vonatkozo Nash-egyensuly instabilis lenne a
ragadozo viselkedésének stabilizalo hatdsa nélkiil. Ez lényeges eltérés a statikus és a
dinamikus megoldasi koncepciok kozott.

Vegyiik észre, hogy abban az esetben, amikor stabilis viselkedési ciklusok a
dinamikus megoldasok, ahelyett, hogy allando viselkedés jellemezné a zsakmanyokat és
ragadozoikat, egymas aktualis viselkedéséhez igazitjak sajat viselkedésiiket, amely révén
egylittesen egy viselkedési ciklust alakitanak ki.
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3.4.3. abra: Ezen az abran is a jatékdinamikak megoldasai vannak abrazolva, ha a

2
nyereségfiiggvény gi(Xi’Ti)Z%! ahol a, =0.3, és a,=0.5. Ha x<1.66, akkor a

(3.4.17) dinamika megoldasai a (s*,z;,7,) egyensulyhoz tartanak (fekete vonal), ahol a

zsakmanyok s stratégidja kevert. Nagyobb x-ekre a megoldasok egy stabilis hatarciklushoz

(kék ciklusokhoz) tartanak, és a (s*,z;,7;) egyensulyok (vords vonal) instabilisak. Ha
1.3<x<1.66, akkor (s*,z;,z;) stabilis, annak ellenére, hogy s* instabilis Nash-féle egyensuly a
zsékmany folytatott élohelyszelekcios jatékban. A tobbi paraméter y, =y,=1, «=05
7,=04, d =d,=1/2,és c=0.

128



dc_1650_19

Holling II tipusu nyereségfiiggvények
Most azt tegyiik fel, hogy mindkét €lohelyen, a zsakmanyok kifizetofiiggvénye egy névekvo
fiiggvény lokalis denzitasokban (a Holling II funkciondlis valasz esetén, a g;(x(s),z;)
novekvo fliggvény x;(s)-ben i=1,2). Ekkor, ha a zsakmanyok tulélése az i-edik élohelyen
maximalis, akkor az IFD szerint minden zsakmany azt az ¢l6helyet hasznalja, és ez a stratégia
ESS is. Megjegyzem, lehet bistabilis allapot is, amikor a masik éldhelyre tomdriilnek a
zsakmanyok, kevert ESS viszont nem lehet, hiszen a szigoru konkavitds miatt, ha egy
zsakmany él6helyet valt, akkor sajat és az ott €16k tulélési valoszinliségét is noveli.

Ahhoz hogy szimuldcids vizsgdlatokat is elvégezhessiink, konkrét bevételi
figgvényekre van sziikségiink. Tekintsiik a kdvetkezo formaji nyereség fliggvényeket

X7,
9i(%,7) =

X +a7; +1
Ha aj pozitiv, akkor g,(x,,z;) egy tipikus Holling Il funkcionalis valaszfiiggvény a zsakmany

denzitasaban (globalisan szigorian konkav x;-ben) és amely, ha x, kellden nagy, akkor ar;

crer

(s*,7;,7;) egyensulyi helye a (3.4.17) dinamikanak, akkor a zsakmany Nash-féle egyenstlya
az s, nem ESS, lasd 3.4.4. abra. Valojaban gy valasztottuk meg az abra paramétereit, hogy
keét ESS legyen, azaz a zsakmanyok valamelyik él6helyet hasznaljak csak az ESS-ben. Mas
oldalrol, ez a bevételi fiiggvény is globalisan szigortian konkav a hasznalati idokben, z; -ben,
¢s ha a ragadozo elég sokaig marad, akkor teljesen ki tud meriteni egy lokalis foltot. Ezek

okan, a (z],z,) stabil egyensulyi helye a ragadozoéra vonatkoz6 dinamikénak, ha a préda nem

crer
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3.4.4. abra: Ezen az abran is a jatékdinamikdk megoldasai vannak abrazolva, Holling II

X7,

tipusu bevételi fiiggvényekkel, g;(x,7;)=
X +ar; +1

ahol a,=0.9 és a, =0.9. A zsadkmanyra

vonatkoz6 (3.4.12) replikator dinamikéban, a ragadozd (z;,z,) stratégidi, mint X fiiggvényei,
rogzitettek. A bels6 egyensulyi hely, s* instabil (szaggatott voros vonal) és a zsadkmanyoknak
csak az egyik folt hasznalata lesz ESS (kék vonalak). A tobbi paraméter y, =y, =1, «=0.8
7,=04, d,=d,=1/2 és c=0.

Az eddigiek okan azt varnank, hogy az (s",7;,z,) instabil egyensulya lesz a (3.4.17)
dinamikanak. Ezzel szemben azt tapasztaltuk, hogy nagy zsdkmany denzitdsok esetén, az
(s",z;,7,) stabil egyensulya lesz a (3.4.17) dinamikanak, azaz dinamikus megoldasa lesz a
DFG-nek, lasd 3.4.5. abra. Ez a példa még vilagosabban mutatja, mint az 3.4.4 abra példaja,
hogy a statikus és a dinamikus megoldasi koncepcidk eltéré joslatokat adnak. Ugy is
fogalmazhatunk, ha a résztvevok alladoan reagalnak egymas aktualis stratégia valtozasaira,

akkor a ragadozo viselkedése képes stabilizalni a zsakmany kevert é16hely hasznalatat.
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3.4.5. abra: Ezen az abran is a jatékdinamikak megoldasai vannak abrazolva, Holling 11

A %7

ahol a, =09 és a, =0.9. A bifurkacios
X +a7; +1

tipusu bevételi fliggvényekkel, g;(x,7;)=

diagramon a (3.4.17) jatékdinamika van abrazolva a zsakmany denzitasnak fiiggvényében.
Kis x zsakmanydenzitas esetén a rendszer ciklikus (kék osszefliggd zart gorbék) és ekkor az

egyensuly (s*,z;,7z,) Iinstabilis (ez utobbi 0Osszecseng azzal, hogy ekkor a zsdkmany

egyensulya s* is instabil, lasd 3.4.4. abra). Nagy x-ekre a (3.4.17) dinamika megoldasai a
stabil egyensulyhoz (s*,z;,z;) tartanak (fekete vonal), ami ellentétes a statikus modell

joslataval. A tobbi paraméter y, =y, =1, «=0.8, 7,=04, d,=d, =1/2 és c=0.

Ha az éldhelyek meghatarozzak a zsakmanyok talélési esélyét ragadozo tdmadasa esetén,
akkor az optimalis taplalékkeresés elmélete és az IFD-elmélet egy jatékelméleti konfliktus
egy-egy résztvevojére vonatkozik, azzal a feltétellel, hogy a masik résztvevé nem valtoztatja
viselkedését. Nevezetesen, az optimalis taplalékkeresés elmélete arra ad valaszt, miért és
hogyan alakul a ragadozo él6helyhasznalati preferencidja, ha a zsakmanyeloszlas a két
¢lohely kozott nem valtozik. Az IFD arra ad valaszt, miért és hogyan alakul a zsakmany
¢léhelyhasznalati preferencidja, ha a ragadozd megoszlasa a két éléhely kozott nem valtozik.
Mar tobben felhivtak a figyelmet arra a lehetéségre, hogy ez a szétvalasztas nemcsak hogy
eréltetett, de lehetséges, hogy joslatai sem mindig helytalldak (Lima 2002, Sin és Christensen
2001, és Julliar 2000). Mi azt mutattuk meg, ezek a kritikus vélemények igazak. Azt talaltuk,
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hogy a jatékelméleti modell és az IDF-elmélet joslatai altaldban nem azonosak. Példat adtunk
olyan esetre, hogy amig az IDF elmélete azt josolja, hogy a zsdkmanyok csak egyetlen
¢léhelye hasznalataval maximalizaljak a talélési esélyliket, addig a jatékelméleti modell azt
josolja, hogy a ragadozé él6hely-preferencidjaval stabilizalja azt, hogy a zsakmanyok mindkét

¢lohelyet hasznaljak.

Jegyzetek

1. Eredményeinkkel Osszhangban van az, hogy a Tetranychus urticae Koch (Acari:
Tetranychidae) nem koveti az IFD-t (Julliar 2000). Ennek a zsakmanyfajnak kevert az
¢l6helyhasznalata, ragadozdja, a Phytoseiulus persimilis Athias-Henriot (Acari: Phytoseiidae)
jelenlétében. E fajok a biologiai védekezésben fontosak.

2. Tovabbi részletek taldlhatok e fejezet anyagéhoz az alabbi kozleményekben:

Garay, J. Cressman, R., Xu, F., Varga, Z., Cabello, T. (2015) Optimal Forager against Ideal
Free Distributed Prey. Am. Nat. 186: 111- 122.

3. A ragadozd6 viselkedését leird parcialis adaptiv dinamikat én vezettem be egy korabbi

cikkemben:
Garay, J. (2002) Many species partial adaptive dynamics. BioSystems 65:19-23.

4. A viselkedésfiiggd funkcionalis valaszfiiggvények levezetési modszereirdl publikaltam egy

Osszefoglalo cikket

Garay, J. (2019) Technical review on derivation methods for behavior dependent functional

responses, Commun. Ecol. (kozlésre elfogadva)
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7.arszo

Vizsgalataim f6 tanulsagai a kovetkezok:

A matematikai jatékelmélet szemszogébol nézve az evolucids matrixjatékoknak a 6.
feltétele a legfontosabb, nevezetesen az, hogy ,,A kélcsonhatasok teljesen kevertek.” Ugyanis
ha az azonos fenotipusti egyedek kozott a kolcsOnhatasi rata kelléen nagy, akkor a darwini

dogmabol nem kdvetkezik a Nash-féle egyensulyi feltétel.

Masrészr6l, az evolucidos matrixmodellnek az altalam vizsgalt tobbi feltétele mind
gyengitheté abban az értelemben, hogy a bioldgiai egyensulyi feltételei megfeleljenek a
szelekcios modellben értelmezhetd Nash-féle egyensulyi feltételnek. Természetesen ezen
Nash-féle egyensulyoknak a neutralis mutansokkal szembeni stabilitisa tovabbra is az

evoluciods jatékelmélet legfontosabb kérdése.

Személy szerint gy gondolom, hogy a kozeljovoben az evolucids jatékelmélet egyre
fontosabb elméleti alapjat adhatja az elméleti O6kologianak. Ennek f6 oka az, hogy az
Okologiai kolcsonhatasok természetes ¢és kézenfekvé matematikai modelljeit adja a
jatékelmélet, ahol a kolcsonhatd egyek viselkedése hatarozza meg az egyedek bevételeit.
Pé¢ldaul, az idedlis szabad eloszlas (IFD) problémakore tobbfajos evolucios stabilitasi
modellel megragadhatd. A zsdkmanyok csorddaba tomoriilése is kezelhetd jatékelméleti
problémaként. A jatékelmélet erejét talan jol megmutatja az az eredményem, miszerint az
idokényszerekkel terhelt jatékokra vonatkoz6 Nash-féle egyensulyi feltételbél adodo
»~idoatlagok szabalya” specidlis esetekként tartalmazza Chernov mindkét alapvetd

eredményét, a nulla-egy torvényt és marginalis érték tételét.

Végiil visszatérnék a bevezetés elsd kérdéshez: Mit tekintsiink az evolicids
jatékelméletben jatékosnak? Szerintem a darwini elvbdl kell kiindulni, és evoluciobiologus
szemmel nézve az egy adott replikatortipus populdcioja a jatékos. Aszexualis modellben ez
maga az azonos fenotipusu egyedek halmaza. Genetikai modellben, ahol egy lokusz sok
allélja hatarozza meg a genotipusokat, és ezek csak tiszta stratégidkat képesek kodolni, akkor

egy allél-részpopulacié tekinthetd jatékosnak.
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