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1. fejezetBevezetésA kvantum-színdinamika (QCD) az er®s köl
sönhatás ma ismert legpontosabbelmélete. A QCD elemi része
skéi �ellentétben a Standard Modell által leírt többirésze
skével� nem �gyelhet®k meg közvetlenül. A QCD Lagrange-függvényébenszerepl® kvarkokkal és gluonokkal a természetben 
sak kötött állapotok, hadronokformájában találkozunk.A QCD talán legfontosabb tulajdonsága az aszimptotikus szabadság. Ala-
sony energiákon a 
satolási állandó értéke nagy, azonban ez nagy energiák feléhaladva 
sökken, nullához tart. Míg ala
sony energiákon a 
satolás nagy érté-ke miatt a része
ske�zika egyik legfontosabb eszköze, a perturbá
iószámítás nemm¶ködik, az energiaskála növekedésével �és az aszimptotikus szabadság értelmé-ben a 
satolás 
sökkenésével� lehet®ség nyílik szórások hatáskeresztmetszeténekperturbatív számolására. A jóslatokat a kísérletek is meger®sítik.Ala
sony energián (körülbelül 1 GeV alatt) a kötött állapotok és köl
sönhatá-saik leírására nemperturbatív módszerekre van szükség. A ma ismert legsziszte-matikusabb nemperturbatív módszer a rá
stérelmélet. A Lagrange-függvénybenszerepl® tereket egy térid® rá
s pontjain értelmezzük, majd a rá
sállandó sziszte-matikus 
sökkentésével és a kontinuum-extrapolá
ió segítségével kapunk kontinu-um eredményeket. Bár a rá
stérelmélet már évtizedek óta létezik, a kontinuumextrapolá
ió elvégése 
sak mostanra vált lehetségessé.Az aszimptotikus szabadság további következménye, hogy a 
satolás nem
saknagyenergiás ütközések esetén, hanem magas h®mérsékleten is 
sökken. Így aztvárjuk, hogy végtelen h®mérsékleten (a Stefan-Boltzmann limeszben) egy köl-
sönhatásmentes kvarkokból és gluonokból álló gázt kapunk a hadronikus anyaghelyett. Ezek alapján azt gondoljuk, hogy a két lényegesen különböz® fázis közöttfázisátmenet történik valamilyen Tc h®mérsékleten, melynek értékét nagyságren-dileg a QCD skála (≈ 200 MeV) közelébe várjuk.Nagy s¶r¶ség esetén is, a magas h®mérséklethez hasonlóan azt várjuk, hogy7



8 1. FEJEZET. BEVEZETÉSa 
satolás 
sökken és aszimptotikusan nagy s¶r¶ségeknél már nin
s köl
sönhatása kvarkok és gluonok között. Mivel rá
s QCD-ben a termodinamikai mennyisé-geket általában a nagykanonikus állapotösszegb®l származtatjuk, a s¶r¶séget akémiai poten
iál (µ) segítségével szabályozhatjuk. A kémiai poten
iál növelésévelaz átmeneti h®mérséklet folyamatosan 
sökken. A T�µ síkon egy nemtriviálisfázisdiagram rajzolódik ki.A QCD magas h®mérséklet¶ és s¶r¶ség¶ viselkedésének vizsgálata és a fá-zisdiagram feltérképezése nem 
sak elméleti szempontból fontos. A korai világ-egyetemben az ®srobbanást követ®en körülbelül 10−5 másodper

el lezajlott azátmenet és kialakult a ma körülöttünk megtalálható hadronikus anyag. Az átme-net rendjének és h®mérsékletének meghatározása hozzájárul a korai világegyetemmegértéséhez és kozmológiai következményekkel is járhat. Mivel a korai univer-zumban a része
skék és antirésze
skék száma majdnem egyenl®, az a termodina-mikai rendszer nagyon jó közelítéssel µ = 0 kémiai poten
iálnak felel meg.A kísérleti nehézion �zika egyik fontos 
élja a fázisdiagram feltérképezése. Ah®mérséklet és kémiai poten
iál meghatározása az ütközések során nem könny¶feladat. Minél nagyobb energiával ütköztetik a része
skéket, a T − µ síkon be-járt trajektória annál közelebb van a µ = 0 tengelyhez. A korábbi ala
sonyabbenergiás ütközések (például a CERN SPS gyorsítóban) a nagyobb µ (körülbelül150-200 MeV) tartományt térképezték föl, míg a jelenleg is futó nagyenergiásRHIC gyorsító kísérletei az ala
sonyabb (körülbelül 40 MeV) tartományt vizsgál-ják. A jöv®beli LHC gyorsító nehézion �zikai programja már a µ = 0 tengelymentén fogja tanulmányozni a termodinamikát. A darmstadti GSI-ben épül®FAIR gyorsító CBM kísérlete kifejezetten a nagy µ tartományt fogja vizsgálni.A fázisdiagram nagy s¶r¶ség¶, ala
sony h®mérséklet¶ tartománya példáulneutron
sillagok belsejének leírásához adhat segítséget. A fázisdiagram pontosismerete eldönthetné azt a kérdést, hogy van-e kvarkanyag a neutron
sillagokmagjában.Jelen értekezés 
élja a QCD fázisátmenetének vizsgálata rá
stérelmélet se-gítségével. Els® lépésben meghatározzuk az átmenet rendjét és az átmenetih®mérsékletet nulla barions¶r¶ség mellett. Az eredmények azt mutatják, hogynin
s valódi fázisátmenet, 
sak egy analitikus 
rossover a hadronikus és a kvar-kok/gluonok által dominált fázisok között. Ennek megfelel®en, különböz® mennyi-ségekkel de�niálva különböz®, de egyértelm¶ értékeket kapunk Tc-re. Az átmenetih®mérsékleten túl az er®sen köl
sönható anyag állapotegyenletét is meghatároz-zuk.Második lépésként továbblépünk a µ = 0 tengelyr®l a nemnulla barions¶r¶-ségek irányába. Ez a lépés a kés®bbiekben részletezend® el®jel probléma miattnagyon nehéz. Míg a µ = 0 átmenettel kap
solatban már húsz éve vannak (ugyan



1.1. A QCD KÉT FÁZISDIAGRAMJA 9
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�
�
�

�
�
�

��
��
��

��
��
��

��
��
��
��

F C

DA

G

H

B m

ms

ud

E

elsõrendû
tartomány
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fizikai pont?

elsõrendû1.1. ábra. A QCD hipotetikus fázisdiagramja az ms�mud síkon. A középs® nagytartományban nin
s fázisátmenet, míg a sarkokban lev® (lila) tartományokban els®rend¶átmenetet várunk. Az els®rend¶ átmenetek határán, valamint az AE szakasz menténmásodrend¶ az átmenet.nem kontinuum extrapolált) eredmények, addig a fázisdiagram többi részér®l egé-szen a közelmúltig nem sikerült semmilyen kvantitatív eredményt elérni rá
stérel-mélet segítségével. 2001-ben sikerült egy olyan eljárást kidolgoznunk, mely el®szörtette lehet®vé több fontos kérdés vizsgálatát. A módszer segítségével meghatá-rozzuk a fázisgörbét µ kis értékeire, a görbe mentén lokalizáljuk a QCD kritikuspontját, majd a µ = 0 esethez hasonlóan megadjuk az állapotegyenletet is.1.1. A QCD két fázisdiagramjaMiel®tt az eredmények ismertetését megkezdenénk, tekintsük át, hogy milyen ké-pet várunk a QCD fázisdiagramjáról. Az 1.1 ábrán láthatjuk a QCD egy hipoteti-kus fázisdiagramját az mud könny¶ és az ms ritka kvarktömegek függvényében. Avalóságban a kvarktömegek �x értékek, ezeknek az ábrán mindössze egy pont felelmeg. Az ábra az átmenet rendjére vonatkozó várakozásokat mutatja. A QCDegy SU(3) mértékelmélet, melynek két olyan fontos határesete van, ahol extraszimmetriák vannak. Az egyik fontos határeset a végtelen nehéz kvarkok esete(az ábra D pontja). Ez a tiszta SU(3) Yang-Mills elméletnek felel meg, melyneka mértékszimmetrián túl egy Z(3) 
entrum szimmetriája van. Ez a szimmetriamagas h®mérsékleten spontán sérül, a hozzá tartozó rendparaméter a Poljakov



10 1. FEJEZET. BEVEZETÉShurok. A szimmetria sérüléséhez kap
solódó fázisátmenet a felszabadító fázis-átmenet, melynek során a kvarkok bezárása megsz¶nik. A fázisátmenetet rá
sszámolásokkale l®ször SU(2) mértékelméletben vizsgálták [1, 2℄. Kés®bbi analí-zisek igazolták, hogy az SU(3) Yang-Mills elméletben az átmenet els®rend¶ éskörülbelül 270 MeV h®mérsékleten történik [3�7℄.A másik fontos határeset a nulla tömeg¶ kvarkok esete (A és B pontok).Ez esetben a QCD királis szimmetriával rendelkezik. A bal- és jobbkezes kvar-kok egymástól függetlenül transzformálódnak, Nf darab nulla tömeg¶ kvark ese-tén (Az A pontban Nf = 2, a B pontban Nf = 3) a teljes szimmetria
soport
U(Nf )L × U(Nf )R. Nulla h®mérsékleten a királis szimmetria spontán sérül, amegfelel® Goldstone-bozonok a pszeudoskalár mezonok (Nf = 2 esetben a hárompion). Mivel a valóságban a kvarktömegek nem nullák, a királis szimmetria 
sakközelít®leg teljesül. Így a mezonok tömege nem nulla (de lényegesen ala
sonyabba többi hadron tömegénél). Magas h®mérsékleten a királis szimmetria helyreálla királis fázisátmenet során. A rendparaméter a királis kondenzátum. A nullakvartömeg¶ limesz vizsgálatára még nin
senek megbízható rá
s eredmények. AQCD-vel megegyez® szimmetriákkal rendelkez® e�ektív modellek segítségével le-het vizsgálni az átmenetet. Az eredmények azt mutatják, hogy Nf = 2 esetbenmásodrend¶ O(4) univerzalitási osztályú, míg Nf = 3 esetben els®rend¶ fázisát-menet várható [8℄. Közepes kvarktömegek esetén nem várunk fázisátmenetet, ígyrajzolódik ki az 1.1 ábrán látható összetett kép. Az egyik fontos kérdés, melyreválaszt keresünk, hogy a �zikai pont melyik tartományban található.A QCD valódi fázisdiagramjának egy lehetséges változatát láthatjuk az 1.2ábrán a T�µ síkon. Nulla h®mérsékleten és nagy kémiai poten
iálon modell szá-molások azt mutatják, hogy els®rend¶ fázisátmenet várható [9℄. Két nulla töme-g¶ kvark esetén így a µ = 0-nál tapasztalható másodrend¶ átmenet és a nagy µtartománybeli els®rend¶ átmenet között léteznie kell egy P trikritikus pontnak.Látni fogjuk, hogy a �zikai pont a 
rossover tartományban van, így ez esetben a
rossover és az els®rend¶ tartományok közt várunk egy E kritikus végpontot.Nagy kémiai poten
iálon különösen érdekes jelenségeket várunk. Az aszimp-totikus szabadság miatt nagy s¶r¶ségek esetén egy s¶r¶, majdnem köl
sönhatás-mentes fermionokból álló közeg jön létre. Mivel a kvarkok között vonzó köl
sönha-tás van, ezért a szupravezetéshez hasonlóan az SU(3) szimmetria spontán sérülhetés kialakulhatnak Cooper-párok. Ezt a jelenséget hívjuk szín-szupravezetésnek.Ennek az érdekes jelenségkörnek a vizsgálata már túlmutat az értekezés határain.A dolgozat további szerkezete a következ®. A 2. fejezetben röviden összefog-laljuk azokat a rá
stérelméleti módszereket, melyekre a kés®bbi fejezetek épülnek.Ezután rátérünk a nulla kémiai poten
iál vizsgálatára a 3. fejezetben. Meghatá-rozzuk a QCD átmenet rendjét, az átmeneti h®mérsékletet és az állapotegyenle-
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n =2f
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E

SC

.

.

n =2+1
P

f

fázishadronikus fázis

kvark−gluon plazma

1.2. ábra. A QCD egy lehetséges fázisdiagramja. Két nulla tömeg¶ kvark esetén (pirosgörbe) a másodrend¶ (szaggatott) és az els®rend¶ (folytonos) tartományok között talál-ható a P trikritikus pont. A valódi kvarktömegeket használva (2 könny¶ és egy nehéz íz;kék görbe) a 
rossover (pontozott rész) és az els®rend¶ (folytonos vonal) tartományokataz E kritikus végpont választja el egymástól.tet. A 4. fejezetben következik a nemnulla kémiai poten
iál vizsgálata. Az el®jelprobléma szemléltetése után ismertetjük a többparaméteres átsúlyozás módsze-rét. Ennek segítségével meghatározzuk a fázisgörbét, a kritikus pont helyét és azállapotegyenletet. Az 5. fejezetben az összefoglaláson túl áttekintjük, hogy mivárható a közeljöv®ben az egyes részterületeken.
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2. fejezetQCD termodinamika rá
sonA következ®kben röviden áttekintjük a rá
stérelmélet fontosabb elemeit. Tel-jes bevezetés helyett azokra az elemekre szorítkozunk, melyek a termodinamikaivizsgálatok szempontjából fontosak. Részletes rá
stérelméleti bevezetéshez java-solható a [10℄ referen
ia.A termodinamikai mennyiségeket a nagykanonikus állapotösszegb®l származ-tathatjuk. Az állapotösszeg euklideszi térelméletben a következ® funk
ionálinteg-rállal adható meg:
Z =

∫

DUDψ̄Dψe−SE(U,ψ̄,ψ), (2.1)ahol U a mértéktér (gluonok), ψ és ψ̄ pedig a fermion terek (kvarkok). A QCDSU(3) mértékelmélet, a fundamentális ábrázolásban lev® fermionokkal. Így az Umértéktér minden térid® pontban, minden irányra egy SU(3) mátrix. A fermio-nokat a Fermi statisztika miatt Grassmann változók reprezentálják.A Boltzmann faktorban szerepl® SE euklideszi hatás a mérték- és fermion te-reknek a funk
ionálja. A (2.1) képletben expli
it módon nin
s kiírva, de a hatástovábbi paraméterekt®l is függ. Ezek: a β 
satolási állandó (mely a kontinuum-ban szokásos 
satolással a β = 6/g2 kap
solatban áll), az mi kvarktömegek ésa µi kémiai poten
iálok. Amennyiben több kvark-ízt szeretnénk leírni, mindenegyes kvarkhoz hozzá kell rendelnünk a megfelel® ψi tereket, a (2.1) képlet azegyszer¶ség kedvéért 
sak egy kvarkot ír le. A természetben hat kvark van, ezekközül a három legnehezebb (c, b, t) jóval nagyobb tömeg¶, mint az általunk vizs-gált energia tartomány, így ezeket a rá
s számolásokban nem szokás �gyelembevenni. Ala
sony energián ezek a kvarkok nem szerepelnek a kezdeti- és végálla-potokban és kelt®dni sem tudnak a folyamatok során. A maradék három kvarkközül (u, d, s) a két könny¶ kvark (u, d) tömege közel azonos és sokkal kisebbaz s kvark tömegénél. Ezért rá
stérelméleti vizsgálatokban az mu = md < msközelítéssel szoktak élni, vagyis egzakt SU(2) izospin szimmetriát feltételeznek.13



14 2. FEJEZET. QCD TERMODINAMIKA RÁCSONA továbbiakban mi is ezt követjük, erre a közelítésre 2+1 kvark ízként fogunkhivatkozni. Ezen közelítés jogosságát támasztja alá az is, hogy az izospin sértés ahadronok szintjén (például a piontömegek felhasadása) 
sak körülbelül 50%-banadódik a kvarktömegek különböz®ségéb®l, a maradék az elektromágneses e�ektu-soknak tulajdonítható, mivel az u és d kvarkok különböz® elektromos töltés¶ek.Így a kvarktömegek különböz®ségének pontos �gyelembevétele már az elektro-dinamika beépítését is megkövetelné. A 2+1 íz közelítéssel százalék pontosságúeredmények kaphatók, mely a rá
stérelméletben nagyon jónak számít. A könny¶kvarkok azonosnak vett tömegét a továbbiakban mud-vel jelöljük.Az integrálási mérték (DUDψ̄Dψ) pontos értelmezéséhez regularizá
ióra vanszükség. Ezen regularizá
ióhoz térid® rá
sot használunk. A folytonos térid® he-lyett egy hiperköbös Λ rá
sot veszünk. A terek értékét 
sak ezen rá
s pontjain,illetve a szomszédos pontokat összeköt® éleken (linkek) értelmezzük. Megmutat-ható, hogy a kontinuumbeli mértékinvarian
ia fenntartásához a mértéktereket alinkeken, míg a fermion tereket a rá
spontokban kell értelmeznünk. Az x ∈ Λrá
spontokból kiinduló linkeket az (x;µ) párral lehet jellemezni, ahol µ a linkirányát jelzi (µ = 1 . . . 4). Ezáltal az integrálási mérték a következ®képpen de�-niálható:
DUDψ̄Dψ =

∏

x∈Λ,µ=1...4

dUx;µ
∏

x∈Λ

dψx
∏

x∈Λ

dψ̄x (2.2)Szemléletesen a funk
ionálintegrál ezzel a regularizá
ióval azt jelenti, hogyminden lehetséges {U, ψ, ψ̄} kon�gurá
ióra összegezni kell az exp(−SE) kifeje-zést. Ez teljesen analóg egy négydimenziós klasszikus statisztikus �zikai rendszerállapotösszegével, ahol az exp(−E/kT ) Boltzmann faktorokat kell összegezni min-den lehetséges kon�gurá
ióra. Az energia-funk
ionál szerepét (az 1/kT szorzótóleltekintve) az euklideszi hatás játssza. Lényeges különbség azonban, hogy míg aklasszikus statisztikus �zikai rendszerben a h®mérséklet a Boltzmann faktorbanszerepel, esetünkben a �zikai h®mérséklet a rá
s euklideszi id® irányú kiterjedésé-vel fordítottan arányos. Belátható, hogy a (2.1) állapotösszeg éppen a statisztikus�zikai állapotösszeget adja, amennyiben a mértékterekre periodikus, a fermionok-ra antiperiodikus határfeltételt szabunk ki az euklideszi id® irányban.2.1. A rá
s hatásA regularizá
ió során természetesen az SE hatást is diszkretizálnunk kell. Ez alépés nem egyértelm¶, különböz® rá
s hatásoknak lehet ugyanaz a kontinuum li-mesze. Az egyes hatásokat a kontinuum limeszhez közeli skálázásuk különböztetimeg. Ha egy A meg�gyelhet® mennyiség várható értékét egy véges a rá
sállan-dónál kiszámítjuk, akkor az eredmény nem egyezik meg a kontinuum értékkel



2.1. A RÁCS HATÁS 15hanem attól a
〈A〉a = 〈A〉+O(aη) (2.3)képlet szerint eltér. Az η kitev® a hatás regularizá
iójától függ. Minél nagyobbaz értéke, annál � jobb� a hatás, ugyanis annál nagyobb rá
sállandók esetén kap-hatunk a kontinuum értékhez közeli eredményt.A legegyszer¶bb diszkretizá
ió az, ha a kontinuum hatásban szerepl® derivál-takat di�eren
ia-hányadosokkal helyettesítjük. Az ennél jobban skálázó (vagyisnagyobb η-val, vagy kisebb el®faktorral rendelkez®) hatásokat hívjuk javított ha-tásoknak. A továbbiakban összefoglaljuk a leggyakrabban használt rá
s hatáso-kat.Az SE hatás általában felbontható SE = Sg+Sf alakra, ahol Sg a mértékhatás,mely 
sak az U mértékterekt®l függ, Sf pedig a fermion hatás, mely a mérték- ésfermion terek függvénye.A legegyszer¶bb mértékhatás a Wilson-hatás, mely az

UP (x;µν) = Ux;µUx+aµ̂;νU
†
x+aν̂;µU

†
x;ν (2.4)plakettek összege, ahol µ̂ a µ irányú egységvektort jelöli:

Sg,Wilson = −β
(

1

3

∑

x,µ<ν

ReTrUP (x;µν)− 1

) (2.5)Ez a hatás a legegyszer¶bb valós, mértékinvariáns kifejezés, mely 
sak a mérték-terek segítségével felépíthet®. Megmutatható, hogy a kontinuum limeszben ez aszokásos Yang-Mills hatásra vezet.A hatás javítása további mértékinvariáns tagok hozzáadásával lehetséges, me-lyek közül a legegyszer¶bb a plaketthez hasonlóan egy 2 × 1-es téglalap menténa linkek rendezett szorzata. Egy adott pontban és adott irányokra ezt a hurkot
U2×1(x;µν)-vel jelölve a következ® alakú hatást kapjuk:

Sg = −β
3

(

c0
∑

x,µ<ν

ReTrUP (x;µν) + c1
∑

x,µ6=ν

ReTrU2×1(x;µν)

) (2.6)Megmutatható, hogy ez a hatás fagráf szinten javítja a skálázást, ha az együttha-tók teljesítik a c0 + 8c1 = 1 konziszten
ia feltétlet és c1 = −1/12. Az így kapottjavított hatást hívjuk fagráf szint¶ Symanzik javított hatásnak.A fermion terek diszkretizá
iója lényegesen nehezebb, mint a mértéktereké. Amértékterek esetéhez hasonló naiv diszkretizá
ió dimenziótlanítás után a követ-kez® hatásra vezet:
Sf,naiv =

∑

x

[

amψ̄ψ +
1

2

∑

µ=1...4

(

ψ̄xUx;µγµψx+aµ̂ − ψ̄xU †
x−aµ̂;µγµψx−aµ̂

)

]

. (2.7)



16 2. FEJEZET. QCD TERMODINAMIKA RÁCSONKiszámolva azonban a szabad esetben (U = 1) a propagátort, azt találjuk, hogyaz az els® Brillouin zónában nem egy, hanem 16 pólussal rendelkezik, vagyis ez anaiv hatás a kontinuum hatással ellentétben 16 darab azonos tömeg¶ fermiont írle. A probléma kiküszöbölésére több módszer is létezik. A két legelterjedtebba Wilson és a Kogut-Susskind féle regularizá
ió. Mivel a probléma abból ered,hogy a hatás 
sak els® deriváltakat tartalmaz, a Wilson-féle megoldás lényege,hogy egy második deriváltat tartalmazó aψ̄∂µ∂µψ tagot hozzáadunk a hatáshoz.Ez a kontinuum limeszben elt¶nik, ám véges rá
sállandó esetén a nemkívánatos 15fermion tömegét megnöveli, mégpedig 1/a-val arányosan. Így a kontinuum limeszfelé közeledve mindössze egy fermionunk marad, a többi le
satolódik. Az új tagottetsz®leges r együtthatóval beírhatjuk, általában r = 1-et szokás használni. Ekkora hatás a
Sf,Wilson =

∑

x

[

ψ̄ψ + κ
∑

µ=1...4

(

ψ̄xUx;µ(1 + γµ)ψx+aµ̂ + ψ̄xU
†
x−aµ̂;µ(1− γµ)ψx−aµ̂

)

](2.8)alakra hozható a terek megfelel® átskálázásával. Ezen hatás hátránya, hogy anulla kvarktömeg limeszben is sérti a királis szimmetriát, mely 
sak a kontinuumlimeszben áll helyre. Ebb®l az következik, hogy a kvarktömeg additív módon isrenormálódik és a (2.3) képlet szerinti skálázás 
supán lineáris a-ban.A Kogut-Susskind féle, staggered formalizmus lényege, hogy a fermion térspinor komponenseit szétosztjuk egy hiperko
ka 
sú
saira, majd egy spin-diagona-lizá
ió után 
sak egy komponenst hagyunk meg. Ezáltal a szabadsági fokok számanegyedére 
sökken, vagyis az így kapott hatás várhatóan négy azonos tömeg¶fermiont ír le. A hatás alakja:
Sf,staggered =

∑

x

[

amχ̄χ+
1

2

∑

µ=1...4

αx;µ

(

χ̄xUx;µχx+aµ̂ − χ̄xU †
x−aµ̂;µχx−aµ̂

)

]

,(2.9)ahol αx;µ = (−1)x1+···+xµ−1 . Itt, ellentétben a naiv, illetve Wilson fermionokkal, a
χ fermion térnek 
sak egy spin komponense van. A továbbiakban az egyszer¶ségkedvéért a staggered fermionokat is ψ-vel fogjuk jelölni. Ezen formalizmus nagyel®nye, hogy a királis szimmetriából egy U(1)L × U(1)R rész megmarad, aminekkövetkezményeként nin
sen additív tömegrenormálás és O(a2)-es eltérések van-nak a kontinuum eredményekhez képest. További el®ny, hogy a Dira
-indexekhiánya miatt a numerikus számítások lényegesen egyszer¶bbek és gyorsabbak. Astaggered fermionok f® hátránya a már említett maradék négyes degenerá
ió. Akés®bbiekben részletesebben foglalkozunk azzal, hogyan lehet a �zikailag érdekes2+1 ízt megvalósítani staggered fermionok segítségével.



2.1. A RÁCS HATÁS 17További regularizá
iók is lehetségesek, azonban a Nielsen-Ninomiya tétel ko-moly gátat szab ezeknek a lehet®ségeknek [11,12℄. Eszerint ha egy regularizá
iótólmegköveteljük a lokalitást, a helyes kontinuum limeszt és azt, hogy egy fermionízt írjon le, akkor a királis szimmetria nem tartható. A közelmúltban sikerültmegalkotni a királis szimmetriának egy olyan rá
s-változatát, amely nem sérülaz el®bbi feltételek mellett sem [13, 14℄. Az ilyen regularizá
iókat királis fermio-noknak hívjuk. Ez lenne a legtermészetesebb választás, azonban bonyolultságukmiatt e regularizá
iók numerikus vizsgálata legalább két nagyságrenddel nagyobbszámítógép id®t igényel, mint a Wilson vagy staggered fermionok használata. Azels® lépések (algoritmus kifejlesztése, kezdeti vizsgálatok kis rá
sokon) már meg-történtek [15�20℄. A közeljöv®ben várható, hogy királis fermionok alkalmazásávalkomolyabb eredmények születnek .A (2.8) és (2.9) fermion hatások alakjából látható, hogy mindkét esetben (ésez általánosan is igaz) bilineáris a hatás a ψ̄,ψ terekben:
Sf =

∑

x,y

ψ̄xMxy(U)ψy , (2.10)ahol az M mátrix a (2.8) és (2.9) alakokból leolvasható. Mivel a fermionokat�ahogy korábban említettük� Grassmann változókkal reprezentáljuk, a funk
i-onálintegrál 
supán egy-egy formális Grassmann integrál minden rá
spontban.A numerikus számítások során ezen integrálok kezelése nehéz, a bozonikus te-rekre alkalmazott módszerek nem használhatóak. Nem ismeretes olyan hatékonyeljárás az állapotösszeg számolására, mely a fermion terek szintjén m¶ködne. Sze-ren
sére a fermionikus integrálok egzaktul elvégezhet®k. A Grassmann változókintegrálási szabályaiból következik, hogy:
∫

Dψ̄Dψe−Sf = detM(U), (2.11)Vagyis a (2.1) állapotösszeg az alábbi alakba írható:
Z =

∫

DU detM(U)e−Sg(U) =

∫

DUe−{Sg(U)−ln detM}. (2.12)Vagyis a fermionos elméletet visszavezettük egy 
supán mértéktereket tartalmazóe�ektív modellre, melyben a hatás: Seff. = Sg − ln detM . Sajnos ez a hatás, azeredeti SE = Sg + Sf hatással ellentétben, nem lokális, a detM fermion deter-mináns tetsz®legesen távoli linkek közötti köl
sönhatásokat is tartalmaz. Ez azoka annak, hogy a teljes QCD numerikus vizsgálata lényegesen nehezebb, mint atiszta SU(3) mértékelméleté.Amennyiben több különböz® (vagy azonos) tömeg¶ fermiont szeretnénk le-írni, a hozzájuk tartozó ψi terek kiintegrálása egy-egy független determinánst



18 2. FEJEZET. QCD TERMODINAMIKA RÁCSONeredményez. Kiírva a kvarktömegekt®l való függést is:
Z(m1, m2, . . .mNf

) =

∫

DU detM(m1;U) detM(m2;U) . . .detM(mNf
;U)e−Sg(U).(2.13)Wilson-fermionok esetén ez a formula közvetlenül alkalmazható 2+1 íz leírására.Staggered fermionok esetén azonban egy extra trükköt kell alkalmaznunk. Mivelegy ψ tér alkalmazása esetén is négy fermiont ír le a staggered hatás, a fermionszám növelésének analógiájára a négynél kevesebb számú fermion a determinánstört hatványával írható le. A

Z(Nf ) =

∫

DU [detM(U)]Nf/4 e−Sg(U) (2.14)állapotösszegt®l azt várjuk, hogy Nf ízt ír le a staggered formalizmusban. Azon-ban egy ilyen modell lokalitása kérdéses. Míg a (2.12) állapotösszegr®l láttuk,hogy egy eredetileg lokális elméletb®l származtatható, a (2.14) esetben ez egyál-talán nem nyilvánvaló. A kérdést elméleti oldalról jelenleg is vizsgálják [21℄.Valamennyi eddigi numerikus eredmény arra utal, hogy ez az úgynevezett negye-dik gyök trükk (mivel egy ízhez negyedik gyököt kell vonnunk) valóban alkalmasegy fermion íz leírására.A továbbiakban kizárólag staggered fermionokkal foglalkozunk, ugyanis az iro-dalomban fellelhet® eredmények dönt® többsége, beleértve a saját eredményeketis, ezzel a regularizá
ióval született. Ennek két oka van. Egyrészt a már említettgyorsaság, másrészt a részlegesen megmaradó királis szimmetria, mely a királisfázisátmenet vizsgálatánál fontos lehet.Konkrét numerikus számolásokban véges rá
sokat használunk. A rá
s méreteáltalában N3
sNt, vagyis a három térbeli kiterjedést azonosnak (Ns) választjuk, defüggetlennek az euklideszi id®beli kiterjedést®l (Nt). A rendszerünk térfogata ésh®mérséklete �ahogy már említettük� az alábbi kap
solatban áll a rá
s kiterjedé-seivel:

V = (Nsa)
3, T =

1

Nta
. (2.15)Ennek megfelel®en azokat a rá
sokat, ahol Nt ≥ Ns nulla h®mérséklet¶, míg az

Nt ≪ Ns feltételnek megfelel®eket véges h®mérséklet¶ rá
soknak hívjuk. Termo-dinamikában általában egy sz¶k h®mérséklet tartományt vizsgálunk (az átmenetih®mérséklet környékét, kivétel ez alól az állapotegyenlet meghatározása mely jó-val nagyobb h®mérsékletekig is történet). Így a második képlet alapján látható,hogy állandó h®mérséklet mellett, növekv® Nt egyre kisebb rá
sállandóknak felelmeg. Ezért a rá
s �nomságára általában az Nt értékével szoktunk hivatkozni.



2.2. KORRELÁCIÓS FÜGGVÉNYEK 19A ma tipikus Nt értékek 4, 6, 8 és 10, ezek az átmeneti h®mérséklet környékénkörülbelül a =0.3, 0.2, 0.15 illetve 0.12 fm rá
sállandóknak felelnek meg.A rá
sállandó egy természetes Λ ∼ 1/a levágást de�niál. A rá
stérelméletegyik nehézsége abból a követelményb®l adódik, hogy az összes leírni kívánt ré-sze
ske tömege lényegesen kisebb legyen a levágásnál, ugyanakkor a tömeg inver-zével arányos Compton-hullámhosszuk beférjen a véges méret¶ rá
sba (ellenkez®esetben számottev® véges méret e�ektusokkal kell számolnunk). Ha nagyon kü-lönböz® tömeg¶ része
skék vannak egy modellben, akkor ez komoly alsó korlátotjelent Ns értékére. A QCD-ben a nukleon és a pion tömegének viszonylag nagyaránya emiatt nagyon megnehezíti a számolásokat. Ez az egyik oka annak, hogya legtöbb eddigi munkában a �zikainál nagyobb kvarktömegeket használtak, ezugyanis jelent®sen növeli a pion tömegét, míg a nukleon tömege alig változik. Amásik ok, mely megnehezíti a �zikai kvarktömegek használatát, az algoritmusok-kal kap
solatos.2.2. Korrelá
iós függvényekEgy, az U és ψi, ψ̄i terek funk
ionáljaként el®álló O mennyiség várható értékét azalábbi funk
ionálintegrál adja meg:
〈O〉 =

1

Z

∫

DUDψ̄DψO
[

U, ψ̄, ψ
]

e−SE(U,ψ̄,ψ). (2.16)A térelmélet operátoros felépítésében a téroperátorokból felépített Ô operátorfüggvények alakja formailag megegyezik az itteni alakkal és a kapott eredményeka két formalizmusban azonosak: 〈Ô〉 = 〈O〉.Nulla h®mérsékleten a tipikusan használt mennyiségek a terek valamilyen in-terpoláló operátorainak n-pont függvényei, ezen belül is f®leg a kétpont függvé-nyek. Legyen Ô egy ilyen interpoláló operátor. Például a pion operátor Ô =
ˆ̄ψuγ5ψ̂d, ahol a fermion terek indexe az u és d kvarkokat jelöli. Az Ô operátor(euklideszi) id®fejl®dését a Ĥ Hamilton operátor adja: Ô(t) = etĤÔ(0)e−tĤ . Ígya kétpont függvény egy |n〉 teljes rendszer beszúrásával a következ® alakba írható:

〈0| Ô(t) ˆ̄O(0) |0〉 =
∑

n

∣

∣

∣
〈0| Ô |n〉

∣

∣

∣

2

e−(En−E0)t. (2.17)Nagy t esetén a legkisebb olyan En-hez tartozó tag fog dominálni, melyre azel®faktorban szerepl® mátrixelem nem nulla. Tehát egy adott kvantumszám 
sa-tornában egy megfelel® kvantumszámmal rendelkez® Ô operátor kétpont függvé-nyének aszimptotikus exponen
iális le
sengése adja a legala
sonyabb gerjesztés



20 2. FEJEZET. QCD TERMODINAMIKA RÁCSONenergiáját (tömegét). A ξ korrelá
iós hossz fordítottan arányos a tömeggel. Rá-
son, a rá
sállandót is kiírva ξ = 1/(ma) adódik, ahol ξ a rá
spontok számábanmért dimenziótlan korrelá
iós hossz. Megfelel® operátorokat használva tetsz®le-ges hadron tömegét meghatározhatjuk a rá
son.2.3. A kontinuum limeszA rá
stérelmélet 
élja természetesen az, hogy a kontinuum �zikára adhassunk jós-latokat, nem pedig egy véges a rá
sállandó mellett. Mivel a regularizá
ió éppena véges rá
sállandó bevezetésével történt, így nem tudunk közvetlenül a = 0-valszámolni. A kontinuumot 
supán határesetként tudjuk értelmezni. Természete-sen az a→ 0 limeszt a (2.3) összefüggéssel összhangban akarjuk elvégezni, vagyisa limesz során a meg�gyelhet® mennyiségeknek véges értékekhez kell konvergálni-uk. Ehhez a hatás 
supasz paramétereit megfelel®en hangolni kell a rá
sállandófüggvényében. A paraméterek rá
sállandó függését a renormálási 
soport egyen-letek adják meg.Láttuk, hogy tetsz®leges hadron interpoláló operátorának ξ korrelá
iós hosszaa hadron tömegével fordítottan arányos. Ha a fentiek szerint a kontinuum limeszsorán a hadron tömegét véges értéken akarjuk tartani, miközben a rá
sállandónullához tart, ξ divergálni fog. Tehát a kontinuum limesz az analóg statiszti-kus �zikai rendszerben egy kritikus pontnak felel meg. A statisztikus �zikábanhasználatos Kadano�-Wilson féle renormálási 
soport alkalmazható a kontinuumlimesz leírására. A renormálási 
soport transzformá
ió megadja, hogyan kell ahatást változtatni a rá
sállandó növelése esetén ahhoz, hogy nagy távolságokonne változzon a �zika. Sajnos a hatás alakja oly mértékben bonyolulttá válik,hogy ez a módszer a gyakorlatban nem alkalmazható 1. Általában a kontinu-um limesz során (s®t általában, amikor a rá
sállandó változik) a hatás alakjátnem változtatjuk és mindössze néhány (a hatásban lev® paraméterek számávalmegegyez® számú) mennyiségr®l követeljük meg, hogy állandó legyen az értékük.Kijelölve ezeket a mennyiségeket, a rá
sállandó változtatása egy görbét de�ni-ál a 
supasz paraméterek terében. Más mennyiségeket használva más görbétkapunk. Egy-egy ilyen görbét az állandó �zika vonalának (line of 
onstant phy-si
s: LCP) hívunk. Nagyon fontos, ahogy az el®bb említettük, hogy a különböz®mennyiségekkel de�niált LCP-k különböz®ek, 
supán a kontinuum limesz köze-lében tartanak egymáshoz. Az LCP meghatározása általában nemperturbatívmódon történik. A 
supasz paraméterek különböz® értékeinél megmérjük a �xen1Jó skálázási tulajdonságokkal rendelkez® hatás megalkotására alkalmas a renormálási 
so-port egyenletek megoldása és a hatásban megjelen® tagok számának korlátozása [22, 23℄



2.4. ALGORITMUSOK 21tartani kívánt mennyiségeket, majd néhány iterá
ió után tudjuk meghatározni azLCP-t.2.4. AlgoritmusokA rá
stérelmélet egyik f® feladata a meg�gyelhet® mennyiségek várható értékéneknumerikus meghatározása. Ehhez sokdimenziós integrálokat kell kiszámítanunk.A mai tipikus rá
sméretek mellett az integrálok akár 109 dimenziósak is lehetnek.Nyilvánvaló, hogy az ilyen sokdimenziós kon�gurá
iós tér szisztematikus feltér-képezése lehetetlen. Az integrálokat 
sak Monte-Carlo módszerek segítségéveltudjuk kiszámítani. E módszerek lényege, hogy véletlenszer¶en választunk tér-kon�gurá
iókat és 
sak ezeken a kon�gurá
iókon értékeljük ki a meghatározandómennyiségeinket. A legegyszer¶bb módszernek az t¶nhet, hogy (az integrálásimérték szerint) egyenletes eloszlással generálunk kon�gurá
iókat. Ez azonbanrendkívül ine�ektív, ugyanis a Boltzmann-faktorban szerepl® exponen
iális függ-vény miatt 
sak a lehetséges kon�gurá
iók nagyon kis százaléka ad számottev®járulékot az integrálhoz. Egyenletes mintavétellel nagyon ki
si a valószín¶sége,hogy ezeket a kon�gurá
iókat kiválasztjuk. A ma ismeretes egyetlen hatékonymódszer a fontossági mintavételezésen alapul. A kon�gurá
iókat nem egyenletes,hanem p ∝ e−SE eloszlással generáljuk. Ezáltal éppen azokat a kon�gurá
iókatállítjuk el®, melyek nagy járulékot adnak a várható értékek kiszámításakor. AQCD esetében a teljes SE euklideszi hatás a fermionokat leíró Grassmann te-reket is tartalmazza. A fontossági mintavételezés a Grassmann változókra nemértelmezhet®, ezért kell a fermionokat kiintegrálnunk. A fermionikus integrálokelvégzése után az állapotösszeg a (2.12) alakot veszi fel, vagyis a fontossági minta-vételezés során p(U) ∝ detM(U)e−Sg(U) eloszlással kell kon�gurá
iókat generál-nunk. Tegyük fel, hogy van egy végtelen {Ui} kon�gurá
ió halmazunk, mely eztaz eloszlást követi. Ekkor könnyen látható, hogy egy O meg�gyelhet® mennyiségértéke a következ®képpen számítható ki:
〈O〉 = lim

N→∞

1

N

N
∑

i=1

O(Ui). (2.18)Konkrét numerikus számítások során természetesen nem tudjuk elvégezni a li-meszt az N-ben, hanem egy véges kon�gurá
ió sokaságon határozzuk meg amennyiségeink értékét. Az ebb®l adódó hibák be
slésére a ja
kknife módszerthasználjuk [10℄.A fontossági mintavételezés alkalmazhatóságának nagyon fontos feltétele, hogy
detM(U) pozitív valós szám legyen tetsz®leges U kon�gurá
ióra. Ellenkez® eset-



22 2. FEJEZET. QCD TERMODINAMIKA RÁCSONben a detM(U)e−Sg(U) kifejezés (megfelel®en normálva) nem értelmezhet® való-szín¶ségként. Hogy e feltétel fontosságát érzékeltessük, röviden áttekintjük azegyik legegyszer¶bb algoritmust, a Metropolis algoritmust. Valamennyi ma is-mert algoritmus során az U kon�gurá
iókat egymásból származtatjuk, melyek ígyegy Markov lán
ot alkotnak. A Metropolis algoritmus két lépésb®l áll. Az els®lépésben az aktuális U kon�gurá
iót véletlenszer¶en megváltoztatjuk, így kapunkegy U ′ kon�gurá
iót. Ehhez az új kon�gurá
ióhoz természetesen más Boltzmannsúly tartozik, mint az eredetihez. A második lépésben az U ′ kon�gurá
iót
P (U ′ ← U) = min

[

1, e−∆Sg
detM(U ′)

detM(U)

] (2.19)valószín¶séggel elfogadjuk, ahol ∆Sg = Sg(U
′)−Sg(U). Amennyiben nem fogad-tuk el az új kon�gurá
iót (ennek valószín¶sége 1− P (U ′ ← U), akkor az U kon-�gurá
iót tartjuk meg a következ® lépésre is. Látható, hogy 0 ≤ P (U ′ ← U) ≤ 1pontosan akkor teljesül, ha detM pozitív valós.Szeren
sére ez a nemtriviális feltétel azM fermion mátrix (Dira
 operátor) γ5hermiti
itásából következik. E szerint:

M † = γ5Mγ5. (2.20)Ez az egyenl®ség könnyen ellen®rizhet® akár a kontinuumban, akár a (2.8) illetve(2.9) rá
s hatások esetén.Legyen v M †-nek egy sajátvektora λ sajátértékkel. Ekkor λv = M †v =

γ5Mγ5v, ahonnan λγ5v = Mγ5v adódik, vagyis λ M-nek is sajátértéke. Ugyan-ez fordítva is igaz, vagyis M-nek és M †-nek ugyanazok a sajátértékei. Ebb®lkövetkezik, hogy M sajátértékei vagy valósak, vagy komplex konjugált párok-ba rendezhet®ek. Ebb®l látható, hogy detM mindig valós. A kontinuumbanés staggered fermionok esetén a tömegtelen Dira
-operátor sajátértékei tisztánképzetesek, vagyis a tömeges operátor valós sajátértékei mindig pozitívak (meg-egyeznek a kvarktömeggel). Ezekben az esetekben tehát detM ≥ 0 is teljesülés egyenl®ség 
sak nulla kvarktömeg esetén állhat fenn. Wilson fermionok eseténel®fordulhatnak negatív valós sajátértékek. Azonban ezek a kontinuum limeszhezközeledve elt¶nnek. Ebben az esetben vagy két azonos tömeg¶ fermiont szoktakhasználni és ekkor (detM)2 jelenik meg, ami pozitív, vagy |detM |-t írhatunk adetermináns helyett egy kvark íz esetén. Mivel a kontinuum limeszben detM
sak pozitív értékeket vehet fel, az abszolút érték használata nem befolyásolja akontinuum limeszt.Már most érdemes megemlíteni, hogy nemnulla kémiai poten
iál esetén a γ5hermiti
itás nem teljesül, így semmi nem garantálja a determináns pozitív valóslétét. Az állapotösszeg mindig valós, ezért használhatjuk az integrálás során az



2.4. ALGORITMUSOK 23integrandus valós részét. A determináns valós részének el®jele azonban pozitív ésnegatív is lehet. Ez az el®jel probléma, mely rendkívüli mértékben megnehezítia nemnulla kémiai poten
iál melletti numerikus vizsgálatokat.A korábban említett Metropolis algoritmus, bár pontosan a kívánt eloszlássalgenerálja a kon�gurá
iókat, nagyon nem hatékony. Ennek két oka van. Egyrésztminden lépés megkívánja a determinánsok egzakt kiszámítását, mely a rá
spontok
N3
sNt számának köbével arányos számú m¶veletet igényel. A másik ok, hogy azegymást követ® kon�gurá
iók nem lesznek egymástól függetlenek (sok esetben,amikor nem fogadjuk el U ′-t, akkor identikusak): az autokorrelá
ió nagyon nagy.Több lényegesen hatékonyabb algoritmus is létezik, ezek közül most nagyonröviden a Hibrid Monte-Carlo (HMC) algoritmust ismertetjük [24�26℄. Tetsz®-leges pozitív de�nit, hermitikus H mátrix determinánsát felírhatjuk bozonikussegédterekkel az alábbi módon:

detH =

∫

DΦ†DΦe−Φ†H−1Φ

∫

DΦ†DΦe−Φ†Φ
. (2.21)Mivel az M fermion mátrix nem hermitikus, így általában a H = M †M mát-rixot szokás a fenti kifejezésben használni. Ez közvetlenül alkalmas két (staggeredfermionok esetében nyol
) fermion íz leírására. Nf íz leírására formálisan hasz-nálhatjuk a H = (M †M)Nf /2 (illetve H = (M †M)Nf /8) kifejezéseket. Ez azonbantovábbi problémákat vet fel, melyekre kés®bb visszatérünk.A két azonos tömeg¶ ízt leíró állapotösszeg ekkor:

Z = C

∫

DUDΦ†DΦe−Sg(U)−Φ†(M†M)
−1

Φ, (2.22)ahol a (2.21) kifejezés nevez®jét, mely 
sak egy irreleváns konstans szorzófaktortad Z-hez 1/C-vel jelöltük. Vezessünk be a rá
s minden éléhez egy Πxµ spurtalananti-hermitikus mátrixot és legyen Π2/2 =
∑

x;µ |Πxµ|2 /2. Szorozzuk meg Z-t az
1/C ′ =

∫

DΠ exp (−Π2/2) konstanssal:
Z = C ′C

∫

DΠDUDΦ†DΦe−Π2/2−Sg(U)−Φ†(M†M)
−1

Φ. (2.23)Tekintsük az alábbi függvényt, mint az U és Π terek függvényét rögzített Φ†,Φmellett:
H(U,Π) = Π2/2 + Sg(U) + Φ†

(

M(U)†M(U)
)−1

Φ. (2.24)E függvény változói minden (x;µ) linkre az Uxµ és Πxµ mátrixok. Tekinthetünkezekre úgy, mint egy klasszikus me
hanikai sokrésze
ske rendszer általános koor-dinátáira (Uxµ) és impulzusaira (Πxµ), miközben H a Hamilton-függvény. Ekkoregy �ktív t id® függvényében a kanonikus egyenleteket megoldva olyan U(t) és
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Π(t) trajektóriákat kapunk, melyek mentén H állandó. Így az U és Π terekremegvalósítható egy spe
iális Metropolis lépés (egy olyan U ′,Π′ választás), mely-nek során (2.23) integrandusa nem változik és ennek megfelel®en az elfogadásivalószín¶ség 1. A Φ†,Φ terek frissítése közvetlenül, úgynevezett globális h®für-d®vel lehetséges. A kanonikus egyenletek megoldása természetesen numerikusantörténik, ígyH megmaradása nem teljesül egzaktul. Megmutatható, hogy az álta-lánosan használt leapfrog integrálás esetén véges ε lépésközt használva ∆H ∝ ε2.Ezért minden U(t), Π(t) trajektória végén el kell végeznünk a Metropolis tesz-tet, mert az elfogadási valószín¶ség egynél kisebb lesz. A HMC algoritmus ezekalapján az alábbi lépésekb®l áll:1. Rögzített U mértéktér mellett generálunk Π, Φ† és Φ kon�gurá
iókat a (2.23)integrandusa szerinti eloszlással. Ez közvetlenül lehetséges.2. Rögzített Φ†,Φ mellett valamilyen véges ε lépésközzel numerikusan integ-ráljuk a kanonikus mozgásegyenleteket t = 0-tól T -ig. Tipikusan T = 1-etszokás használni.3. Az új U ′ kon�gurá
iót

P (U ′ ← U) = min
[

1, e−∆H
] (2.25)valószín¶séggel elfogadjuk, Π′-t pedig eldobjuk, hiszen a következ® frissítéssorán újra generáljuk.Belátható, hogy ezen lépések ismétlése a kívánt eloszlással generál mértékkon�gu-rá
iókat. A numerikusan legtöbb számítást igényl® feladat a 2. pontban számolttrajektória minden lépésében, valamint a 3. pontban az (M †M

)−1
Φ kifejezéskiszámítása, vagy az ezzel identikus

Φ =
(

M †M
)

χ (2.26)lineáris egyenletrendszer megoldása. Ez konjugált gradiens módszerrel a rá
s-pontok számával arányos id® alatt megoldható, mivel az M ritka mátrix. Amegoldáshoz szükséges iterá
iók száma (és így az id®) az M mátrix kondí
iósszámával arányos. M legkisebb abszolút érték¶ sajátértéke a kvarktömeg (Wil-son fermionoknál ennél valamivel kisebb sajátértékek is el®fordulhatnak), míg alegnagyobb sajátérték nagyjából konstans. Így a megoldáshoz szükséges iterá
i-ók száma fordítottan arányos a kvarktömeggel. Ez a másik oka annak, hogy kiskvarktömegek használata rá
s QCD-ben nagyon nehéz.Korábban említettük, hogy egy íz leírásához formálisan az (M †M
) kifejezéstört kitev®s hatványát kell használnunk. Ekkor a szokásos konjugált gradiens



2.4. ALGORITMUSOK 25eljárás nem m¶ködik (M †M
)−Nf/2 Φ (staggered esetben −Nf/8 a kitev®) kiszá-mítására. Megmutatható, hogy az algoritmus 2. lépésében megoldható, hogytovábbra is 
sak egész kitev®s inverziót kelljen végezni. A 3. Metropolis lépés-ben azonban a tört kitev® nem kerülhet® el. Sokáig nem ismertünk hatékonyeljárást a tört kitev® kezelésére, így a legelterjedtebb algoritmus az R algoritmusvolt [27℄, mely egyszer¶en elhagyta a 3. lépést. Ez természetesen nem egzakt, ámmivel láttuk, hogy ∆H ∝ ε2, így elegend®en kis lépésközt használva a 2. lépéssorán nem követünk el nagy hibát a 3. lépés mell®zésével. Természetesen minden

R algoritmust használó analízisnek tartalmaznia kellene egy ε → 0 limeszt, eztazonban tipikusan nem szokták elvégezni.A közelmúltban sikerült kifejleszteni a ra
ionális Hibrid Monte-Carlo (RHMC)módszert, melyben a tört kitev®j¶ hatványokat ra
ionális törtfüggvényekkel kö-zelítik [28℄. A ra
ionális törtfüggvények jó tulajdonságainak köszönhet®en 10-15rend használatával gépi pontosságig megközelíthet® a törtkitev®s inverzió egzakteredménye. Ezzel a módszerrel a HMC algoritmus mindhárom lépése végrehajt-ható tetsz®leges Nf esetén. Meglep® módon azt tapasztaljuk, hogy az egzaktRHMC algoritmus lényegesen gyorsabb a nem egzakt R algoritmusnál.
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3. fejezetNulla kémiai poten
iálAz eredmények ismertetését a µ = 0 esettel kezdjük. Numerikus rá
s számí-tások segítségével meghatározzuk a fázisátmenet rendjét, az átmenet abszolúth®mérsékletét és az állapotegyenletet az átmenet környékén és magasabb h®mér-sékleteken.A termodinamikai vizsgálatok mindig két f® lépésb®l állnak. Az átmenet vizs-gálata szempontjából fontos mennyiségeket természetesen magas h®mérsékleten,
Ns ≫ Nt rá
sokon határozzuk meg. Az egyik lépés tehát nyilvánvalóan a T > 0szimulá
iók.Ahhoz azonban, hogy tudjuk, hogy hogyan kell a hatás paramétereit megvá-lasztanunk, illetve �zikai értéket (MeV-ben) tudjunk adni a h®mérsékleteknek,néhány meghatározott (a paraméterekkel megegyez® számú) mennyiség értékétössze kell vetnünk a kísérletileg ismert értékkel. Úgy kell a paramétereket behan-golnunk, hogy ez az összevetés egyezést mutasson. Mivel jelenleg kizárólag nullah®mérséklet¶ kísérleti eredmények ismeretesek megfelel® pontossággal �ilyenekpéldául a hadronok tömegei� így ezt a lépést 
sak T = 0 szimulá
iókkal tudjukmegtenni. Mivel ezen lépés során határozzuk meg a hatás paramétereit, melyeketaztán a T > 0 futtatásoknál használunk, 
élszer¶ az analízist a T = 0 szimulá
i-ókkal kezdeni, majd ezután térni át a T > 0 lépésre.3.1. A hatás megválasztásaA 2. fejezetben láttuk, hogy a kontinuum extrapolá
ió szempontjából nagyonfontos a rá
s hatás helyes megválasztása. Javított hatást használva lehetséges,hogy elég nagyobb rá
sállandókat használnunk, mint javítatlan hatás esetében.Másrészt viszont a javított hatásoknak sokszor nagyon nagy a számításigényük.Célszer¶ olyan javított hatást választani, mely nem növeli lényegesen a szükségesgépid®t, de javítja a kontinuum extrapolá
ió viselkedését. A mértékhatások közül27



28 3. FEJEZET. NULLA KÉMIAI POTENCIÁLa (2.6) fagráf szint¶ Symanzik hatás megfelel ezen feltételeknek, ezért a µ = 0vizsgálatok során végig ezt használtuk.A fermion szektorban a staggered fermionok mellett döntöttünk. A döntéslegfontosabb okai a gyorsaság, illetve a királis szimmetria részleges megmaradá-sa. Említettük, hogy a staggered fermionok négy azonos tömeg¶ fermion ízt írnakle szabad esetben. Köl
sönható esetben a négy fermion tömege 
sak kontinuumlimeszben azonos, véges rá
sállandó mellett sérül az SU(4) íz szimmetria: a 15megfelel® pszeudoskalár mezon tömege különböz®. Ez az íz szimmetria sértésolyan nagyságrend¶, hogy a termodinamikában használatos rá
sállandók melletta második legkönnyebb pszeudoskalár is háromszor-négyszer nehezebb, mint alegkönnyebb. Ez a tulajdonság természetesen a 2+1 íz leírásához szükséges ne-gyedik gyök trükk alkalmazása után is megmarad. A bevezet®ben láttuk, hogya QCD átmenet rendje er®sen függ az ízek számától és a kvarkok tömegeit®l,így fontos lenne, hogy az elérhet® rá
sállandók mellett minél kisebb legyen az ízszimmetria sértése.Az irodalomban ismeretes leghatékonyabb megoldás a mértékterek simítása(smearing). Ennek során bevezetjük az alábbi simított linkeket:
Vx;µ = PSU(3)

[

Ux;µ + ρ
∑

ν 6=µ

Ux;νUx+aν̂;µU
†
x+aµ̂;ν

]

, (3.1)ahol PSU(3) valamilyen projek
iót jelöl az SU(3) 
soportra, ρ pedig konstans, asimítás paramétere. Általános esetben megengedhetjük, hogy ρ a µ és ν függvényelegyen, most azonban ezzel nem foglalkozunk. Az eljárás háromdimenziós rá
sonaz alábbi módon szemléltethet®:
. (3.2)Az eredeti linkhez hozzáadjuk az úgynevezett kap
sokat (a t¶z®gép kap
sáhozvaló hasonlatosság miatt nevezzük így ®ket).Amennyiben a fermion hatásban (és 
sak ott!) az eredeti linkek helyett az ígyde�niált V linkeket használjuk, bizonyíthatóan 
sökken az íz szimmetria sértés.Komoly probléma azonban, hogy a P projek
ió nem analitikus és ezt a szimulá
iósorán használt algoritmusok nem tudják kezelni1. Az eljárás kis módosításávalanalitikussá tehet® a simítás [29℄. Ezt a módszert nevezzük stout simításnak. Arészleteket itt nem ismertetjük, azok a referen
iában megtalálhatók. A simítás1Léteznek olyan algoritmusok, melyek tudják kezelni a nem analitikus projek
iót, ezek azon-ban sokkal kevésbé hatékonyak, mint az RHMC algoritmus.
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3.1. ábra. Az íz szimmetria sértése a piontömeg négyzetének függvényében az alábbirá
s hatások esetén: MILC kollaborá
ió javítatlan hatás [30, 31℄, MILC kollaborá
ióASQTAD javított hatás [32℄, Bielefeld 
soport p4 javított hatás [33℄ és az általunkhasznált stout javított hatás. A szimmetriasértés mértékét a két legkönnyebb piontömegnégyzetének különbségeként de�niáltuk. Minden mennyiséget Tc = 173 MeVnégyzetével normáltunk [34℄. A függ®leges kék vonal a �zikai piontömegnek felel meg.hatékonysága tovább növelhet®, ha azt egymás után többször alkalmazzuk, vagyisa már simított V tereket helyettesítjük újra és újra a (3.1) képlet jobb oldalába.Az általunk választott fermion hatás a (2.9) staggered hatás kétszer simítottstout linkekkel és ρ = 0.15 választással. Valamennyi µ = 0 vizsgálatunkhozezt használtuk. A 3.1 ábra mutatja az íz szimmetria sértését a fenti választás,valamint néhány más, az irodalomban használt hatás esetén. Látható, hogy astout hatás lényegesen kevésbé sérti az íz szimmetriát, mint más hatások.3.2. T=0 szimulá
iók3.2.1. Az LCP meghatározásaA termodinamikai vizsgálatok során általában több különböz® h®mérséklet mel-lett számoljuk ki a mérhet® mennyiségek várható értékét. A h®mérséklet, mintláttuk, a rá
s id®irányú kiterjedésével fordítottan arányos: T = 1/(Nta). Ah®mérséklet változtatására így két lehet®ség adódik, vagy a rá
spontok számát,vagy a rá
sállandót kell változtatni. Az el®bbi megoldás ritkán alkalmazható, mi-
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sak diszkrét lépésekben tudjuk Nt-t változtatni, így általában a rá
sállandóváltoztatásával szabályozzuk a h®mérsékletet. Ez azt is jelenti, hogy a 2. fejezet-ben leírtak szerint a rá
sállandó változtatásakor a hatás paramétereit megfelel®enhangolnunk kell, hogy az állandó �zika vonalán (LCP) maradjunk.Az LCP meghatározását két lépésben végeztük. Az els® lépésben egy közelít®LCP-t határoztunk meg, melynek mentén a kiválasztott �zikai mennyiségek 5-10% pontossággal megfelelnek a �zikai értékeknek [35℄. Ezután ezt az LCP-t�nomítottuk [36℄.Mivel a hatásban három paraméter van (a β 
satolás és a két kvarktömeg),három mennyiséget kell választanunk. Ezek dimenziós mennyiségek, míg minden,amit a rá
son számolunk, dimenziótlan. Ezért az általánosság megszorítása nél-kül feltehetjük, hogy a három mennyiségb®l egy a rá
sállandó meghatározásáraszolgál, míg két független dimenziótlan hányados az LCP-t de�niálja. Természe-tesen olyan mennyiségeket érdemes választani, melyeknek pontosan ismerjük akísérleti értékét és melyeket a rá
son is egyszer¶ meghatározni. Mivel a királisperturbá
iószámítás szerint a pszeudoskalár mezonok tömegei (mPS) egyértelm¶kap
solatban állnak az ®ket felépít® kvarkok tömegeivel (m2
PS ∝ mq), a kvark-tömegek hangolására érdemes e mezontömegeket használni. 2+1 íz esetében eza pionok mπ és a kaonok mK tömegét jelenti. Harmadik mennyiségnek, a skálabeállításához pedig érdemes olyat választani, melynek ki
si a tömegfüggése.Korábbi munkákban a skála beállításához a statikus kvark-antikvark poten
i-ált használták. Ennek egyik oka, hogy tiszta mértékelméletben is alkalmazható.A statikus kvark poten
iál a rá
son az úgynevezett Wilson-hurkok segítségévelhatározható meg. Egy R × T méret¶ Wx;µ(R, T ) Wilson-hurok a plaketthez ha-sonló mennyiség, 
sak egy µ = 1 . . . 3 térbeli iránnyal megadott R × T méret¶téglalap mentén szorozzuk össze a linkeket (a második irány mindig az id® irány).Ezekb®l de�niálhatjuk a Wilson-hurkok átlagát:

W (R, T ) = ReTr
∑

x;µ=1...3

Wx;µ(R, T ) (3.3)Megmutatható, hogy két végtelen tömeg¶, egymástól R távolságra lev® kvarkbólálló rendszer szabadenergiája (nulla h®mérsékleten ez egyszer¶en egy V (R) po-ten
iál):
V (R) = − lim

T→∞

1

T
lnW (R, T ). (3.4)A poten
iálnak általában két karakterisztikus mennyiségét szokás használni. Azegyik a σ húrfeszültség, melynek de�ní
iója σ = limR→∞ dV (R)/dR. Míg σ atiszta mértékelméletben, �ahol a poten
iál lineáris nagy R-re� jól használhatómennyiség, addig QCD-ben a párkeltés lehet®sége miatt a poten
iál nem lesz



3.2. T=0 SZIMULÁCIÓK 31lineáris nagy távolságokra: a húr elszakad. Ennek ellenére nem egy esetben hasz-nálják még ma is σ-t a skála beállítására.A másik származtatott mennyiség az úgynevezett Sommer paraméter, r0,melynek impli
it de�ní
iója [37℄:
R2dV (R)

dR

∣

∣

∣

∣

R=r0

= 1.65. (3.5)Mindkét mennyiségnek nagy hátránya, hogy közvetlenül nem mérhet®ek, ér-tékük 
sak be
sülhet®, például nehéz kvarkokat tartalmazó mezonok spektrosz-kópiájából. A húrfeszültség értéke √σ ≈440 MeV, míg r0 legpontosabb értékeparadox módon rá
stérelméleti számolásokból ismeretes (ahol természetesen másmódon volt a skála beállítva) [38, 39℄: r0 =0.469(7) fm.Természetesen érdemesebb olyan mennyiséget választani, melynek kísérletiértékét pontosan ismerjük. Nyilvánvaló választásnak t¶nhet a nukleontömeg,ennek értékét azonban a rá
son nehéz pontosan meghatározni a nagy érték, illetvevéges méret e�ektusok miatt. Gyakran használt mennyiség még a ρ vektormezontömege. A �zikai kvarktömegeknél azonban a nagy szélessége miatt kevésbé jólhasználható, mivel már nem a kötött állapot a legalsó az adott kvantumszám
satornában.Az általunk választott harmadik mennyiség a kaon leptonikus bomlási ál-landója fK = 159.8 MeV, melynek ez a kísérleti értéke 1% hibával ismert ésa rá
son is nagy pontossággal meghatározható. Az mπ, mK , fK választással rö-viden illusztráljuk a korábban leírtakat. A rá
son tetsz®leges β, amud és amsdimenziótlan paraméter értékek mellett meghatározhatjuk az amπ, amK és afKdimenziótlan mennyiségeket. Rögzített β mellett állítsuk be amud és ams érté-két úgy, hogy az (amπ)/(afK) és (amK)/(afK) arányok megegyezzenek a �zi-kai mπ/fK és mK/fK értékekkel. Így kapunk egy amud(β) és egy ams(β) függ-vényt. Ezeket hívjuk LCP-nek. A rá
sállandót a harmadik mennyiség de�niálja:
a = (afK)/(159.8MeV).Korábban már említettük, hogy az LCP függ a de�ní
iójához használt mennyi-ségekt®l, s 
supán a kontinuum limeszhez közel (mely β → ∞-nek felel meg)válnak eggyé a különböz® LCP-k. Ennek ellenére az LCP meghatározás els®lépésében más mennyiségeket használtunk, fK helyett a vektormezon tömegétválasztottuk. Ezzel ugyanis lehet®ség nyílt arra, hogy nagy kvarktömegek mel-lett határozzunk meg egy közelít® LCP-t. Mint láttuk, a szimulá
iók nagyonérzékenyek a kvarktömegekre, ezért ez a módszer lényegesen gyorsabb, mint aki
si, �zikai tömegek használata. A királis perturbá
iószámítás szerint háromazonos, a ritka kvarkkal megegyez® tömeg¶ kvark íz esetén a pszeudoskalár me-zon tömege (mPS) és a vektormezon tömege (mV ) az alábbi kap
solatban áll a
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3.2. ábra. Az állandó �zika vonalának els® közelítése Nf = 3 íz szimulá
iók segítségé-vel. A könny¶ kvarkok tömege mud = ms/25.�zikai tömegeknél de�niált pion, kaon és Φ mezon tömegekkel:
m2
PS/m

2
V

∣

∣

mud=ms
= (2m2

K −m2
π)/m

2
φ. (3.6)Ezen képlet alapján Nf = 3 íz szimulá
iók alapján be tudjuk állítani a ritkakvark tömegét. Egyszer¶en meg kell keresnünk minden β-nál azt a pontot, aholez az egyenl®ség a meghatározott mPS, mV értékekre teljesül. Ezzel megadtuk az

ams(β) függvényt. A pszeudoskalár mezon tömegek és a kvarktömegek korábbanemlített összefüggéséb®l a �zikai mezontömegek beírásával könnyen megkaphat-juk az ms és mud kvarktömegek arányát [40℄: ms/mud =25. Így tetsz®leges β-rameghatározhatunk egy közelít® LCP-t úgy, hogy 
sak a ritka kvark tömegénélkell 3 íz szimulá
iókat végeznünk. A futtatásokhoz végig 163 · 32 méret¶ rá
so-kat használtunk, a β-t 3.1 és 4.0 között változtattuk. Az eredményt a 3.2 ábránláthatjuk.Az LCP meghatározásának második lépésében ezen LCP mentén öt pontbanmeghatároztuk amπ, amK és afK értékét. Mivel az LCP-nek megfelel® u, d töme-gek használata T = 0 rá
sokon túl sok számítógépid®t igényel, ehelyett ezeknek3, 5, 7 és 9-szeresét használtuk, majd királis perturbá
iószámítás segítségévelextrapoláltunk a �zikai pontba. Mivel nulla h®mérsékleten ismertek az extrapo-lá
ióhoz szükséges függvényalakok, megbízható eredményt kaphatunk. Az adatokazt mutatták, hogy a komplikált királis perturbá
iószámításból jöv® formulák he-lyett azokkal konzisztens értékeket kapunk, ha m2
π, m2

K és fK értékét a megfelel®
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3.3. ábra. Az állandó �zika vonala mπ, mK és fK használata esetén.mezont alkotó kvarktömegek összegének másodfokú polinomjával illesztjük. Mi-vel a használt LCP 
sak közelít®en helyes és nem fK felhasználásával készült,így a kapott tömegarányok eltérnek a �zikai értékekt®l. Következ® lépésben apartial quen
hing módszert alkalmaztuk több különböz® tömegre. Ennek lénye-ge, hogy a kvarktömegek kis változtatásához nem generálunk új kon�gurá
iókat(mely a számítógépid® nagy részéért felel®s), hanem 
sak a korrelá
iós függvé-nyekhez használt operátorokba írjuk be a módosított tömeget. A tapasztalatokazt mutatják, hogy ezzel a módszerrel nagyon pontosan megkaphatjuk a hadronspektrumot, ha a kvarktömegek 
sak 10-20%-ot változnak. Mivel az mud tömegértékét királis extrapolá
ióval értük el, itt nem jelent problémát más tömeghezextrapolálni. Az ms értékét a közelít® LCP által adott pontokhoz képest ±20%-kal változtattuk. Az így kapott pontokból interpolá
ióval már nagy pontossággalmeg lehetett határozni az mπ, mK , fK által de�niált LCP-t. Ezt a �nomító ana-lízist 5 pontban, β =3.3, 3.45, 3.55, 3.67 és 3.75-nél végeztük el. Az így kapottLCP látható a 3.3 ábrán. Láthatjuk, hogy f®leg durva rá
sokon, azaz kis β-náljelent®s eltérés van a két LCP között. Ez els®sorban abból adódik, hogy másmennyiséget használtunk a rá
sállandó beállítására a két esetben.3.2.2. A skála meghatározásaA rá
sállandó még pontosabb meghatározásához a második LCP mentén végez-tünk új szimulá
iókat. A könny¶ kvarkokra ismét a �zikainál nagyobb tömegekethasználtunk és innen extrapoláltunk. A futtatási pontok a 3.1 táblázatban talál-
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β ams amud rá
sméret
3.33 0.23847 0.02621 123 · 240.04368 123 · 240.06115 123 · 240.07862 123 · 24

3.45 0.15730 0.01729 163 · 320.02881 123 · 280.04033 123 · 280.05186 123 · 28

3.55 0.10234 0.01312 163 · 320.01874 163 · 320.02624 123 · 280.03374 123 · 28

3.67 0.06331 0.00928 243 · 320.01391 163 · 320.01739 163 · 320.02203 143 · 32

3.75 0.05025 0.00736 243 · 320.01104 243 · 320.01473 163 · 320.01841 163 · 323.1. táblázat. A T = 0 szimulá
iókhoz használt rá
s paraméterek és rá
sméretek.
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β rá
sállandó [fm℄

3.33 0.347(6)

3.45 0.276(5)

3.55 0.213(4)

3.67 0.150(3)

3.75 0.122(2)3.2. táblázat. A rá
sállandó fK segítségével meghatározott értéke az LCP mentén.hatók. A generált kon�gurá
iók száma 700 és 3000 között volt minden pontban.A véges méret e�ektusok minimalizálásának 
éljából a rá
sok méretét mindigúgy választottuk meg, hogy Nsamπ ≥ 4 teljesüljön. A királis extrapolá
iót akorábban említett módon, a kvarktömeg másodfokú polinomjával végeztük. Az
mπ/fK és mK/fK arányok hibán belül megegyeznek a kísérleti értékekkel. Az fKsegítségével meghatározott rá
sállandók a 3.2 táblázatban láthatók. Ezek utánközbüls® β értékekre mind az LCP-t mind a skálát interpolá
ióval határozhatjukmeg. F®leg a skála esetén fontos a pontos interpolá
ió (a 
supasz kvarktömegekbeállításánál százaléknyi eltérés nem okoz meg�gyelhet® különbséget a termodi-namikai mennyiségekben), itt az ln a(β) függvényt kvadratikusan interpoláltuk.Összességében megállapíthatjuk, hogy mind az LCP-t, mind a skálát sikerültkörülbelül 2% pontossággal meghatározni. Ennél nagyobb pontosságra nem isérdemes törekednünk, ugyanis a már korábban említett izospin szimmetria sértésés az elektromágneses e�ektusok ebbe a nagyságrendbe esnek.Az LCP és a skála meghatározásához három mennyiséget használtunk. E lé-pések után már valamennyi további meg�gyelhet® mennyiség a rá
s QCD jóslata.Érdekes megvizsgálni, hogy néhány további könnyen meghatározható mennyiségmennyire mutat jó egyezést a kísérleti értékkel a kontinuum limeszben. Amennyi-ben már elegend®en ki
sik a rá
sállandók és a QCD valóban az er®s köl
sönhatáshelyes elmélete, tökéletes egyezést kell látnunk. A 3.4 ábra mutatja a K∗ mezon
mK∗tömegét, a pion fπ bomlási állandóját, és az r0 Sommer paraméter értékét(valamennyit fK-val dimenziótlanítva) az öt különböz® rá
sállandó mellett. Akontinuum extrapolá
iót elvégeztük a két- illetve három leg�nomabb rá
son mértértékekb®l is. Ezek különbsége megadja a kontinuum extrapolá
ió szisztematikushibáját. Az ábrán láthatjuk a kontinuum extrapolált értékeket is. Az mK∗ és
fπ esetében a kísérleti, míg az r0 esetében a MILC kollaborá
ió által mért ér-tékkel [38℄ tudjuk összehasonlítani az eredményt. Mindhárom esetben tökéletesegyezést látunk. Ez egyben azt is mutatja, hogy a legkisebb rá
sállandóink mára skálázó tartományban vannak. Ha más mennyiségekb®l határoztuk volna meg
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3.4. ábra. a K∗ mezon tömege, a pion bomlási állandója és az r0 Sommer paraméter(fentr®l lefelé). Mindhárom mennyiséget fK értékével dimenziótlanítottuk. Az öt rá
s-állandó mellett meghatározott értékeken kívül láthatjuk még a kontinuum extrapoláltértékeket is. A kontinuum extrapolá
iót két- illetve három rá
sállandó használatávalis elvégeztük (szaggatott vonalak). A piros sávok a fels® két esetben a kísérleti, r0fKesetében rá
s eredményt mutatnak.az LCP-t, ugyanazt a kontinuum limeszt kapnánk.3.3. A QCD átmenet rendjeAz LCP és a skála meghatározása után áttérünk a T > 0 szimulá
iókra. Els®feladatunk az átmenet megkeresése és rendjének (els®rend¶, másodrend¶, vagyanalitikus 
rossover) meghatározása [41℄.Mivel a korai világegyetem tágulása során lezajlott ez az átmenet, így rend-jének meghatározása nem 
sak elvi szempontból fontos, hanem kozmológiai kö-vetkezményekkel is járhat [42℄. Er®s, els®rend¶ fázisátmenet esetén a gyors h¶léssorán a kvark-gluon plazma túlh¶lhet, még miel®tt hadronanyagból álló buboré-kok jelennek meg benne. Ezek a buborékok aztán gyorsan növekszenek, egymássalütköznek. Az ütközések során gravitá
iós hullámok keletkezhetnek [43℄. A bubo-



3.3. A QCD ÁTMENET RENDJE 37rékok határa mentén nagy barions¶r¶ség¶ anyagrészek maradhatnak, melyek asötét anyaghoz adhatnak járulékot. A nukleoszintézis menetét is befolyásolhatjaegy er®s els®rend¶ fázisátmenet [44℄. Amennyiben a fázisátmenet gyenge, vagyakár analitikus, ezek a jelenségek kizárhatók.Az átmenet rendjének meghatározására korábban modell számolásokat végez-tek, valamint rá
s QCD segítségével is történtek próbálkozások tiszta mértékel-méletben, illetve fermionok �gyelembevételével [3�8, 45�50℄. E munkák egyikesem tudott végleges választ adni a QCD átmenet rendjére. Modell számolásokáltalában 
sak nulla, vagy végtelen kvarktömegek esetén használhatók. Korábbirá
s analízisek a �zikainál nagyobb kvarktömegeket használtak, és nem végez-tek kontinuum extrapolá
iót. Ezen eredmények egyik fontos tapasztalata, hogyamennyiben megbízható választ akarunk adni a fázisátmenet rendjére, két fontosdologra kell ügyelnünk.(1) Fizikai kvarktömegek használata. A fázisátmenet rendjére vonatkozóvárakozások ismertetésekor láttuk, hogy a kvarktömegekt®l jelent®sen függ az át-menet rendje. Három azonos tömeg¶ kvark íz esetében nulla és végtelen kvarktö-megeknél is els®rend¶ az átmenet, míg közbüls® értékekre valószín¶leg 
rossover.Mivel az átmenethez közeli h®mérsékleteken a királis perturbá
iószámítás nemalkalmazható, így nem tudunk magasabb tömeg¶ eredményekb®l megbízhatóanextrapolálni a �zikai kvarktömegekre. Különösen igaz ez akkor, ha az extrapolá-
ió során átlépjük a 
rossover és els®rend¶ tartományok határát. Közvetlenül a�zikai kvarktömegeknél (az LCP mentén) kell a T > 0 szimulá
iókat végeznünk.Szeren
sére a mai számítógépes er®források és algoritmusok ezt lehet®vé teszik.(2) A kontinuum limesz elvégzése. Véges rá
sállandó esetén a diszkreti-zá
iós hibák jelent®sen befolyásolhatják az eredményt. Ezek a hibák a kontinuumlimeszben elt¶nnek. A következ® példa azt szemlélteti, hogy az átmenet rendjétillet®en mennyire fontos a diszkretizá
iós hibák eltüntetése. Három azonos töme-g¶ kvark íz esetén nulla kvarktömegnél els®rend¶ az átmenet. A kvarktömegeket(és ezáltal a pszeudoskalár mezonok tömegét) növelve az átmenet gyengül, majdegy mPS;c kritikus pszeudoskalár tömeghez tartozó értéknél másodrend¶vé válik.Magasabb kvarktömegekre nin
s fázisátmenet. Az mPS;c értékét meghatározták
Nt = 4 rá
sokon két, különböz® diszkretizá
iós hibákkal rendelkez® rá
s hatásesetén. Javítatlan staggered hatást használva mPS;c ≈ 300 MeV [51℄, míg p4javított hatást használva mPS;c ≈ 70 MeV [52℄. A két érték azért is különösenérdekes, mivel a �zikai piontömeg értéke a kett® közé esik. Tehát 140 MeV psze-udoskalár tömegnél javítatlan hatást használva Nt = 4 rá
sokon els®rend¶, mígp4 hatással ugyanezen rá
sokon 
rossover viselkedést tapasztalunk. Az átmenettényleges rendjét ebben a három íz QCD esetben 
sak a diszkretizá
iós hibákeltüntetésével, vagyis a kontinuum limesszel lehet megmondani.
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iál els® deriváltja nemfolytonos. Másodrend¶ átmenetr®l beszélünk, ha az els® derivált folytonos, és
sak a második derivált szinguláris. Analitikus 
rossover során a termodinami-kai poten
iál analitikus függvénye az állapotjelz®knek, így nin
s a deriváltakbanszingularitás.Véges rá
son a Z állapotösszeg egy pozitív integrandus véges dimenziós in-tegrálja. Így lnZ deriváltjai folytonosak, nin
s szingularitás. Valódi fázisátmenet
sak végtelen térfogaton lehetséges. Mivel végtelen térfogatot nem tudunk rá
sonnumerikusan vizsgálni, az átmenet rendjére véges méret skálázás segítségével kö-vetkeztethetünk. Els®- és másodrend¶ fázisátalakulások során a termodinamikaimennyiségek jellegzetes térfogatfüggéssel rendelkeznek. Crossover esetén elegen-d®en nagy térfogatokat használva nin
s térfogatfüggés.A következ®kben a királis szusz
eptibilitást vizsgáljuk, melynek de�ní
iója:
χψ̄ψ =

T

V

∂2 lnZ

∂m2
ud

. (3.7)Rögzített Nt mellett a β 
satolást változtatjuk úgy, hogy közben végig az LCP-n maradunk. A 3.2 táblázat szerint β növelése 
sökkenti a rá
sállandót, így a�x Nt miatt n® a h®mérséklet. Tehát β változtatásával tudjuk a h®mérsékletethangolni, és megkeresni az átmeneti pontot: a χψ̄ψ(β) függvényben egy 
sú
sotvárunk.Els®rend¶ fázisátmenet esetén a véges méret skálázás a geometriai dimenzióvalkap
solatos, a szusz
eptibilitási 
sú
s magassága V -vel arányos, szélessége pedig
1/V -vel. Másodrend¶ átmenetnél a 
sú
s magassága végtelenhez tart, szélességepedig nullához a térfogat növelésével. Mindkett® a térfogat meghatározott hat-ványával arányos, melyet a kritikus exponensek határoznak meg. Amennyiben azátmenet analitikus 
rossover, a szusz
eptibilitás elég nagy V esetén már függetlena térfogattól.A 3.5 ábrán láthatjuk a szusz
eptibilitási 
sú
sokat Nt = 4 és Nt = 6-os rá-
sokon több térfogatra. Egy adott h®mérséklet tartományban a �zikai térfogataz Ns/Nt = TV 1/3 dimenziótlan hányadossal jellemezhet®. Az ábrán látható kétesetben Ns/Nt értéke 3-tól 6-ig, illetve 3-tól 5.3-ig változik. Ez az el®bbi esetbennyol
szoros, utóbbiban több, mint ötszörös változást jelent a térfogatban. Jóllátható, hogy a 
sú
sok semmilyen térfogatfüggést nem mutatnak; ez a 
rossoveregyértelm¶ jele. Megállapíthatjuk tehát, hogy Nt = 4 és 6 esetén nin
s fázisátme-net. Ett®l azonban még el®fordulhat az a szeren
sétlen eset, ami három azonoskvark íz esetén el®fordult, hogy a diszkretizá
iós hibák 
sökkenésével megváltozikaz átmenet rendje. Ahhoz, hogy ezt kizárhassuk, meg kell vizsgálnunk a szusz-
eptibilitás térfogatfüggését a kontinuum limeszben. Ehhez azonban el®bb χψ̄ψrenormálására lesz szükség.
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3.5. ábra. A királis szusz
eptibilitás a β 
satolás függvényében Nt = 4 és 6 rá
sokon.A nagy térfogatkülönbségek ellenére a görbék nem mutatnak térfogatfüggést.Csak olyan mennyiségeknek létezik kontinuum limesze, amelyek nem tartal-maznak rá
sállandótól függ® divergen
iákat. Megmutatható, hogy a −T/V lnZszabadenergias¶r¶ség a−4, m2a−2 és m4 ln a típusú divergen
iákat tartalmaz, ahol
m bármely kvarktömeg lehet [53℄. Így a királis szusz
eptibilitás is tartalmaz kvad-ratikus és logaritmikus divergen
iákat, vagyis egy naiv a→ 0 limesz 
supán ezek-re a divergen
iákra lenne érzékeny. További nehézség, hogy a szusz
eptibilitásta 
supasz kvarktömeg szerinti deriváltként értelmeztük, mely szintén tartalmaz-hat logaritmikus divergen
iát. Szeren
sére ezek a divergen
iák a m2

ud∂
2/∂m2

udoperátorból kiesnek. A szabadenergias¶r¶ségb®l származó divergen
iáktól leg-egyszer¶bben úgy szabadulhatunk meg, ha T = 0-n is meghatározzuk χψ̄ψ ér-tékét ugyanazon rá
sállandónál, és ezt levonjuk a T > 0-n kapott értékb®l. Akövetkez®képpen de�niálhatjuk tehát a renormált szusz
eptibilitást:
m2∆χ(T ) = m2

ud

(

χψ̄ψ(T )− χψ̄ψ(T = 0)
)

. (3.8)Az így de�niált mennyiség divergen
iamentes, így létezik kontinuum limesze. Ter-mészetesen ehhez el®ször meg kell határoznunk a szusz
eptibilitás értékét nullah®mérsékleten is. Ez azonban megtehet® a skála beállításához használt rá
so-kon. A négy kvarktömeg mellett megmért χψ̄ψ értékeket vezet® rend¶ királisperturbá
iószámítás segítségével extrapolálhatjuk a �zikai kvarktömeghez. Az öt
β értéknél megmért szusz
eptibilitást ezután interpolá
ióval terjeszthetjük ki azáltalunk vizsgált tartományon belül tetsz®leges β értékre.Stratégiánk ezek után a következ®: három különböz® Ns/Nt érték mellettmeghatározzuk az m2∆χ renormált szusz
eptibilitás maximumának kontinuum
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3.6. ábra. A renormált szusz
eptibilitás kontinuum extrapolá
iója három térfogatesetén, melyek Ns/Nt =3,4,5-nek felelnek meg. A szusz
eptibilitást T 4-nel dimenziót-lanítottuk.limeszét, majd a kontinuum értékek térfogatfüggését vizsgáljuk. E térfogatfüggésalapján aztán meg tudjuk határozni az átmenet rendjét. Négy különböz® rá
sfel-bontást használunk, melyek Nt = 4, 6, 8, 10-nek felelnek meg. A 
sú
sokban χψ̄ψértékét így összesen 12 pontban határoztuk meg, a használt T > 0 rá
sok mérete
123 · 4-t®l 483 · 10-ig terjedt. A generált kon�gurá
iók száma 1500 és 8000 közöttvolt minden pontban. Néhány esetben a számítógépes ar
hitektúra nem tettelehet®vé bizonyos rá
sméretek használatát. Ezekben az esetekben a legközelebbitérfogatoktól interpoláltunk/extrapoláltunk. Mivel a térfogatfüggés mindenholminimális volt, ezért ez az eljárás megbízhatónak bizonyult.A 3.6 ábra mutatja a kontinuum extrapolá
iókat az Ns/Nt=3, 4, 5-nek megfe-lel® térfogatok esetén. Mivel a staggered regularizá
ióban a vezet® rend¶ diszkre-tizá
iós e�ektusok a2-tel arányosak, így a szusz
eptibilitások értékét 1/N2

t függ-vényében ábrázoltuk, mely konstans h®mérsékletet feltételezve a2-tel arányos.Mindhárom esetben láthatjuk, hogy az Nt = 4 rá
sok még nin
senek a skálázótartományban, azonban az Nt = 6, 8, 10 rá
sokon mért eredmények már lineári-san függenek a2-t®l. Így ezeket a pontokat használva a kontinuum extrapolá
ióbiztonságosan elvégezhet®.Analízisünk utolsó lépése m2∆χ kontinuum értékének vizsgálata a térfogatfüggvényében. Mivel fázisátmenetek esetén szingularitást várnánk végtelen tér-fogaton, így m2∆χ helyett annak inverzét vizsgáljuk T 4-nel dimenziótlanítva azinverz térfogat függvényében. A 3.7 ábrán láthatjuk az eredményt. Az 1/V = 0végtelen térfogati limeszben az inverz szusz
eptibilitás értéke pozitív:
T 4/(m2∆χ)

∣

∣

V→∞
= 22(2), (3.9)mely 11σ-ra van a nullától. Nagy biztonsággal kizárható tehát, hogy valódi fá-zisátmenet történik a QCD-ben a hadronikus és kvark-gluon fázisok között. Ér-
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3.7. ábra. Az inverz renormált szusz
eptibilitás kontinuum limeszének térfogatfüggése.A folytonos vonal az 1/V -ben lineáris végtelen térfogati extrapolá
iót mutatja. A ponto-zott és szaggatott vonalak feltételezett els®rend¶, illetve O(4) másodrend¶ fázisátmenetesetén a legjobb illesztett görbék.dekességként felrajzoltuk az adatokra legjobban illeszked® vezet® rend¶ görbéketels®rend¶ és O(4) univerzalitási osztályba tartozó másodrend¶ fázisátmenetekesetére. E lehet®ségek megvalósulásának a valószín¶sége 10−19 illetve 7 · 10−13.3.4. Az átmeneti h®mérsékletMiután megállapítottuk, hogy nin
s fázisátmenet a QCD-ben, áttérünk a 
ross-over Tc h®mérsékletének meghatározására [36℄. Az irodalomban több olyan mun-kát is találunk, mely Tc meghatározását t¶zi ki 
élul akár staggered, akár Wilsonfermionokkal [34, 50, 54�59℄. Ezen analízisek mindegyikének vannak azonban hi-ányosságai. Általában nem �zikai kvarktömegeket használnak, nin
s megbízhatókontinuum extrapolá
ió, pontatlan a skála beállítása és �gyelmen kívül hagyjákaz átmenet 
rossover jellegét. Célunk az, hogy ezeket a hiányosságokat kiküszö-böljük és ezáltal megbízható, néhány százalék pontosságú értéket adjunk Tc-re.Ehhez az alábbi négy problémára kell nagyobb hangsúlyt fektetnünk.(1) Már a fázisátmenet rendjének meghatározásakor láttuk, hogy nagyon fon-tos a �zikai kvarktömegek használata a T > 0 szimulá
iókban. Ez a Tc megha-tározása során is igaz, ugyanis nem ismerjük Tc pontos kvarktömeg függését, ígynagyobb kvarktömegekt®l nem tudunk megfelel® pontossággal extrapolálni.
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s analízis esetén alapvet® fon-tosságú. Láttuk az átmenet rendjének meghatározásánál, hogy az Nt = 4 rá
sokmég nem megbízhatóak, nin
senek a skálázó tartományban. Ahhoz, hogy egyál-talán el tudjuk dönteni, fennáll-e már az a2-ben lineáris skálázás, legalább háromolyan rá
sállandóra van szükségünk, melyek már ebben a tartományban vannak.Mivel Nt = 4 még nem ilyen, ezért minimálisan további három rá
sállandóra vanszükségünk.(3) Mint kés®bb látni fogjuk, Tc meghatározásában alapvet® szerepet játszika skála pontos meghatározása. Bár még ma is viszonylag elterjedt az r0 vagy σhasználata, mi a 3.2 szakaszban leírt �kísérletileg közvetlenül mérhet® mennyi-ségeken alapuló� LCP-t használjuk. A rá
sállandót ebben az esetben fK értékehatározza meg.(4) Mivel az átmenet 
rossover, ezért Tc 
sak pontos de�ní
ió mellett értel-mezhet®. Különböz® de�ní
iók különböz® értéket adhatnak. Jól illusztrálja ahelyzetet a víz példája. A 3.8 ábra mutatja a víz fázisdiagramját a nyomás h®-mérséklet síkon. A víz-g®z átmenet h®mérsékletét többféleképpen de�niálhatjuk.Két példa az állandó nyomású fajh®nek (cp) vagy a s¶r¶ség h®mérséklet szerintideriváltjának (dρ/dT ) a maximuma. A kritikus ponthoz tartozó pc = 22.064 MPanyomás alatt a fázisátmenet els®rend¶, a különböz® de�ní
iók azonos Tc-t adnak:a szingularitás helyét. Ha p > pc, akkor nin
s fázisátmenet, 
sak 
rossover. Mivelnin
s szingularitás, cp és dρ/dT különböz® helyeken veszi fel maximumát, más
Tc-t de�niálnak.Hasonló a helyzet a QCD-ben is: nin
s univerzális Tc, a különböz® de�ní-
iók eltér® eredményekre vezethetnek. Ezért fontos, hogy Tc-t mindig a pontosde�ní
ióval együtt adjuk meg.A következ®kben három különböz® de�ní
iót használunk, és mindháromhozmegadjuk Tc értékét, melyek több mint 10%-kal különbözhetnek egymástól. Azanalízis mindhárom esetben hasonlóan megy. Ugyanazokat a T > 0 kon�gu-rá
iókat használhatjuk, melyeket az átmenet rendjének meghatározásához gene-ráltunk. E kon�gurá
iók lefedik az átmeneti pont környékét az LCP mentén.
Tc meghatározásához meg kell határoznunk ezeken a kon�gurá
iókon a de�ní
i-ónak megfelel® mennyiséget, valamint a β 
satolásnak megfelel® rá
sállandókbóla T = 1/Nta összefüggés szerint a h®mérsékleteket. Mivel az átmenet rendjérevonatkozó analízis azt mutatta, hogy Ns ≥ 4Nt esetén már nin
s észrevehet®térfogatfüggés, így az Ns = 4Nt rá
sokat használtuk Nt = 4, 6, 8, 10 esetén.
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3.8. ábra. A víz fázisdiagramja a kritikus pont (CP) környékén. pc-nél kisebb nyomásesetén az átmenet els®rend¶ (fekete vonal), míg p > pc esetén 
rossover. A 
rossovertartományban a fajh® cp és a s¶r¶ség h®mérséklet szerinti deriváltja (dρ/dT ) különböz®
Tc-t de�niál (kék illetve piros vonalak). A színes sávok a kísérleti hibákat jelzik [60℄.3.4.1. Királis szusz
eptibilitásEls® de�ní
iónk a már korábban de�niált χψ̄ψ királis szusz
eptibilitáson alapul. A
élunk Tc kontinuum limeszének meghatározása, ezért fontos renormált mennyi-ségeket használnunk a de�ní
iók során. Láttuk, hogy χψ̄ψ renormálása m2∆χ-revezet, melyet T 4-nel dimenziótlaníthatunk. Tc(χψ̄ψ) értékét ezek után az m2∆χ

T 4 (T )függvény maximum helyeként de�niáljuk.A 3.9 ábra fels® részén láthatjukm2∆χ/T 4-t a h®mérséklet függvényében négykülönböz® Nt esetén. Azt várjuk, hogy a kontinuum limeszhez közel, azaz nagy
Nt-re ezek a görbék egybeesnek. Látható, hogy az Nt = 4 görbe jelent®sen el-tér a többit®l: a diszkretizá
iós e�ektusok ezeken a rá
sokon még meglehet®sennagyok. Az utolsó két görbe, Nt = 8 és 10, azonban már konzisztens egymás-sal. A görbék maximuma jelöli ki az átmeneti h®mérsékletet mind a négy Ntesetén. A maximum helyének pontos meghatározásához a 
sú
s közelében lev®pontokra kvadratikus görbét illesztettünk. Az illesztési tartománytól a 
sú
s he-lye enyhén függ, ezt szisztematikus hibaként vesszük �gyelembe. A 3.10 ábra baloldalán láthatjuk a négy Nt-hez tartozó Tc értékek kontinuum extrapolá
ióját.Ismét megállapíthatjuk, hogy az Nt = 4 pont még nin
s a skálázó tartományban,a másik három rá
sállandó azonban tökéletes skálázást mutat. Az extrapolá-
ió szisztematikus hibájának be
sléséhez meghatároztuk a kontinuum limeszt az
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Nt = 6, 8, 10, illetve 
sak az Nt = 8, 10 pontokat használva is. A két eredményátlagát fogadtuk el Tc kontinuum értékének, különbségüket pedig hozzáadtuk aszisztematikus hibákhoz. A királis szusz
eptibilitáson alapuló átmeneti h®mér-séklet ezek alapján:

Tc(χψ̄ψ) = 151(3)(3) MeV, (3.10)ahol az els® hiba a T > 0 analízisek statisztikus és szisztematikus hibáinak négy-zetes összege, a második pedig a T = 0 skálameghatározás 2%-os bizonytalansága.A királis szusz
eptibilitás görbék jól mutatják, hogy az átmenet egy megle-het®sen széles h®mérséklet tartományban megy végbe. Így Tc-n túl érdekes lehetmég ezen átmeneti tartomány szélességének megadása is. A görbék szélességéttöbbféleképpen is de�niálhatjuk. Egyik lehet®ség a második derivált 
sú
sban fel-vett értékének használata. Ennek segítségével: (∆Tc)
2 = −χψ̄ψ(Tc)/χ

′′
ψ̄ψ
. (Gauss-függvényre ez a de�ní
ió épp a szokásos szélességet adja.) A szélességre ez alapján

∆Tc(χψ̄ψ) = 28(5)(1) MeV (3.11)adódik. A 
sú
s nagy szélességéb®l következik, hogy amennyiben m2∆χ-t nem
T 4-nel, hanem T más hatványával normáljuk (továbbra is dimenziótlanítva példá-ul a piontömeg bevonásával: m2/m2

π∆χ/T
2 vagy m2/m4

π∆χ), akkor 10-20 MeV-vel eltolódhat a 
sú
s helye.A MILC kollaborá
ió az [58℄ referen
iában szintén a királis szusz
eptibilitásthasználta Tc értékének meghatározásához. Az eredményük: Tc = 169(12)(4)MeV.
Nt = 4, 6 és 8 rá
sokat használtak a �zikainál nagyobb kvarktömegek esetén. Alegkisebb kvarktömegük 220 MeV-es piontömegnek felel meg. A szimulá
iókhozaz R algoritmust használták, melyr®l láttuk, hogy nem egzakt, továbbá a 
supasz
χψ̄ψ/T

2 szusz
eptibilitással de�niálták Tc-t. A T 2-es normálás a korábbiak szerintkörülbelül 9 MeV-vel emeli Tc értékét a T 4-es normáláshoz képest. Figyelembevéve ezt az e�ektust, valamint a megadott bizonytalanságaikat, megállapíthatjuk,hogy a két eredmény konzisztens egymással.3.4.2. Kvarkszám szusz
eptibilitásMásodik mennyiségünk a nehézion �zikai kísérletek szempontjából fontos szerepetjátszó kvarkszám szusz
eptibilitás. A ritka kvark szusz
eptibilitása a kísérletek-ben mérhet® ritkaság �uktuá
iókkal hozható kap
solatba. A ritka kvarkszámszusz
eptibilitás de�ní
iója:
χs
T 2

=
1

TV

∂2 lnZ

∂µ2
s

∣

∣

∣

∣

µs=0

, (3.12)ahol µs a ritka kvark kémiai poten
iálja. A kémiai poten
iál pontos bevezetését a4. fejezetben tárgyaljuk. A kvarkszám szusz
eptibilitás nevével ellentétben nem
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3.9. ábra. A renormált királis szusz
eptibilitás (m2∆χ/T 4), a ritka kvarkszám szusz-
eptibilitás (χs/T 2) és a renormált Poljakov hurok (L) h®mérsékletfüggése. A különböz®színek és szimbólumok különböz® Nt-ket jelölnek (piros teli és kék üres négyzetek Nt = 4illetve 6, zöld teli és lila üres körök Nt = 8 illetve 10-nek felelnek meg). A függ®legesvonalak és sávok a megfelel® kontinuum extrapolált átmeneti h®mérsékleteket jelölik abizonytalanságokkal együtt. A naran
ssárga sávok a be
sült kontinuum görbéket jelölikmindhárom mennyiség esetén.



46 3. FEJEZET. NULLA KÉMIAI POTENCIÁLszusz
eptibilitás, hanem inkább rendparaméter jelleg¶ mennyiség. Ennek oka az,hogy Z a µ-nek páros függvénye, így a természetes paraméter µ2, ennek segítsé-gével pedig χs els® deriváltként felírható. A kvarkszám szusz
eptibilitás kedvez®tulajdonsága, hogy nin
s szükség renormálására, közvetlenül létezik kontinuumlimesze. A 3.9 ábra középs® részén láthatjuk χs/T 2-t a h®mérséklet függvényé-ben. Ezen is látható, hogy az Nt = 4 görbe távol áll a többiekt®l, míg az Nt = 8és 10-hez tartozók már majdnem azonosak. Az átmeneti h®mérsékletet a görbékh®mérséklet szerinti deriváltjának maximumaként de�niáljuk, mely χs/T 2 in�e-xiós pontja. Ezen pontok megkeresésére két módszert is alkalmaztunk, melyekegymással konzisztens eredményt adtak. Els®ként a numerikusan meghatározottderivált maximumát kerestük ugyanúgy, ahogy a királis szusz
eptibilitás esetében.A másik módszer esetében közvetlenül az eredeti pontokra illesztettünk harmad-fokú polinomot, melynek in�exiós pontja de�niálta Tc-t. Az illesztéshez használttartományt ezúttal is változtattuk, Tc ett®l való függése a szisztematikus hibáhozad járulékot. A 3.10 ábra középs® részén láthatjuk a kontinuum extrapolá
iót.Az Nt = 6, 8, 10 pontok már a skálázó tartományban vannak. A kontinuumérték szisztematikus hibáját most is két-, illetve három pontra illesztve határoz-tuk meg. Az átmeneti h®mérséklet értéke számottev®en magasabb, mint a királisszusz
eptibilitással kapott Tc. A különbség 24(4) MeV. Eredményünk tehát akvarkszám szusz
eptibilitásból de�niált átmeneti h®mérsékletre:
Tc(χs) = 175(2)(4) MeV. (3.13)Az els® hiba most is a T > 0, a második a T = 0 analízisb®l származik. Láthatjuk,hogy a h®mérsékletkülönbség hibája kisebb, mint az egyes Tc értékeké. Ennekaz az oka, hogy a különbség lényegesen kevésbé érzékeny a skálából származóbizonytalanságra.Az átmeneti tartomány szélességét a királis szusz
eptibilitásához hasonlóan,ezúttal a harmadik derivált segítségével határozhatjuk meg (mely az illesztettharmadfokú polinomból azonnal adódik):
∆Tc(χs) = 42(4)(1) MeV. (3.14)3.4.3. Poljakov hurokA tiszta mértékelméletben megvalósuló els®rend¶ fázisátmenet rendparamétere aPoljakov hurok, melynek de�ní
iója:

L =
1

N3
s

∑

x|x4=0

Tr
[

Ux;4Ux+a4̂;4 . . . Ux+(Nt−1)a4̂;4

]

, (3.15)
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3.10. ábra. Az átmeneti h®mérsékletek kontinuum extrapolá
iója és kontinuum limeszea renormált királis kondenzátum, a ritka kvarkszám szusz
eptibilitás és a Poljakov hurokesetén.azaz az id®irányú linkek szorzata minden id®irányú vonal mentén. Bár a �zikaikvarktömegek a QCD skálához képest inkább a nullához vannak közel, mint avégtelenhez, mégis érdemes megvizsgálni, hogyan viselkedik a Poljakov hurok. Ezlesz tehát a harmadik mennyiségünk, melyet Tc meghatározásához használunk.A Poljakov hurok abszolút értéke egy egymástól végtelen távolságra lev® nehézkvark-antikvark rendszer szabadenergiájával kap
solatos:
|〈L〉|2 = e−∆Fqq̄(r→∞)/T , (3.16)ahol ∆Fqq̄ a nehéz kvark-antikvark rendszer többletenergiája a kvark-gluon plaz-ma szabadenergiájához képest. Tiszta mértékelméletben ala
sony h®mérsékleten,a bezárás miatt ∆Fqq̄(r → ∞) → ∞, így |〈L〉| = 0. Magas h®mérsékleten a be-zárás megsz¶nik, így ∆Fqq̄ és ezáltal |〈L〉| is végessé válik. QCD-ben, mint máremlítettük, a húr szakadása miatt ∆Fqq̄ nem tart végtelenhez, vagyis a Poljakovhurok ala
sony h®mérsékleten sem nulla.A Poljakov hurok abszolút értéke a kontinuum limeszben nullához tart. Ezta kvark-antikvark szabadenergiában megjelen® divergen
iák okozzák. A renor-málás a királis szusz
eptibilitáshoz hasonlóan megy, a szabadenergiát a T = 0szabadenergia levonásával renormálhatjuk. Ez L-ben multiplikatív renormálásteredményez. A T = 0 kvark-antikvark szabadenergia épp a V (r) poten
iál, me-lyet a Wilson-hurkok segítségével tudunk meghatározni. Mivel V távolságfügg®,végtelen sok különböz® renormálási feltételt tudunk de�niálni. Egy egyszer¶ le-het®ség a

VR(r0) = 0 (3.17)feltétel kiszabása a renormált nulla h®mérséklet¶ poten
iálra [61℄. Ez a feltételtetsz®leges rá
sállandó mellett rögzíti a levonást, és garantálja V (r) végességét.Ezek után tetsz®leges h®mérsékleten a ∆Fqq̄(r) szabadenergia renormálása a
∆Fr;qq̄(r) = ∆Fqq̄(r)− V (r0), (3.18)



48 3. FEJEZET. NULLA KÉMIAI POTENCIÁLahol V (r0) a nem renormált T = 0 poten
iál a Sommer-paraméter értékénél. Arenormált Poljakov hurok ezek alapján:
|〈LR〉| = |〈L〉| eV (r0)/(2T ). (3.19)A 3.9 ábra alsó részén láthatjuk a renormált Poljakov hurkot a h®mérsékletfüggvényében. Az Nt = 4 görbe szokás szerint nagyon kilóg a sorból. Az át-meneti pont de�ní
iójára itt is az in�exiós pontot használtuk, melyet ugyanazonkét módszerrel határoztunk meg, mint a kvarkszám szusz
eptibilitás esetén. Abizonytalanságokat is az el®z®ekhez hasonlóan be
sültük. A 3.4 ábra jobb oldalánláthatjuk a kontinuum extrapolá
iót, mely nagyon hasonlít χs-hez. Nt = 6, 8, 10-et használva ezúttal is megbízható kontinuum limeszt kaphatunk. Tc értéke ezút-tal 25(4) MeV-vel van magasabban, mint a királis kondenzátumból kapott érték,és konzisztens a kvarkszám szusz
eptibilitás által adott Tc-vel:
Tc(L) = 176(3)(4) MeV. (3.20)A hibák jelentése ugyanaz, mint korábban. Az átmenet szélessége
∆Tc(P ) = 38(5)(1) MeV. (3.21)Megállapíthatjuk tehát, hogy az átmeneti h®mérséklet de�ní
iótól függ®en egy25-30 MeV-es tartományban változhat, és egy-egy konkrét esetben is az átmenetitartomány szélessége 30-40 MeV.A közelmúltban a Bielefeld-Brookhaven-Columbia-Riken kollaborá
ió elvég-zett egy teljesen független analízist és az el®bbiekkel inkonzisztens eredményrejutott [59℄. A QCD átmeneti h®mérsékletét vizsgálták p4fat3 javított staggeredrá
s hatás alkalmazásávalNt = 4 és 6 rá
sokon. Ez a hatás a nagyon nagy h®mér-séklet¶ viselkedést javítja jelent®sen, ugyanakkor T = 0-ra �ami a skála beállítá-sához fontos� nin
s optimalizálva. Fontos megjegyezni ugyanakkor, hogy a p4fat3hatás számítógépigénye nagyságrendekkel nagyobb az általunk használt stout ha-táshoz képest. Ez az oka annak, hogy jelenleg 
sak két Nt-re van eredmény. Ará
sállandót az r0 paraméter segítségével állították be. A királis szusz
eptibi-litásból és a Poljakov hurok szusz
eptibilitásból egyaránt Tc = 192(7)(4) MeVértéket kaptak. Ez egyértelm¶en különbözik a királis szusz
eptibilitásból kapott

Tc = 151(3)(3) értékünkt®l. A következ®kben azt vizsgáljuk, mi lehet az eltérésoka.Mivel más mennyiséget használtak a rá
sállandó beállítására, és ez véges rá
s-állandókon komoly eltéréseket okozhat, a jobb összevetés érdekében két dolgot



3.4. AZ ÁTMENETI H�MÉRSÉKLET 49

0 0.05 0.1

160

180

200

0 0.05 0.1

160

180

200

3.11. ábra. Az átmeneti h®mérséklet kontinuum extrapolá
iója az [59℄ referen
ia (baloldal) adatai alapján és a saját adatokból (jobb oldal). Mindkét esetben a skálát r0 (telinégyzetek) és fK (üres négyzetek) segítségével is be lehet állítani. Míg az [59℄ referen
iaesetében a két kontinuum limesz nem konzisztens, addig a saját Nt = 6, 8, 10 adatokatextrapolálva egymással konzisztens értékeket kapunk.érdemes tenni. Egyrészt megvizsgáljuk, hogyan változnak a saját eredményeink,ha mi is r0-lal állítjuk be a skálát, másrészt fordítva: az ® esetükben fK ská-lával mi történik. Természetesen korrekt kontinuum limesz esetén az eredménynem függhet a skála beállításához használt mennyiségt®l. Mivel a [59℄ publiká
iónem tartalmazott adatokat fK értékére vonatkozóan, így megismételtük futtatá-saik egy részét és meghatároztuk fK értékét az általuk használt paramétereknél
T = 0 rá
sokon. Mivel egy teljes analízis nagyon sok id®t igényel, így a kisebbkvarktömegekre a már korábban említett partial quen
hing te
hnikát alkalmaz-tuk. Saját adatainkon ellen®riztük, hogy ezzel az eljárással fK értéke néhányszázalék pontossággal megközelíti a dinamikus szimulá
ióval kapott értéket.A 3.11 ábra jól mutatja az ellentmondás f® okát. A bal oldali ábrán láthatjuka BBCR kollaborá
ió által meghatározott Tc értékeket Nt = 4 és 6 rá
sokon r0-lalés fK-val beállított rá
sállandó esetén. Jól látható, hogy míg az r0-lal beállítottpontok az általuk is idézett 192 MeV kontinuum limeszt adják, addig az fK-valmeghatározott pontok 30 MeV-vel ala
sonyabb h®mérsékletet adnak. Figyelembevéve, hogy χ/T 2-et használtak a Tc de�ní
iójához, ez utóbbi érték konzisztens azáltalunk kapottal. A jobb oldali ábrán a saját pontjainkat láthatjuk, szintén r0,illetve fK skálák esetén. Látható, hogy amennyiben 
sak az Nt = 4 és 6 pontokathasználnánk a kontinuum extrapolá
ióhoz, ugyanez lenne a helyzet: a kontinuumlimeszek inkonzisztensek lennének. Az Nt = 6, 8, 10 pontokat használva azon-ban (ahogy ezt korábban is tettük) az r0 és fK skála beállítással kapott pontok



50 3. FEJEZET. NULLA KÉMIAI POTENCIÁLugyanazt a kontinuum limesz adják.Megállapíthatjuk, hogy az eltérés nagyrészt abból adódik, hogy az Nt = 4 és 6rá
sok még nin
senek a skálázó tartományban, nem használhatóak biztonságosana kontinuum extrapolá
ióhoz.3.5. Az állapotegyenletAz átmenet rendjének és h®mérsékletének meghatározása után továbblépünk éskiterjesztjük analízisünket egy nagyobb h®mérséklet tartományra [35℄. A hadron-anyag és a kvark-gluon plazma egyensúlyi termodinamikai leírásához az állapot-egyenletet kell meghatároznunk. Állapotegyenlet alatt a termodinamikai állapot-jelz®k közötti függvénykap
solatot értjük. Általában a nyomást határozzuk meg ah®mérséklet függvényében. Ebb®l könnyen származtathatjuk a többi mennyiséget(energias¶r¶ség, entrópias¶r¶ség, hangsebesség), mint a h®mérséklet függvényét.A közelmúltban az állapotegyenlet meghatározásáról több dolgozat is szüle-tett. A tiszta SU(3) mértékelmélet állapotegyenletét több különböz® rá
s ha-tás segítségével vizsgálták [62�64℄. Minden esetben sikerült az állapotegyenletetkörülbelül 4Tc-ig megadni a kontinuum limeszben. Az eredmények között vannéhány százalék eltérés, ez azonban a skála beállításából adódik (ez tiszta mér-tékelmélet esetén nem egyszer¶, hiszen az nem a valódi �zika és nin
senek kísérletieredmények). Teljes QCD analízist is találunk javítatlan staggered [30,31℄, illetve
O(a) javított Wilson fermionokkal [65℄. Egyértelm¶en a legjobbnak tekinthet®(de legalábbis a leginkább elismert) korábbi eredmény a p4fat3 javított stagge-red hatással Nt = 4 rá
sokon kapott állapotegyenlet [33℄. Ezen analízis azonban�
sakúgy, mint a korábbiak� több szempontból is problematikus. Mivel a 
élunka hiányosságok kiküszöbölése, röviden áttekintjük ezeket.(1) Többször említettük már a �zikai kvarktömegek használatának fontosságáta T > 0 szimulá
iókban. A [33℄ munkában használt legala
sonyabb kvarktömegek600 MeV-es pionnak felelnek meg. Ahogy korábban is, a következ® analízisben�zikai kvarktömegeket fogunk használni.(2) A kontinuum limeszhez elengedhetetlen több rá
sállandó használata. A
supán Nt = 4 rá
sokon alapuló analízis helyett [33℄ két rá
s felbontást fogunkhasználni: Nt = 4-et és 6-ot. Bár ez önmagában még nem elegend® a megbízhatókontinuum extrapolá
ióhoz, kétségtelenül szükséges lépés.(3) Láttuk, hogy a staggered fermionok íz szimmetria sértése a p4 hatás eseténlényegesen nagyobb, mint az általunk használt stout javított staggered hatásesetén. Utóbbit használva a nehezebb pionok tömegei is az átmeneti h®mérsékletközelébe kerülnek.



3.5. AZ ÁLLAPOTEGYENLET 51(4) A p4 hatással elvégzett analízis során végig R algoritmust használtak.Ehelyett mi, ahogy korábban is, az egzakt RHMC algoritmust választottuk.(5) Egy komoly hiányossága a [33℄ munkának, hogy az analízis nem LCPmentén történt. A β 
satolás változtatása során, mellyel, mint láttuk, a h®mér-sékletet lehet hangolni, nem változtatták a 
supasz tömeg paramétereket. Ennekkövetkezményeképpen, ha a T = 3Tc-nek és T = 0.7Tc-nek megfelel® rendsze-reiket leh¶tjük nulla fokra, az els® esetben a kvarkok négyszer-, a pionok pedigkétszer olyan nehezek lesznek, mint a második esetben. Természetesen a helyeseljárás az LCP követése. Mivel ezt az analízist id®ben korábban végeztük, minta Tc meghatározását és az abszolút skála nem játszik olyan fontos szerepet, ezérta 3.2 ábrán látható közelít® LCP-t használtuk, a skálát azonban nem a vektormezon tömegével, hanem az r0 paraméterrel állítottuk be. Mivel a h®mérsékle-teket mindig Tc egységekben adjuk meg, így az abszolút skálára, vagyis r0 �zikaiértékére nin
s szükség. A különböz® β értékekhez tartozó rá
sállandók arányánakmeghatározására kit¶n®en alkalmas a nehéz kvark-antikvark poten
iál és a bel®leszármaztatott r0 paraméter.Nagy térfogatú, homogén rendszerre a nyomás a szabadenergias¶r¶séggel ará-nyos, mely a Z állapotösszeg logaritmusa:
p =

T

V
lnZ. (3.22)A rá
son természetesen a dimenziótlanított pa4 kombiná
iót tudjuk meghatároz-ni:

pa4 =
1

NtN3
s

lnZ. (3.23)Mivel a szabadenergiában a kontinuum limesz felé haladva divergen
iák lépnek fel,így a nyomást renormálnunk kell. Ez, ahogy korábban is, a nulla h®mérséklet¶szabadenergias¶r¶ség levonásával történik. Ehhez T = 0 rá
sokon is meg kellhatároznunk az állapotösszeget, melyet Z0-lal jelölünk. A T = 0 rá
s méretelegyen N3
s0 ·Nt0. Ekkor a renormált nyomás T 4-nel normálva:

pR
T 4

= N4
t

[

1

NtN3
s

lnZ − 1

Nt0N3
s0

lnZ0

]

. (3.24)A továbbiakban az R indexet elhagyjuk, mivel mindig a renormált nyomás sze-repel. Ezzel a renormálási de�ní
ióval a nyomás automatikusan teljesíti a p(T =

0) = 0 feltételt. Itt jegyezzük meg, hogy a divergen
iák relatív súlya a nyomásszámolása esetén ugyanazon rá
sállandónál lényegesen nagyobb, mint a királisszusz
eptibilitás esetén. Ez különösen nagy h®mérsékletekre igaz. Így a levo-násnál két egymáshoz nagyon közeli számot kell kivonnunk, ehhez pedig nagynumerikus pontosságra van szükség. Ez az egyik oka annak, hogy �ellentétben



52 3. FEJEZET. NULLA KÉMIAI POTENCIÁLaz átmeneti h®mérséklettel� az állapotegyenletet 
sak két rá
s felbontás eseténhatároztuk meg. A másik ok azzal kap
solatos, hogy nagy h®mérsékleten már
Nt = 4 esetén is ki
si a rá
sállandó, így a T = 0 futásokhoz nagy rá
sokra vanszükség. Nt = 4 rá
sokon T = 2.5Tc-nél már ugyanakkora T = 0 rá
sok kelleneka renormáláshoz, mint Nt = 10 rá
sokon a Tc környékén.A h®mérsékletet rögzített Nt esetén ezúttal is a β 
satolással hangolhatjuk.Eközben természetesen végig az LCP-n kell maradnunk. A nyomás meghatározá-sához tehát lnZ-t és lnZ0-t kell meghatároznunk az LCP mentén vett (β, amq)paramétereknél, ahol az egyszer¶ség kedvéért mq a könny¶ és ritka kvarktömege-ket is jelöli. A 2.4 alfejezetben ismertetett fontossági mintavételezésen alapuló al-goritmusok általában nem alkalmasak Z vagy lnZ meghatározására, hanem 
sak
lnZ deriváltjait tudjuk közvetlenül kiszámítani. Ezért a nyomás kiszámításáraaz integrál módszert szokás alkalmazni [66℄. Ennek során a nyomást a deriváltjaiintegráljaként állítjuk el®. A (β, amq) többdimenziós síkon kell integrálnunk:

p

T 4
= N4

t

∫ (β,amq)

(β0,amq0)

d(β, amq)

[

1

NtN3
s

(

∂ lnZ/∂β

∂ lnZ/∂(amq)

)

−

1

Nt0N3
s0

(

∂ lnZ0/∂β

∂ lnZ0/∂(amq)

)]

. (3.25)Mivel az integrandus a nyomás gradiense, így az integrál értéke független az integ-rálási görbét®l. Célszer¶ azonban az LCP mentén integrálni, hiszen a különböz®h®mérsékletekhez tartozó integrálok (β, amq) végpontjai mind az LCP-n vannak.Kés®bb látni fogjuk, hogy a T = 0 királis extrapolá
iók miatt 
élszer¶bb ki
sitmás integrálási görbét választani.Az integrál alsó határát úgy kell megválasztani, hogy ott az integrandus zéruslegyen. Ez teljesül, amennyiben ez a pont jóval az átmeneti pont alatti h®mér-sékletnek felel meg (általában 0.7Tc-nél már az elérhet® numerikus pontosságigteljesül ez a feltétel). A mértékhatás (2.6) és a staggered hatás (2.9) alakjá-ból egyszer¶en látszik, hogy lnZ par
iális deriváltjai mely mennyiségek várhatóértékeinek felelnek meg:
∂ lnZ

∂β
= 〈−Sg/β〉

∂ lnZ

∂(amud)
=
〈

ψ̄ψud
〉 ∂ lnZ

∂(ams)
=
〈

ψ̄ψs
〉

. (3.26)Ezek segítségével a nyomás a
p

T 4
= N4

t

∫ (β,amud,ams)

(β0,amud0,ams0)

d(β, amud, ams)×




1

NtN3
s





〈−Sg/β〉
〈ψ̄ψud〉
〈ψ̄ψs〉



− 1

Nt0N
3
s0





〈−Sg/β〉0
〈ψ̄ψud〉0
〈ψ̄ψs〉0







 (3.27)



3.5. AZ ÁLLAPOTEGYENLET 53alakba írható, ahol 〈. . . 〉0 a T = 0 rá
sokon számolt várható értéket jelöli.Az integrál módszert eredetileg a tiszta mértékelméletre dolgozták ki, ahol ahatásnak 
sak egy paramétere van, így a nyomás egy egyszer¶ β integrállal felír-ható. Valamennyi korábbi staggered analízis is ugyanezt tette, ami nem helyes,hiszen az LCP mentén kell meghatároznunk az állapotegyenletet.A megadott képletek a nyomást, mint β függvényét szolgáltatják. A p(T )függvényhez természetesen szükségünk van még a h®mérséklet �vagy ami ezzelekvivalens� a rá
sállandó β függésére. Mivel más az LCP, mint korábban, ígya 3.2 táblázat adatait nem használhatjuk. Korábban említettük, hogy T -t 
sak
Tc egységekben akarjuk megadni, ezért 
supán a rá
sállandók arányaira van szük-ségünk. Ehhez elég a T = 0 rá
sokon több β-nál a dimenziótlan r0/a értékétmeghatározni, ezek aránya megadja a rá
sállandók arányát az r0 �zikai értéké-nek ismerete nélkül. A h®mérséklet skála abszolút értékének meghatározásáhozfelhasználhatjuk a korábban meghatározott Tc értékeket. Az egyszer¶ség ked-véért minden esetben a renormálást nem igényl® kvarkszám szusz
eptibilitásbólszármazó Tc-t használjuk normálásra.Az energias¶r¶ség (ǫ), az entrópias¶r¶ség (s) és a hangsebesség (c) a p(T )függvényb®l a következ® termodinamikai összefüggések alapján származtatható:

ǫ = T (∂p/∂T )− p, s = (ǫ+ p)T, c2s =
dp

dǫ
. (3.28)A deriváltakat a meghatározott p(T ) függvényb®l numerikusan számíthatjuk ki.Az irodalomban általában más módszert szoktak alkalmazni az energias¶r¶ségmeghatározására. Az energias¶r¶ség ǫ(T ) = T 2/V ∂logZ/∂T alakját és a h®mér-séklet és térfogat rá
sállandóhoz való viszonyát felhasználva könnyen belátható,hogy

ǫ− 3p

T 4
= −N

3
t

N3
s

a
d(logZ)

da
. (3.29)Tehát az ǫ− 3p kombiná
iót közvetlenül meghatározhatjuk a rá
sállandó szerin-ti teljes derivált segítségével. Ezt természetesen a β és kvarktömegek szerintideriváltakra kell átírni. A renormálás ugyanúgy történik, mint a nyomás ese-tén. Ezek után az energias¶r¶ség már egy egyszer¶ összeadással kiszámítható.Az ǫ − 3p mennyiséget szokás köl
sönhatási mértéknek is nevezni, mivel értékevégtelen h®mérsékleten nullához tart, így a köl
sönhatás mértékét méri.A továbbiakban az energias¶r¶séget a nyomásból származtatjuk a (3.28) kép-let alapján. Ennek oka a következ®. Ahogy korábban is, T = 0-n a �zikainálnagyobb mud kvarktömegeket használunk és királis perturbá
iószámítás segítsé-gével extrapolálunk a �zikai értékhez. Az extrapolá
ió alakja azonban nem min-den mennyiségre ismert. A nyomáshoz szükséges 〈ψ̄ψ〉 királis kondenzátumokról
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β ams T = 0 T > 0 β ams T = 0 T > 03.000 0.1938 163·16 123·4 3.450 0.1507 163·32 183·63.150 0.1848 163·16 123·4 3.500 0.1396 163·32 183·63.250 0.1768 163·16 123·4 3.550 0.1235 163·32 183·63.275 0.1742 163·16 123·4 3.575 0.1144 163·32 183·63.300 0.1713 163·16 123·4 3.600 0.1055 163·32 183·63.325 0.1683 163·16 123·4 3.625 0.0972 163·32 183·63.350 0.1651 163·16 123·4 3.650 0.0895 163·32 183·63.400 0.1583 163·16 123·4 3.675 0.0827 163·32 183·63.450 0.1507 163·32 123·4 3.700 0.0766 163·32 183·63.500 0.1396 163·32 123·4 3.750 0.0666 163·32 183·63.550 0.1235 163·32 123·4 3.800 0.0589 203·40 183·63.600 0.1055 163·32 123·4 3.850 0.0525 203·40 183·63.650 0.0895 163·32 123·4 3.930 0.0446 243·48 183·63.700 0.0766 163·32 123·4 4.000 0.0401 283·56 183·63.850 0.0525 203·40 123·44.000 0.0401 283·56 123·43.3. táblázat. Az állapotegyenlethez használt szimulá
iós pontok Nt = 4 és 6 rá
sokon.A �zikai mud kvarktömeg 25-ször kisebb, mint a táblázatban szerepl® ms értékek. A

T > 0 szimulá
iók a táblázatban szerepl® β és ms értékeknél, valamint egyszeres ésháromszoros mud-nél történtek. A T = 0 futtatások során négy különböz® könny¶kvarktömeget használtunk, melyek mud 3, 5, 7 és 9-szeresének feleltek meg.tudjuk, hogy vezet® rendben lineáris függvényei a kvarktömegnek. A mérték-hatásnak és ǫ − 3p-nek nem ismerjük a pontos tömegfüggését. Ezért a nyomásmeghatározásához el®ször egy magasabb 3mud-nek megfelel® LCP-n integrálunk,majd rögzített β mellett jutunk le a �zikai LCP-re. Ezen utolsó szakasz menténaz integráláshoz 
sak a királis kondenzátumokra van szükség. Királis extrapolá-
ióra 
sak az utolsó szakasz mentén van szükség, hiszen ekkor jutunk el a �zikaitömeghez (és ekkor is 
sak a T = 0 rá
sokon, hiszen T > 0-n közvetlenül a �zikaitömegnél szimulálunk). Ily módon elkerüljük, hogy bizonytalan királis extrapolá-
iókat kelljen végeznünk, akár a mértékhatásban, akár ǫ−3p-ben. Természetesenehhez a módszerhez a T > 0 szimulá
iókat is el kell végezni a magasabb tömeg¶LCP mentén.A 3.3 táblázat mutatja a futtatási pontokat, melyeket úgy választottunk meg,hogy Tc környékén, ahol a nyomás leginkább változik, s¶r¶bben legyenek felvéve.Ezáltal minimalizálhatjuk az integrálás során elkövetett hibát.A rá
sállandótól való függés illusztrálása érdekében az Nt = 4 és 6 eredmé-
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Nt p/T 4 ǫ/T 4 s/T 3 c2s4 9.12 27.36 36.48 1/36 7.86 23.58 31.44 1/3
∞ 5.21 15.63 20.84 1/33.4. táblázat. A nyomás, energias¶r¶ség, entrópias¶r¶ség és hangsebesség végtelenh®mérséklet¶, Stefan-Boltzmann limesze Nt = 4 és 6 rá
sokon, valamint a kontinuum-ban.nyeket mindig egy ábrán mutatjuk. A vezet® rend¶ diszkretizá
iós hibák eltün-tetése érdekében valamennyi mennyiségünket átskálázzuk úgy, hogy a végtelenh®mérséklet¶ viselkedésük megegyezzen a kontinuumbeli várakozással. Ehhezminden mennyiséget megszorzunk a hozzá tartozó végtelen h®mérséklet¶ Stefan-Boltzmann limeszek ckont/cNt arányával. Itt ckont a kontinuum, míg cNt az adott

Nt-j¶ rá
shoz tartozó Stefan-Boltzmann limeszt jelöli. A 3.4 táblázatban össze-gy¶jtöttük a Stefan-Boltzmann limeszeket az egyes mennyiségekre.Mivel az eredmény a Tc-vel ellentétben ezúttal nem egy szám, hanem a p(T )görbe (melyb®l aztán a többi mennyiség már könnyen számolható), így azt táb-lázatos formában is megadjuk. A 3.5 táblázatban láthatjuk a nyomást az összesszimulá
iós pontunkban. Az értékeket már beszoroztuk a ckont/cNt szorzóval.A 3.12 ábrán láthatjuk a nyomást és az energias¶r¶séget a két rá
s felbontásmellett. A h®mérséklet skálát mindig az adott Nt mellett a ritka kvarkszámszusz
eptibilitásból meghatározott Tc-vel normáltuk. Láthatjuk, hogy a két-kétgörbe egyik esetben sem mutat jó skálázást. Hasonló a helyzet a 3.13 ábránlátható entrópias¶r¶séggel és hangsebességgel. Az adatok a nyomás esetén ≈30%,az energias¶r¶ség és az entrópias¶r¶ség esetében ≈20% eltérést mutatnak 3Tch®mérsékleten a Stefan-Boltzmann limeszhez képest. Ez arra utal, hogy mégjóval az átmenet fölött is egy er®sen köl
sönható kvark-gluon plazmával állunkszemben. Ezt meger®síti a 3.14 ábra, mely az ǫ − 3p köl
sönhatási mértéketmutatja. Ez még 3Tc h®mérsékleten is 
sak a maximum érték harmadára esik le.A megadott görbék segítségével már megkísérelhetjük a kontinuum extrapo-lá
iót. Mivel azonban a skálázás még nem tökéletes, megállapíthatjuk, hogy amegbízható kontinuum extrapolá
ió elvégzéséhez legalább még egy rá
s felbon-tásra szükség van, ami a korábban említett nehézségek (renormálás és nagy T = 0rá
sok szükségessége) miatt nem könny¶ feladat.
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β T/Tc p/T 4 β T/Tc p/T 43.000 0.90 0.07(0.01) 3.450 0.80 0.05(0.08)3.150 0.95 0.19(0.04) 3.500 0.87 0.15(0.08)3.250 0.98 0.34(0.06) 3.550 0.96 0.39(0.08)3.275 0.99 0.42(0.06) 3.575 1.02 0.60(0.08)3.300 1.01 0.52(0.06) 3.600 1.07 0.86(0.08)3.325 1.04 0.65(0.06) 3.625 1.14 1.12(0.09)3.350 1.06 0.79(0.05) 3.650 1.20 1.40(0.09)3.400 1.14 1.16(0.06) 3.675 1.28 1.66(0.10)3.450 1.23 1.59(0.06) 3.700 1.35 1.91(0.10)3.500 1.34 2.04(0.07) 3.750 1.52 2.32(0.10)3.550 1.49 2.47(0.07) 3.800 1.70 2.65(0.11)3.600 1.66 2.83(0.07) 3.850 1.90 2.89(0.11)3.650 1.86 3.12(0.07) 3.930 2.24 3.19(0.11)3.700 2.09 3.34(0.07) 4.000 2.55 3.41(0.11)3.850 2.93 3.75(0.09)4.000 3.93 3.98(0.09)3.5. táblázat. A nyomás értékei az egyes szimulá
iós pontokban. A közvetlenül kapottértékeket megszoroztuk a ckont/cNt szorzóval. Az els® három oszlop az Nt = 4, míg amásik három az Nt = 6 eredményeket tartalmazza.

3.12. ábra. A nyomás (bal oldal) és az energias¶r¶ség (jobb oldal) a h®mérsékletfüggvényében. A piros görbék az Nt = 4, a kékek az Nt = 6 eredményt ábrázolják.
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3.13. ábra. Az entrópias¶r¶ség (bal oldal) és a hangsebesség négyzete (jobb oldal) ah®mérséklet függvényében. A piros görbék ezúttal is az Nt = 4, míg a kékek az Nt = 6eredményt mutatják.

3.14. ábra. Az ǫ− 3p köl
sönhatási mérték a h®mérséklet függvényében Nt = 4 (pirosgörbe) és Nt = 6 (kék görbe) rá
sokon.
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4. fejezetVéges kémiai poten
iálA dolgozat hátralev® részében a nemnulla barions¶r¶ség vizsgálatával foglalko-zunk. E témakör tanulmányozása rá
stérelmélet segítségével a korábban márröviden említett és hamarosan részletezend® el®jel probléma miatt nagyon ne-héz. Közvetlen rá
s szimulá
iók nem lehetségesek. Korábban egyetlen olyan rá
smódszer sem létezett, mely megbízható eredményeket adott volna. A legjelent®-sebb próbálkozás a Glasgow-módszer [67℄, mely nulla kémiai poten
iálon generáltkon�gurá
iókból próbál informá
iót nyerni a véges kémiai poten
iál esetére. Afázisdiagramot azonban nem sikerült meghatározni, még egészen ki
si, 44-es rá
so-kon, több millió kon�gurá
ió generálásával sem. Ennek okát kés®bb részletesenelemezzük. A további munkák általában valamilyen e�ektív elméletet oldanakmeg a QCD helyett, mely természetesen nem tekinthet® végleges megoldásnak.Ezekkel a modellekkel a továbbiakban nem foglalkozunk.A következ®kben röviden áttekintjük, hogyan lehet a kémiai poten
iált a rá-
son bevezetni és szemléltetjük az el®jel problémát. Ezután ismertetünk egy újmódszert, a többparaméteres átsúlyozást, melynek segítségével sikerült a fázisdi-agram, a kritikus pont és az állapotegyenlet meghatározása. Ezeket az eredmé-nyeket részletesen ismertetjük.Véges kémiai poten
iál esetén a 
élunk még nem a kontinuum limesz meghatá-rozása, hanem az, hogy egyáltalán rá
son tudjuk vizsgálni ezeket a problémákat.Ezért a továbbiakban végig a (2.5) Wilson mértékhatást és a (2.9) javítatlan stag-gered hatást használjukNt = 4 rá
sokon. Ezeknek az analíziseknek a kiterjesztésejavított hatás használatával �nomabb rá
sokra további kutatások feladata lesz.4.1. A kémiai poten
iál a rá
sonKontinuum termodinamikában a nagykanonikus állapotösszegben a kémiai po-ten
iált egy µN tag segítségével vezethetjük be, ahol N a része
skeszám. QCD-59



60 4. FEJEZET. VÉGES KÉMIAI POTENCIÁLben euklideszi térid®n a része
skes¶r¶ség a ψ̄γ4ψ kifejezéssel arányos, tehát akézenfekv® megoldás az lenne, ha a hatáshoz hozzáadnánk egy µ∑x ψ̄γ4ψ tagot.Belátható azonban, hogy az így bevezetett kémiai poten
iál nemkívánatos kvad-ratikus divergen
iákhoz vezet. Észrevehetjük viszont, hogy a µ∑x ψ̄γ4ψ tag éppegy tisztán képzetes vektorpoten
iál euklideszi id® irányú komponensével valóköl
sönhatásnak felel meg. Mivel a mértéktereket a rá
son a linkekhez rendeltük,így ezen analógia alapján a kémiai poten
iált is 
élszer¶ a linkekhez rendelni [68℄.Ezek alapján már lényegében egyértelm¶ a kémiai poten
iál bevezetése: a pozitívid®irányú Ux;4 linkeket eaµ-vel, míg az U †
x;4 adjungáltjaikat (ezek felelnek meg a ne-gatív irányú linkeknek) e−aµ-vel kell megszoroznunk a fermion hatásban. A (2.9)staggered hatás így kémiai poten
iál jelenlétében a következ®képpen módosul:

Sf,staggered(µ) =
∑

x

[

amχ̄χ + 1
2

∑

ν=1...3 αx;ν

(

χ̄xUx;νχx+aν̂ − χ̄xU †
x−aν̂;νχx−aν̂

)

+

αx;4

(

χ̄xUx;4e
aµχx+a4̂ − χ̄xU †

x−a4̂;4
e−aµχx−a4̂

)]

. (4.1)Természetesen több kvark íz esetén minden kvark térhez külön kell hozzárendel-ni a kémiai poten
iált; ezek akár különböz®ek is lehetnek. A következ®kben az
u, d könny¶ kvarkokhoz azonos µ-t rendelünk, míg a ritka kvark kémiai poten
i-álját nullának választjuk. Ez a nehézion ütközések leírásához ésszer¶ választás,ugyanis a kezdeti állapotok ritkasága nulla, az ütközés során pedig (a gyengefolyamatokat leszámítva) ritka kvarkok 
sak antikvarkkal együtt keletkezhetnek,nem változtatva ezáltal a teljes ritkaságot. A könny¶ kvarkokból felépített ba-rionokhoz rendelhet® µB barionikus kémiai poten
iál ez esetben a kvark kémiaipoten
iál háromszorosa.Szokás még úgynevezett izospin kémiai poten
iált is bevezetni. Ekkor az ués d kvarkokhoz ellentétes el®jel¶ µ-t használunk. E választás legnagyobb el®nyeaz, hogy a következ®kben ismertetett el®jel probléma ez esetben nem lép fel. Atovábbiakban az izospin kémiai poten
iállal nem foglalkozunk.4.2. Az el®jel problémaA 2.4 alfejezetben láttuk, hogy valamennyi ma ismeretes algoritmusnak el®fel-tétele, hogy a fermion determináns pozitív valós szám legyen. Ezt nulla kémiaipoten
iál esetén a fermion mátrix γ5 hermiti
itása garantálja. Sajnos ez véges
µ-re nem teljesül, ezért a fermion determináns komplex értékeket is felvehet.Az állapotösszegnek és a meg�gyelhet® mennyiségek várható értékeinek valós-nak kell lenniük, ezért vehetjük a Z kiszámításához használt integrandus valósrészét: RedetMe−Sg -t. Ennek pozitív el®jelét azonban semmi nem garantálja,különböz® kon�gurá
iókra különböz® lehet. Ezt nevezzük el®jel problémának.



4.2. AZ EL�JEL PROBLÉMA 61

4.1. ábra. cos φ várható értéke aµ függvényében, ahol φ a fermion determináns fázisa.Az el®jel problémának két komoly következménye van. A súlyosabb, hogynem tudunk fontossági mintavételezéssel kon�gurá
iókat generálni, hiszen nega-tív értékeket is felvev® függvényt nem lehet valószín¶ség eloszlásként értelmezni.A másik nehézség a váltakozó el®jelekb®l adódó kiejtésekkel kap
solatos. Mégha sikerül is valamilyen pozitív eloszlásfüggvény segítségével kon�gurá
iókat ge-nerálnunk, ezen kon�gurá
iókon Re detMe−Sg el®jele váltakozik, így az átlag ki-számításakor nagy kiejtések lesznek, melyek jelent®sen rontják a numerikus pon-tosságot.Az utóbbi probléma szemléltetése 
éljából írjuk át a determinánst
detM = |detM | eiφ (4.2)alakba, és vizsgáljuk meg egy kon�gurá
ió halmazon a fázis osz
illá
iójának mér-tékét µ függvényében. Ehhez a valós részben szerepl® cosφ-t számítjuk ki min-den kon�gurá
ión, majd ezeket átlagoljuk. A 4.1 ábrán látható az eredmény. Akon�gurá
iókat µ = 0-n generáltuk 83 · 4 rá
son amud = 0.025 és ams = 0.2kvarktömegekkel a β = 5.1991 
satolás értéknél, mely a µ = 0 átmeneti pontnakfelel meg.Láthatjuk, hogy kis µ értékekre cosφ várható értéke jól meghatározható, míg

aµ>∼0.4 esetén a fázis osz
illá
iója miatt cosφ már statisztikailag nem különböz-tethet® meg a nullától: az el®jel probléma súlyossá válik.



62 4. FEJEZET. VÉGES KÉMIAI POTENCIÁL4.3. Többparaméteres átsúlyozásA determináns fázisának kis µ értékek esetén tapasztalt viselkedése lehet®ségetad arra, hogy ebben a tartományban egy jól megválasztott kon�gurá
ió halmazonolyan eredményeket kaphassunk, melyet az el®jelek kiejtése még nem veszélyez-tet. A kérdés természetesen az, hogy hogyan válasszuk meg a kon�gurá
iókat,tudva, hogy a fontossági mintavételezés közvetlenül nem m¶ködik. A legkézen-fekv®bb lehet®ség, hogy továbbra is fontossági mintavételezést használunk, azaza kon�gurá
iókat e−SE eloszlással generáljuk, ám valamilyen más hatással. Ezenbelül is az a legegyszer¶bb, ha a hatás alakját nem változtatjuk, 
sak a paramé-terek értékét. Ennek megfelel®en a (2.12) állapotösszeget átírhatjuk a következ®alakra:
Z =

∫

DU detM(m,µ, U)e−Sg(β,U) =
∫

DU detM(m0, µ0, U)e−Sg(β0,U) × (4.3)
{

detM(m,µ, U)

detM(m0, µ0, U)
e−Sg(β,U)+Sg(β0,U)

}

.A második sorban szerepl® integrandust �mely épp a hatás az eredetiekt®l külön-böz® (β0, m0, µ0) paramétereknél� használjuk a fontossági mintavételezés során.Ezzel az eloszlással generáljuk a kon�gurá
iókat. A harmadik sorban a kap
soszárójelben lev® kifejezést pedig meg�gyelhet® mennyiségként vesszük �gyelembe.Úgy is tekinthetünk ezekre az értékekre, mint az (β0, m0, µ0) paraméterekkel gene-rált kon�gurá
iók súlyai a (β,m, µ) paramétereknek megfelel® állapotösszegben.Jelöljük ezeket a súlyokat w(U)-val1:
w(U) =

detM(m,µ, U)

detM(m0, µ0, U)
e−Sg(β,U)+Sg(β0,U), (4.4)és legyen Z0 = Z(β0, m0, µ0). Ekkor azonnal látható, hogy

Z

Z0
=

∫

DUw(U) detM(m0, µ0, U)e−Sg(β0,U)

∫

DU detM(m0, µ0, U)e−Sg(β0,U)
= 〈w〉(β0,m0,µ0) . (4.5)A várható érték indexe jelzi, hogy mely paraméterek mellett értend® az átlagolás.Vegyünk ezek után egy O(β,m, µ) meg�gyelhet® mennyiséget. A paraméterekt®lvaló függést ezúttal expli
iten kiírtuk. A mennyiség várható értéke:

〈O〉(β,m,µ) =

∫

DUO(β,m, µ, U) detM(m,µ, U)e−Sg(β,U)

Z
. (4.6)1Természetesen a w súlyok a két paraméter halmaztól is függnek, ezt azonban most azegyszer¶ség kedvéért nem írjuk ki



4.3. TÖBBPARAMÉTERES ÁTSÚLYOZÁS 63A törtet Z0-lal b®vítve, majd átalakítva:
〈O〉(β,m,µ) =

Z0

Z

∫

DUw(U)O(β,m, µ, U) detM(m0, µ0, U)e−Sg(β0,U)

Z0

=

〈w ·O(β,m, µ)〉(β0,m0,µ0)

〈w〉(β0,m0,µ0)

. (4.7)Tehát O kiszámításához a (β0, m0, µ0) paraméterekkel generált kon�gurá
iókonmeghatározott értékeket a w súlyokkal súlyozva kell átlagolni. Fontos rámutat-ni azonban �ezért írtuk ki expli
iten O függését a paraméterekt®l�, hogy O-t a(β,m, µ) paramétereknél kell kiértékelni. A most leírt módszert többparaméteresátsúlyozásnak nevezzük [69℄. A módszer a Ferrenberg-Swendsen féle átsúlyo-zás [70, 71℄ általánosítása.Természetesen a (β0, m0, µ0) paramétereket úgy kell megválasztani, hogy eb-ben a pontban m¶ködjön a fontossági mintavételezés. Ehhez µ0 = 0-t válasz-tunk a továbbiakban. Belátható azonban, hogy a pozitivitáshoz szükséges γ5hermiti
itás tisztán képzetes µ esetén is teljesül, tehát ilyen kémiai poten
iált isválaszthatunk.Ugyan valamennyi megadott képlet egzakt, a módszer gyakorlati alkalmazha-tósága azon múlik, hogy a w(U) súlyok mennyire �uktuálnak. Két fontos nehézségléphet fel. Az els® az úgynevezett átfedési probléma. Ezt a legegyszer¶bb egyolyan példán bemutatni, amikor a determináns a 
él (β,m, µ) paraméterek eseténis pozitív, azaz például µ = 0.2 A súlyok ebben az esetben mind pozitív valósszámok. Mivel mindkét paraméter halmaz esetén lehetséges a fontossági min-tavételezés, ezért mindkét esetben létezik a kon�gurá
iók terének egy olyan kisrészhalmaza, mely az adott paraméterek melletti fontos kon�gurá
iókat tartal-mazza. Ez azt jelenti, hogy egy realisztikus ideig tartó szimulá
ió során az összesgenerált kon�gurá
ió ebb®l a halmazból kerül ki. Amennyiben a két halmaznaknin
s, vagy ki
si az átfedése, akkor beszélünk átfedési problémáról. Ekkor ugyanishiába rendelünk a (β0, m0, µ0) mellett generált kon�gurá
iókhoz új súlyokat, nemkaphatunk helyes eredményt, hiszen a (β,m, µ) paraméter értékek mellett fontoskon�gurá
iók hiányoznak. Az átfedési probléma legkellemetlenebb tulajdonsága,hogy nehéz, néha lehetetlen észrevenni. Tekintsünk egy extrém példát, melyben akét paraméter halmazhoz tartozó fontos kon�gurá
iók halmaza nagyon különböz®(például más fázist írnak le). Ekkor véges sok kon�gurá
iót generálva egyetlen-egy sem lesz a (β,m, µ) paraméterek mellett fontosnak számítók között. A w(U)súlyok hasonló nagyságrend¶ek lesznek, és látszólag jó eredményeket kapunk, kisstatisztikus hibával. Ha növeljük a statisztikát, el®fordulhat, hogy megjelenik egy2Ilyen esetekben ritkábban alkalmazunk átsúlyozást, hiszen közvetlen szimulá
ió is lehetsé-ges, de az átfedési probléma szemléltetésére kit¶n®en alkalmas.



64 4. FEJEZET. VÉGES KÉMIAI POTENCIÁLkon�gurá
ió, mely (β,m, µ) esetén fontos. Ebben a pillanatban ez a kon�gurá
ióóriási súlyt kap a többihez képest, és ez fog dominálni minden eredményt, tel-jesen megváltoztatva a korábbiakat. Amíg azonban ez nem történik meg, nemvesszük észre, hogy átfedési problémával van dolgunk. Pontosan ez történik aGlasgow-módszer alkalmazása esetén.A másik nehézség, mely a többparaméteres átsúlyozás esetén felléphet a márismertetett el®jel probléma. A determináns fázisa teljes egészében a w súlyokbanszerepel. Nagy µ esetén, mint láttuk, a kiejtések miatt már nem tudunk nullátólstatisztikailag megkülönböztethet® értékeket mérni. Ekkor a (4.7) kifejezés 0/0alakúvá válik és kezelhetetlen lesz. Azt várjuk, hogy ezt a ja
kknife hibaszámolásjól jelzi, ugyanis ez rész mintákon alapul és a kiejtések mértéke nagy mértékbenfügg attól, hogy mely rész mintát használjuk. Ezáltal nagy statisztikus hiba jelziaz el®jel probléma felléptét.Staggered fermionok esetén egy további problémával is szembesülünk. Azeddigi képletek a staggered formalizmusban négy kvark ízt írnak le. Kevesebbkvark ízt a már említett negyedik gyök trükkel szokás kezelni. Ekkor azonban a
w súlyokban megjelenik egy komplex szám tört hatványa, mely nem egyértelm¶.Ezt a problémát a következ® alfejezetben vizsgáljuk meg részletesen. Most amódszer szemléltetésére négy kvark ízt használunk.Vizsgáljuk meg, hogyan 
élszer¶ adott (β,m, µ) mellett a (β0, m0, µ0) szimu-lá
iós paramétereket megválasztani. Néha a kérdés fordítva merül föl: adott(β0, m0, µ0) mellett generált kon�gurá
iókból mely (β,m, µ) értékekre tudunk alegnagyobb biztonsággal átsúlyozni.A már korábban említett Glasgow-módszer a többparaméteres átsúlyozás egyspe
iális esete a β0 = β, m0 = m és µ0 = 0 választással. Látni fogjuk, hogy ez aválasztás a fázisdiagram meghatározásához nem szeren
sés.Már korábban említettük, hogy a pozitivitás érdekében µ0 = 0-t használunk.A kvarktömegben az egyszer¶ség kedvéért nem végzünk átsúlyozást, így m0 = mválasztással élünk. Kézenfekv® lehet®ség, hogy adott (β,m, µ)-höz úgy de�niál-juk β0-t, hogy a w(U) súlyok szórása minimális legyen. Ezt a de�ní
iót fogjukaz állapotegyenlet meghatározásánál használni. Léteznek azonban esetek, amikora �zikai intuí
ió egyszer¶bb megoldást kínál. Ilyen a fázisgörbe meghatározása.Mivel a fázisátmeneti vonal mentén szeretnénk mennyiségeket meghatározni (me-lyekkel aztán de�niáljuk a vonalat magát), vagyis (β,m, µ) ezen vonal mentén fogfeküdni, így 
élszer¶ β0-t úgy megválasztani, hogy az �zikailag hasonló szituá
i-óhoz tartozzon. Ez a pont pedig a µ = 0 QCD átmeneti pont. Fordítva: a µ = 0átmeneti ponthoz tartozó β0-nál generálva kon�gurá
iókat azt várjuk, hogy azátsúlyozás a β(µ) fázisgörbe mentén lesz optimális, hiszen itt a leghasonlóbbak a�zikai körülmények.



4.3. TÖBBPARAMÉTERES ÁTSÚLYOZÁS 65

µ
.

.

átmeneti vonal

átsúlyozás
többparaméteres

β

Glasgow−módszer

4.2. ábra. A többparaméteres átsúlyozás (kék görbe) összehasonlítása a Glasgow-módszerrel (fekete szaggatott vonal). Mivel a Glasgow-módszernél a hadronikus fázis-ban generáljuk a kon�gurá
iókat, sokkal kevésbé tudjuk a µ > 0 átmenetet leírni, minta többparaméteres átsúlyozás átmeneti kon�gurá
ióival.A 4.2 ábra illusztrálja a többparaméteres átsúlyozás el®nyét a Glasgow-mód-szerrel szemben. A Glasgow-módszer alkalmazása során 
sak µ-ben történik át-súlyozás, így µ = 0-n automatikusan a hadronikus fázisban generálunk kon�gurá-
iókat. Ezek a kon�gurá
iók lényegesen különböz®ek a fázisgörbe túloldalán lev®kvark-gluon jelleg¶ kon�gurá
ióktól, így nem meglep®, hogy az átsúlyozás kevésinformá
iót ad a fázishatárról. A többparaméteres átsúlyozás esetén a két fázishatárán generáljuk a kon�gurá
iókat. Így jóval nagyobb esélyünk van hasonlójelleg¶ átmeneti pontokba eljutni az átsúlyozással.4.3.1. Az Nf = 4 fázisátmenet µ > 0 eseténA leírtak illusztrálására vizsgáljuk a négy kvark ízt tartalmazó rendszert több-paraméteres átsúlyozás segítségével. A tört hatványok elkerülése érdekében mostnégy ízt használunk. További el®nye a négy íz használatának, hogy er®sebb fá-zisátmenetet várunk, mint 2+1 íz esetén, így jól láthatók a módszer el®nyei. A
supasz kvarktömegeket am = 0.05-nek választjuk és mindössze két kis rá
smé-retet (44 és 63 · 4 használunk. Els® lépésben mindkét rá
son megkeressük µ = 0-nazt a β = βc értéket ahol a fázisátmenet van. Ehhez a legegyszer¶bb a
P =

1

3

∑

x,µ<ν

ReTrUP (x;µν) (4.8)
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4.3. ábra. A plakett átlag eloszlása 44 rá
son µ = 0 és β = 4.982 esetén. A két
sú
súeloszlás fázisátmenetre utal.plakett átlag vizsgálata. Ez lényegében a Wilson mértékhatás. A 44 rá
son βfüggvényében megmérve a plakett átlagot, β = 4.982-nál ugrást tapasztalunk.A 4.3 ábra mutatja a plakett eloszlását ennél a β értéknél. A hisztogram 
sú
saikét jól megkülönböztethet® fázist jeleznek. Ezek 2.7 és 3 körüli plakett értékek-nek felelnek meg. Az ebben a pontban generált kon�gurá
iók tehát vegyesentartalmaznak kon�gurá
iókat mindkét fázisból.Alkalmazzuk a többparaméteres átsúlyozást ezekre a kon�gurá
iókra. Legyen
aµ = 0.3 és határozzuk meg két fontos �zikai mennyiség, a királis kondenzátumés a Poljakov hurok értékét átsúlyozással néhány β értékre. A 4.4 ábrán láthat-juk az eredményt. Jól látható, hogy β ≈ 4.94-nél mindkét mennyiség gyorsanváltozik, ami arra utal, hogy aµ = 0.3-nél itt történik a fázisátmenet. A követ-kez®kben megismerkedünk a Lee-Yang zérusok módszerével; ennek segítségévelpontosabban tudjuk de�niálni az átmeneti pontot.4.3.2. Az Nf = 4 fázisgörbe meghatározása Lee-Yangzérusok segítségévelA fázisátmenetek helyének és rendjének meghatározására jól használható a Leeés Yang által kidolgozott Lee-Yang zérusok módszere [72,73℄. Alkalmazhatóságá-nak feltétele azonban, hogy vagy valódi fázisátmenet legyen, vagy nagyon gyorsváltozással járó 
rossover. 33A µ = 0 esetben, a 3 fejezetben használt javított rá
s hatással ez a feltétel nem teljesült,ezért használtunk más módszert az átmenet rendjének és Tc-nek a meghatározására.
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4.4. ábra. A aµ = 0.3-re átsúlyozott Poljakov hurok (négyzetek) és királis kondenzátum(háromszögek) a β 
satolás függvényében. Mindkét mennyiség jelzi a fázisátmenetet
β ≈ 4.94 környékén.Tegyük fel, hogy rendszerünkben els®rend¶ fázisátmenet valósul meg. Ekkornagy V térfogaton az átmenet közelében két fázis egyszerre létezhet. Az állapot-összeg a

Z = e−
V
T
fA + e−

V
T
fB (4.9)alakba írható, ahol fA és fB a két fázis szabadenergias¶r¶sége. Az átmenetipontban T = Tc és fA = fB. A β 
satolás változtatásával a rendszert elhan-golhatjuk az átmeneti pontból. Ha az átmeneti pontban β = βc és bevezetjük

∆β = β − βc-t, akkor T és fB sorbafejthet® Tc, illetve fA körül. Kis ∆β-ra:
T = Tc + c1∆β +O(∆β2) fB = fA + c2∆β +O(∆β2) (4.10)valamilyen c1 és c2 konstans együtthatókkal. Ezeket a (4.9) állapotösszegbe beírva

Z az alábbi alakra hozható:
Z = e−

V
Tc
fA
(

eaV∆β + ebV∆β
)

, (4.11)ahol
a =

fAc1
T 2
c

b = a− c2
Tc
. (4.12)Tovább alakítva:

Z = 2 exp

(

−V
Tc
fA +

a+ b

2
V∆β

)

cosh

(

a− b
2

V∆β

)

. (4.13)



68 4. FEJEZET. VÉGES KÉMIAI POTENCIÁLAz els® tényez® nem lehet nulla, a második azonban igen, ha ∆β tisztán képzetesés:
Im∆β =

2

(a− b)V (k +
1

2
)π, (4.14)ahol k tetsz®leges egész. Tehát nagy térfogatok esetén a Z(β) függvény zérus-helyekkel rendelkezik. Ezek a Lee-Yang zérusok. A zérusoknál Reβ = βc és

Imβ ∝ 1/V . Tehát megkeresve Z zérushelyeit, a valós rész az átmeneti pontde�ní
iójaként használható, míg a képzetes rész 1/V skálázása jelzi az els®rend¶fázisátmenetet. A V → ∞ limeszben a képzetes rész nullához tart. Így generál-ják a Lee-Yang zérusok a szabadenergia szingularitását a valós βc-nél. Crossoveresetén természetesen nin
s szingularitás végtelen térfogaton sem, így a Lee-Yangzérusok nem érhetik el a valós tengelyt, képzetes részüknek véges értékhez kelltartaniuk. Numerikus vizsgálatokban általában a k = 0 zérust használjuk, ez vanugyanis legközelebb a valós tengelyhez, ami mentén a szimulá
iókat végezzük.A Lee-Yang zérusok meghatározását átsúlyozással végezzük. A szimulá
iós
β0 érték közelében komplex β értékekre meghatározhatjuk Z/Z0 értékét a (4.5)képlet alapján. Ehhez 
supán a súlyokat kell összeadnunk. Els® lépésben µ = 0-nál maradva Wilson hatás esetén a súlyok értéke:

w(U) = e−Sg(β)+Sg(β0) = e(β−β0)P (4.15)Tehát megmérve az Ui kon�gurá
iókon a Pi plakett átlagokat, a Lee-Yang zérusokmegkereséséhez a
∑

i

e(β−β0)Pi = 0 (4.16)egyenletet kell megoldanunk a komplex β síkon. A megoldás valós része fogjamegadni az átmeneti pontot. A Lee-Yang zérusokat rögzített, véges µ esetén ismegkereshetjük, ekkor a megoldandó egyenlet:
∑

i

(

detM(µ)

detM(µ = 0)

)

i

e(β−β0)Pi = 0, (4.17)vagyis a detM(µ)/ detM(µ = 0) hányadosokat kell meghatároznunk az egyeskon�gurá
iókon.Az egyenlet megoldását úgy végezzük, hogy egy kezdeti β érték körül sorbafejt-jük a bal oldalon álló kifejezést β-ban és megkeressük a közelít® Taylor-polinomzérushelyeit. A kezdeti β-hoz legközelebb lev® zérushely jó közelítéssel egy kere-sett Lee-Yang zérus, de pontosítás 
éljából megismételhetjük az eljárást ebb®l apontból indulva.A négy kvark íz esetében µ = 0-nál generált kon�gurá
iókon elvégeztük a leírtanalízist. A valós tengelyhez legközelebbi, k = 0-hoz tartozó Lee-Yang zérusokat
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aµ Re(βLY ) Im(βLY ) Re(βLY ) Im(βLY )(44 rá
s) (44 rá
s) (63 · 4 rá
s) (63 · 4 rá
s)0. 4.988(1) 0.0458(7) 5.040(2) 0.019(1)0.05 4.987(1) 0.0458(7) 5.038(2) 0.019(1)0.1 4.983(1) 0.0457(8) 5.033(2) 0.019(1)0.15 4.977(1) 0.0456(8) 5.023(2) 0.018(1)0.2 4.968(1) 0.0456(8) 5.009(2) 0.017(2)0.25 4.955(2) 0.0460(9) 4.993(3) 0.016(2)0.3 4.938(2) 0.0465(10) 4.975(3) 0.016(2)0.35 4.924(3) 0.0430(20) 4.965(4) 0.016(4)0.4 4.920(4) 0.0383(53) 4.959(4) 0.014(6)4.1. táblázat. A Lee-Yang zérusok helyei 44 és 63 · 4 rá
sokon.

4.5. ábra. Az Nf = 4 fázisdiagram Nt = 4 rá
sokon.



70 4. FEJEZET. VÉGES KÉMIAI POTENCIÁLa 4.1 táblázat foglalja össze. A Lee-Yang zérusok mindvégig a fázisgörbét jelölikki, így azok megkeresésével automatikusan a 4.2 ábrán illusztrált vonal menténhaladunk. A kisebb rá
son 13000, míg a 63 · 4 méret¶ rá
son 1200 függetlenkon�gurá
iót generáltunk. Ez nagyságrendekkel kevesebb, mint amennyivel aGlasgow módszer még eredménytelennek bizonyult.Annak ellenére, hogy a 44 és 43 · 6 rá
sok nagyon ki
sik, érdemes megadni afázisgörbét �zikai egységekben is. Ehhez a rá
sállandót kell meghatároznunk. Askálát a ρ mezon tömegével állítottuk be. Ala
sony β értékek esetén er®s 
satolásikifejtéssel [74℄, míg nagyobb β-nál korábbi eredmények felhasználásával [75, 76℄határoztuk meg mρ-t. Ezek alapján a rá
sállandót az
a = 0.0021β2 − 0.0244β + 0.0714 [MeV−1] (4.18)polinommal be
sülhetjük.A �zikai egységekben megadott fázisdiagramot láthatjuk a 4.5 ábrán. Fontosmegjegyezni, hogy a ρ mezon tömege a β → 0 er®s 
satolási limeszben korlátos,így Nt = 4 rá
sokon a legkisebb elérhet® h®mérséklet (ha mρ-val állítjuk be askálát) körülbelül 100 MeV. Ennek ismeretében nem meglep®, hogy az ábránlátható görbének ki
si a görbülete, a h®mérséklet nem esik 110 MeV alá.4.3.3. Nf = 2 + 1 íz használata µ > 0 eseténLáttuk, hogy négynél kevesebb kvark ízt staggered fermionok esetén a negyedikgyök trükkel tudunk leírni. Ez azt jelenti, hogy detM-et valamennyi korábbiformulában (detM)Nf/4-el kell helyettesítenünk. µ = 0 esetben tudjuk, hogya γ5 hermiti
itás miatt az egy ízt leíró kontinuum Dira
-operátor determinánsapozitív, így természetes, hogy mindig a pozitív gyököt választjuk a gyökvonássorán. Mivel µ > 0 esetén a fermion determináns komplex értékeket is felvehet(a kontinuumban is), a negyedik gyök nem egyértelm¶. A szabad staggered fer-mion mátrix sajátértékei négyszeresen elfajultak. Ez az elfajultság jelzi, hogyvalójában négy ízt ír le a modell. Ebben az esetben a determináns negyedik gyö-két könny¶ értelmezni: a sajátértékek szorzatába minden négyes 
soportból 
sakegyet veszünk be. Belátható, hogy a kontinuum limeszhez közel is hasonló 
sopor-tosulást mutatnak a fermion mátrix sajátértékei. Így az egy-egy 
soportban lev®sajátértékek fázisát átlagolva, abszolút értékükb®l pedig negyedik gyököt vonvatermészetes módon kiválaszthatjuk detM megfelel® gyökét [77℄. Sajnos a jelenleghasználatos rá
sokon ez a 
soportosulás nehezen azonosítható. A probléma egylehetséges megoldása, ha megköveteljük, hogy a

[

detM(µ)

detM(µ = 0)

]Nf/4 (4.19)



4.3. TÖBBPARAMÉTERES ÁTSÚLYOZÁS 71függvény a valós µ tengely mentén folytonos legyen [78℄. Látható, hogy mivelaz el®z® de�ní
ió is folytonos függvényt ad, így azokon a rá
sokon, amelyekenmindkét módszer m¶ködik, ugyanazt a gyököt adják.A folytonosság megvalósítása nem egyszer¶ feladat, ugyanis a determinánsokfázisa gyorsan változhat µ növekedésével. Így nagyon s¶r¶n meg kellene mérnünka determinánsokat ahhoz, hogy garantálni tudjuk a folytonosságot. Ehelyett azalábbi eljárással megadhatjuk a detM(µ) függvény analitikus alakját, melyneksegítségével a folytonosság könnyen garantálható.Els® lépésként végezzünk el egy temporális mértékrögzítést, azaz egy olyanmértéktranszformá
iót, melynek segítségével Ux;4 = 1 minden x4 < Nt−1 esetén,vagyis �az utolsó id®síkot kivéve� minden id®irányú link egységnyi. Ekkor afermion mátrix az alábbi alakú:
M(aµ) =















B1 eaµ 0 . . . e−aµT †

−e−aµ B2 eaµ . . .

0 −e−aµ B3 . . .... ... ... . . .
−eaµT















, (4.20)
ahol az id® irányt írtuk ki. A mátrix elemei 3N3

s × 3N3
s méret¶ mátrixok (a 3 aszínekb®l jön). A Bi mátrixok tartalmazzák az i. id®síkon a térirányú linkeket. A

T mátrix az utolsó id®sík id®irányú linkjeib®l áll. E tagok ellentétes el®jele a fer-mionok id®irányban antiperiodikus határfeltételének következménye. Szorozzukmeg a j. oszlopot e−jaµ-vel és a j. sort ejaµ-vel minden j = 1 . . .Nt-re, valamint abal széls® oszlopot (a teljes mátrixnak ez 3N3
s oszlopa) vigyük át a jobb oldalra.Mivel Ns mindig páros, ezek a lépések a determinánst nem változtatják. A mátrixezek után:















1 0 . . . e−NtaµT † B1

B2 1 . . . 0 −1... ... . . . ...
1 0

BNt −eNtaµT















. (4.21)A determinánst Gauss-eliminá
ióval határozhatjuk meg. A f®átlóban lev® egy-ségmátrixok segítségével könnyen eltüntethetjük az alattuk lev® Bi mátrixokat.Egyszer¶en Nt − 2 lépést tudunk elvégezni; ezek a következ® alakú 6N3
s × 6N3

sméret¶ mátrixra vezetnek:
(

1 + c1 · e−Ntaµ c2
c3 + c4 · e−Ntaµ c5 − eNtaµT

)

, (4.22)
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sak a Bi mátrixok függvényei, µ-t®l nem függenek. Az els®oszlopot szorozzuk meg −1-gyel, a másodikat pedig T †-tel. Mivel T 
supa uni-tér mátrixot tartalmaz, a determináns ezúttal sem változik. Egy utolsó Gauss-eliminá
iós lépés után (a második sorból levonjuk az els® c3-szorosát) az alábbimátrixra jutunk:
(

e−Ntaµ(−c1 − eNtaµ) c2T
†

e−Ntaµ(c3c1 − c4) (c5 − c3c2)T † − eNtaµ

)

. (4.23)A determináns így
detM(aµ) = e−3N3

sNtaµ det(P − eNtaµ) (4.24)alakba írható, ahol
P =

(

−c1 c2T
†

c3c1 − c4 (c5 − c3c2)T †

)

. (4.25)Ez a P mátrix karakterisztikus polinomjával arányos. Így P sajátértékeinek meg-határozása után detM(µ) tetsz®leges µ-re megadható analitikus alakban:
detM(aµ) = e−3N3

sNtaµ

6N3
s

∏

i=1

(eNtaµ − λi), (4.26)ahol λi a P mátrix sajátértékei. A sajátértékprobléma megoldása O(N9
s ) m¶vele-tet igényel. Az eredeti determináns közvetlen kiszámításához O(N9

sN
3
t ) m¶veletszükséges. Tehát nem
sak a detM(µ) függvényt sikerült analitikus alakban meg-adni, hanem a mátrix ritkaságát kihasználva a m¶veletek számának skálázásán isjavítottunk.4.4. A QCD kritikus pontjaA QCD fázisdiagramjának talán legérdekesebb pontja a kritikus pont. Láttuk,hogy µ = 0-n az átmenet 
rossover. Négy fermion köl
sönhatást tartalmazóNambu-Jona-Lasinio típusú e�ektív modellek nagy kémiai poten
iál és ala
sonyh®mérséklet esetén els®rend¶ átmenetet jósolnak [9℄. Ez azt jelenti, hogy az els®-rend¶ és a 
rossover tartomány valahol a fázisgörbe mentén találkozik. Ez a QCDkritikus végpontja. (A végpont kifejezés arra utal, hogy itt ér véget az els®rend¶átmenet.) Ebben a pontban (legalább egy ilyen pontnak kell léteznie, ha nagy

µ-nél valóban els®rend¶ átmenet van) másodrend¶ fázisátmenet valósul meg. Atöbbparaméteres átsúlyozás �ahogy azt négy íz esetén már láttuk is� lehet®séget



4.4. A QCD KRITIKUS PONTJA 73nyújt a fázisgörbe meghatározására a Lee-Yang zérusok segítségével. A Lee-Yangzérusok képzetes részének térfogatfüggése megadja az átmenet rendjét. A kritikuspont megkeresése három lépésb®l áll.El®ször megkeressük a valós tengelyhez legközelebbi Lee-Yang zérusokat akomplex β síkon több µ értéknél. Az átsúlyozáshoz szükséges determinánsok meg-határozásához a (4.26) képletet használjuk. Ezáltal tetsz®legesen s¶r¶n vehetjükfel µ értékeit, valamint a 2+1 kvark íz kezelése sem probléma. A Lee-Yang zéru-sok valós része kijelöli a fázisgörbét a β�µ síkon. Ezt az analízist több különböz®térfogaton is elvégezzük, majd a valós részek végtelen térfogati extrapolá
iójaadja meg a fázisgörbét a termodinamikai limeszben.A második lépésben valamennyi µ értéknél megvizsgáljuk a Lee-Yang zérusokképzetes részének térfogatfüggését. Az ImβLY értékeket az
ImβLY (V ) = Imβ∞

LY + c
1

V
(4.27)függvényalak segítségével extrapoláljuk a termodinamikai limeszbe. Láttuk, hogyels®rend¶ fázisátmenetnél a képzetes rész 1/V -vel arányos, tehát ekkor Imβ∞
LY =

0. Crossover esetén azonban véges értéket kapunk, mivel a Lee-Yang zérusoknem húzódnak rá a valós tengelyre. Az Imβ∞
LY (µ) függvény tehát meghatározzaaz átmenet rendjét.A harmadik lépésben a fázisgörbét és a kritikus pontot �zikai egységekbenis megadjuk. Ehhez a rá
sállandót kell meghatároznunk. Ez, ahogy korábbanis T = 0 szimulá
iók segítségével lehetséges. Az r0 és mρ értékét használjuk ará
sállandó meghatározásához.

aµ 0.1 0.2 0.3 0.4Re(βLY ); Ns = 4 5.151(1) 5.141(1) 5.127(2) 5.121(5)
102Im(βLY ) 5.56(8) 5.50(9) 5.42(15) 5.56(38)Re(βLY ); Ns = 6 5.193(1) 5.174(1) 5.152(3) 5.143(7)
102·Im(βLY ) 2.66(6) 2.54(9) 2.19(31) 1.82(39)Re(βLY ); Ns = 8 5.193(1) 5.172(1) 5.159(1) 5.140(1)
102·Im(βLY ) 1.38(6) 1.32(17) 1.31(18) 0.48(7)Re(βLY );Ns →∞ 5.201(1) 5.178(1) 5.162(2) 5.143(2)
102·Im(βLY ) 1.02(6) 1.12(11) 0.74(19) -0.25(10)4.2. táblázat. A Lee-Yang zérusok helye négy aµ értéknél Ns =4,6 és 8 rá
sokon,valamint a termodinamikai limeszben 230 MeV-es piontömegnél.A teljes analízist két különböz® könny¶ kvarktömegnél végeztük el. Az els®,régebbi munkában [78℄ a �zikainál körülbelül háromszor nagyobb kvarktömeget
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4.6. ábra. A Lee-Yang zérusok képzetes részének termodinamikai limesze aµ függvé-nyében 230 MeV-es piontömegnél.használtunk, ez 230 MeV-es piontömegnek felel meg. A 
supasz kvarktömegekértéke ebben az esetben amud = 0.025 és ams = 0.2. A szimulá
iókat háromkülönböz® rá
sméretnél végeztük, ezek mérete 44, 63 · 4 és 83 · 4 volt. A térfogatnyol
szorosára n®tt. A kon�gurá
iókat mindhárom térfogaton a µ = 0 átmenetipontban generáltuk. A három térfogaton rendre 14000, 3600 és 840 függetlenkon�gurá
iót generáltunk, ezeket használtuk az átsúlyozáshoz. A 4.2 táblázat-ban láthatjuk a Lee-Yang zérusok helyét néhány µ értéknél. A képzetes részek
V → ∞ extrapolá
iójával kapott Imβ∞

LY -t ábrázoltuk aµ függvényében a 4.6ábrán. Megállapíthatjuk, hogy ala
sony µ értékekre Imβ∞
LY pozitív, azaz az át-menet 
rossover. A kémiai poten
iál növekedésével Imβ∞

LY értéke 
sökken, majdnullává válik, ami az els®rend¶ fázisátmenet megjelenését jelzi. A pontok némi-leg �túll®nek� a nullán. Ez a jelenség a viszonylag kis térfogatok használatávalmagyarázható, már korábban is meg�gyelték például az elektrogyenge fázisát-menet vizsgálatánál [79℄. Leolvashatjuk a kritikus végpont helyét dimenziótlanegységekben: aµE = 0.375(20).A skála beállításához két β értéknél 103 · 16 méret¶ rá
sokon meghatároztuka pion és a ρ mezon tömegét, valamint az r0 Sommer paramétert és a σ húrfe-szültséget. Az eredményeket a 4.3 táblázat tartalmazza. Közbüls® β értékekrelineárisan interpoláltunk. A rá
sállandó beállításához a/r0 és amρ súlyozott át-lagát használtuk, súlyként a statisztikus hibák négyzetének inverzei szolgáltak.A 4.7 ábrán láthatjuk a �zikai egységekben megadott fázisdiagramot. Az átmenet
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β amπ amρ r0/a a

√
σ5.208 0.393(2) 1.22(2) 1.87(3) 0.58(7)5.164 0.393(2) 1.28(3) 1.76(5) 0.75(5)4.3. táblázat. A T = 0 szimulá
iók eredménye két β értéknél.h®mérsékletét a µB = 3µ barionikus kémiai poten
iál függvényében ábrázoltuk.A kritikus pont TE = 160 ± 3.5 MeV h®mérsékletnél és µE = 725 ± 35 MeVbarionikus kémiai poten
iálnál helyezkedik el. Ne feledjük, hogy ez az eredmény230 MeV-es piontömegnél, Nt = 4 rá
sokon született, anélkül, hogy elvégeztükvolna a kontinuum extrapolá
iót.Mivel a µ = 0 fázisátmenet rendje érzékeny a kvarktömegekre, a kritikus ponthelye is változhat, ha 
sökkentjük a kvarktömegeket. Ezért nagyon fontos, hogyazok �zikai értékénél is meghatározzuk a kritikus pont helyét [80℄. Az analízislépései ugyanazok, mint a nagyobb kvartktömeg esetén. A 4.3 táblázat adataialapján megbe
sülhet®, hogy milyen amud értéket kell választanunk a �zikai pi-ontömeg eléréséhez. Ez alapján ezúttal amud = 0.0092 és ams = 0.25 értékekethasználunk (a korábbihoz képest valamivel nagyobb ritka kvarktömeg a kaon tö-megének �zikai értéken tartásához kell). Ahogy a 2.4 alfejezetben láttuk, kiskvarktömegek használata rendkívül számítógépigényes. Ez az oka annak, hogynem közvetlenül a �zikai tömegekkel végeztük az els® analízist.A korábbi vizsgálatunknak egy másik pontján is javítunk: ezúttal nagyobbtérfogatokat használunk, a rá
sok mérete 63 ·4, 83 ·4, 103 ·4, 123 ·4. Mivel a deter-mináns meghatározásához szükséges diagonalizá
ió O(N9

s ) m¶veletet igényel, ígya térfogatok ilyen mérték¶ növelése is jelent®sen megnöveli a számítógépigényt.Ebb®l, illetve a �zikai kvarktömeg használatából adódik, hogy összesen 140-szertöbb gépid®t igényel ez az analízis, mint a korábbi.A Lee-Yang zérusok helyeit a 4.4 táblázat mutatja. A V → ∞ extrapo-lá
iót ezúttal is 1/V -ben lineáris függvénnyel végeztük. A 4.8 ábrán láthatjuk
Imβ∞

LY értékét aµ függvényében. Az ábráról leolvasható, hogy kis µ értékek ese-tén Imβ∞
LY értéke egyértelm¶en nem nulla, azaz az átmenet 
rossover. µ-t növelve

Imβ∞
LY eleinte nem változik, aztán 
sökkenni kezd és végül nullával konzisztenslesz. Ezúttal nin
s túllövés, az érték nagyobb µ értékekre is nullával konzisztensmarad. Ez a korábbinál nagyobb térfogatok használatának köszönhet®. A kriti-kus végpont helye rá
segységekben: aµE = 0.1825(75). Most négy térfogatunkvan, ezért megtehetjük, hogy kevesebb térfogatot használunk az extrapolá
ióhoz,és megvizsgáljuk, hogyan változik a végpont helye. A legkisebb és legnagyobbhárom térfogatot használva azt tapasztaltuk, hogy aµE értéke 
sak a statisztikus
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4.7. ábra. A fázisdiagram �zikai egységekben Nf = 2 + 1 kvark íz esetén 230 MeV-espiontömegnél. A szaggatott vonal a 
rossover tartományt jelzi, a folytonos vonal az els®-rend¶ fázisátmenetet. A kett®t elválasztó kritikus végpontot és annak bizonytalanságáta négyzet mutatja.hibán belül változik. Ez azt jelzi, hogy az extrapolá
ióhoz használt térfogatokelegend®en nagyok, aµE értéke számottev® térfogatfügg® bizonytalanságot márnem tartalmaz.Az utolsó lépés ismét a rá
sállandó meghatározása. Mivel T = 0 szimulá
iók-ban nehéz a �zikai kvarktömeg használata, így három, valamivel nagyobb kvark-tömeg mellett generáltunk kon�gurá
iókat. Mindhárom kvarktömegnél megha-tároztuk a pion, kaon és ρ mezonok tömegét, valamint r0/a értékét. A �zikaikvarktömeghez királis extrapolá
ió segítségével jutottunk el. A királis perturbá-
iószámítás vezet® rend¶ összefüggéseinek megfelel®en am2
π, am2

K , amρ és r0/aértékét a kvarktömeg lineáris függvényével illesztettük (a pion és kaon esetébenkonstans nélkül). Az extrapolá
ió után az mπ/mρ arány 0.188(2)-nek, míg az
mK/mρ arány 0.267(1)-nek adódott. A megfelel® kísérleti arányok 0.179 illet-ve 0.277, tehát jó közelítéssel sikerült a �zikai kvarktömegeket eltalálnunk. Ará
sállandót ezúttal is amρ és a/r0 súlyozott átlagából határoztuk meg. A �zi-kai egységekben megadott fázisdiagram a 4.9 ábrán látható. A kritikus végpont
TE = 162 ± 2 MeV h®mérsékletnél és µE = 360 ± 40 MeV barionikus kémiaipoten
iálnál található. µE értéke lényegesen ala
sonyabb, mint nagyobb kvark-tömegeknél. Ez megfelel a várakozásainknak. Csökken® kvarktömegek eseténer®södik a µ = 0 átmenet, és bár még 
rossover marad, a kritikus pont közelebb
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Re(µ) 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20Re(β0); Ls = 6 5.1863(9) 5.1839(9) 5.1800(9) 5.1749(11) 5.1713(14)
102Im(β0) 2.39(6) 2.39(6) 2.41(8) 2.41(13) 2.26(22)Re(β0); Ls = 8 5.1886(4) 5.1858(5) 5.1811(5) 5.1753(7) 5.1710(16)
102Im(β0) 1.32(2) 1.33(3) 1.33(3) 1.28(5) 0.98(12)Re(β0); Ls = 10 5.1892(3) 5.1865(3) 5.1821(3) 5.1758(8) 5.1751(11)
103Im(β0) 7.27(14) 7.26(15) 7.33(22) 6.44(74) 5.29(76)Re(β0); Ls = 12 5.1888(2) 5.1861(2) 5.1817(3) 5.1768(4) 5.1739(6)
103Im(β0) 4.95(12) 4.95(13) 4.88(20) 4.16(71) 2.07(74)Re(β0);Ls →∞ 5.1893(3) 5.1866(3) 5.1822(3) 5.1769(5) 5.1745(6)
103Im(β0) 2.12(14) 2.12(16) 2.14(23) 1.77(65) -0.39(77)4.4. táblázat. A Lee-Yang zérusok helye öt aµ értéknél Ns = 6, 8, 10 és 12 rá
sokon,valamint a termodinamikai limeszben �zikai piontömegnél.kerül a µ = 0 tengelyhez.4.5. A µ > 0 állapotegyenletA fázisgörbe és a kritikus pont meghatározása után rátérünk az állapotegyenletvizsgálatára [81, 82℄. Korábban nem volt olyan módszer, mely képes lett volnamegadni az állapotegyenletet µ > 0 esetén. A többparaméteres átsúlyozás mód-szere ezt lehet®vé teszi. Ahogy a korábbiakban, ezúttal is Wilson mértékhatást ésjavítatlan staggered hatást használunk Nt = 4 rá
sokon. A könny¶ kvarktömege-ket a �zikainál nagyobbra választottuk; ezek körülbelül 400 MeV-es piontömegnekfelelnek meg. Ezáltal a renormáláshoz szükséges T = 0 szimulá
iók közvetlenül,a választott tömegnél elvégezhet®k. A �zikai tömegek elérése és �nomabb rá
sokhasználata a további kutatások fontos feladata lesz.4.5.1. Az LCP meghatározásaAz állapotegyenlet meghatározásakor, ahogy korábban is, a β 
satolással vál-toztatjuk a h®mérsékletet. Mivel a h®mérséklet, és így a rá
sállandó is nagytartományban változik, fontos, hogy eközben az LCP mentén haladjunk. Ezúttala korábbiaktól eltér® módszert használunk az LCP megadására. A de�ní
ióhozszükséges három mennyiség a Tc átmeneti h®mérséklet, valamint az mud és ms
supasz kvarktömegek. Az állapotegyenlet megadásakor látni fogjuk ennek a vá-lasztásnak azt az el®nyét, hogy egyes deriváltak egyszer¶bbé válnak. Az LCPmentén tehát az mud/Tc és az ms/mud mennyiségeket konstanson tartjuk. A
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4.8. ábra. A Lee-Yang zérusok képzetes részének termodinamikai limesze aµ függvé-nyében a �zikai piontömegnél.
β amu,d amπ amK amρ r0/a5.09 0.02 0.3555(1) 0.8948(2) 1.361(9) 1.58(2)5.09 0.04 0.4978(1) 0.9235(1) 1.391(4) 1.58(1)5.09 0.06 0.6044(1) 0.9511(1) 1.423(4) 1.57(10)5.16 0.02 0.3630(2) 0.9061(3) 1.306(10) 1.73(3)5.16 0.04 0.5063(2) 0.9335(2) 1.344(8) 1.67(1)5.16 0.06 0.6129(1) 0.9603(1) 1.389(4) 1.64(1)5.19 0.02 0.3674(1) 0.9122(3) 1.287(8) 1.77(2)5.19 0.04 0.5063(1) 0.9337(2) 1.325(6) 1.72(1)5.19 0.06 0.6130(1) 0.9604(1) 1.366(2) 1.70(1)4.5. táblázat. A T = 0 szimulá
iók eredménye három β értéknél, valamint háromkönny¶ kvarktömegnél. A táblázatban szerepl® mennyiségek �zikai kvarktömegnél fel-vett értékét királis extrapolá
ióval határoztuk meg.
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4.9. ábra. A fázisdiagram �zikai egységekben Nf = 2 + 1 kvark íz esetén a �zikaipiontömegnél. A kék szaggatott vonal jelzi a 
rossover tartományt, míg a zöld folytonosvonal az els®rend¶ fázisátmenetet. A kett®t elválasztó kritikus végpontot és annakbizonytalanságát a piros négyzet mutatja.következ® értékeket használtuk:
mud/Tc = 0.384 ms/mud = 2.08 (4.28)Ez Nt = 4 esetén az átmeneti pontban (ahol Nt = 1/(aTc)) ams = 0.2 és amud =

0.096-nak felel meg.Az LCP-t ezek után a következ® módon határozzuk meg. Nt =4, 6, 8 és 10esetén meghatározzuk az átmeneti ponthoz tartozó βc 
satolást. A 
supasz dimen-ziótlan kvarktömegek értékét pedig automatikusan tudjuk az mi/Tc = (ami)Nt =

konstans összefüggés alapján. Az átmeneti pontok meghatározásához a Poljakovhurok szusz
eptibilitásának (〈|L|2〉 − |〈L〉|2) maximumát kerestük meg. A szi-mulá
iókhoz 83 · 4, 123 · 6, 163 · 8 és 163 · 10 méret¶ rá
sokat használtunk. Azeredményt a 4.6 táblázat tartalmazza. Természetesen érdemes megvizsgálni, hogyaz így kapott LCP mentén hogyan viselkednek a T = 0-n meghatározható renor-mált mennyiségek. Ehhez az LCP négy (β, ami) pontjában 143 ·24 méret¶ rá
sonmeghatároztuk a pion és a ρ mezon tömegét, valamint r0 és σ értékét. Ezeketszintén a 4.6 táblázatban találhatjuk. Látható, hogy ezeknek a mennyiségekneka dimenziótlan kombiná
iói nem állandóak. Ez nem meglep®, hiszen ennek afeltételnek 
sak a kontinuum limeszhez közel kell teljesülnie.Az állapotegyenlet megadásához természetesen négynél több pontban kell szi-mulá
iót végeznünk. Ezért a táblázatban szerepl® négy pont között interpolá
ió
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Nt β amud amπ amρ r0/a a

√
σ4 5.271 0.096 0.78514(6) 1.421(1) 2.02(1) 0.5889(9)6 5.4 0.064 0.6805(1) 1.048(1) 3.19(5) 0.3686(6)8 5.5 0.048 0.5595(13) 0.778(4) 3.96(9) 0.2697(5)10 5.58 0.0384 0.480(3) 0.637(4) 4.44(5) 0.2358(4)4.6. táblázat. Az LCP meghatározás eredménye (els® három oszlop) és néhány mennyi-ség értéke az LCP mentén (4-7. oszlopok). Az els® oszlop 
supán az LCP meghatáro-zásához használt Nt-t jelenti, ennek nin
s köze a kés®bbi T > 0 szimulá
iókhoz, melyekmind Nt = 4-nél történtek.segítségével közelítettük az LCP-t.4.5.2. A legjobb átsúlyozás vonalaAz állapotegyenlet megadásához több mennyiség várható értékét is meg kell ha-tároznunk µ > 0 esetén. Ehhez a többparaméteres átsúlyozás (4.7) képletéthasználjuk. A fázisgörbe meghatározásakor a µ = 0 átmeneti pontból indulvaautomatikusan optimális volt az átsúlyozás a fázisgörbe mentén. Jelen esetbenazonban az átmenetinél kisebb, és annál lényegesen nagyobb h®mérsékletekre isszeretnénk eljutni. Itt mát nem nagyon segít a �zikai intuí
ió, meg kell adnunk azátsúlyozáshoz optimális (β0, µ0) kezd®pontot (a tömegben ezúttal sem végzünkátsúlyozást), vagy adott kezd®pontra azokat a (β, µ) párokat, melyekbe optimá-lisan el tudunk jutni. Ezeket a görbéket hívjuk a legjobb átsúlyozás görbéjének.Mivel az átsúlyozás a w(U) súlyokon alapul, és annál megbízhatóbb, minél ke-vésbé �uktuálnak ezek a súlyok, így a következ® de�ní
iót használjuk. Rögzítsük

β0 értékét és legyen µ0 = 0, valamint m = m0. Adott µ esetén legyen β(µ) az a
satolás, melyre a
∑

i

(Re lnw(Ui; β, µ))2 −
(

∑

i

Re lnw(Ui; β, µ)

)2 (4.29)kifejezés, vagyis Re lnw(Ui) szórása minimális. A valós részre azért van szükség,mert a súlyok komplexek. Természetesen valós rész helyett abszolút értéket ishasználhatnánk, ez is hasonló vonalakat de�niálna. A legjobb átsúlyozás vonalaita 4.10 ábrán láthatjuk.A fázisgörbe megkeresése során a Lee-Yang zérusok jelenléte µ > 0 esetén je-lezte, hogy még nem szembesültünk az átfedési problémával. Most ezt nehezebbészrevenni, ezért érdemes az átfedés mértékét de�niálni. Ezt például a követke-z® módon tehetjük meg. Egy adott {Ui} kon�gurá
ió halmazra és adott (β, µ)
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4.10. ábra. A legjobb átsúlyozás vonalai a fázisgörbe alatt és felett. A piros vonal jelzia fázisgörbét, a két pontozott vonal pedig annak bizonytalanságát.

4.11. ábra. Az átfedés mértéke (2α) a kémiai poten
iál függvényében négy különböz®térfogat esetén Tc h®mérsékleten. A négy görbéhez tartozó rá
sok mérete (fentr®l lefelé):
63 · 4 (fekete), 83 · 4 (kék), 103 · 4 (piros) és 123 · 4 (zöld).
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4.12. ábra. Az (aµ)1/2 értéke négy rá
stérfogat mellett, valamint az illesztett
(aµ)1/2(V ) = cV −γ függvény.párra számoljuk ki a w(Ui) súlyokat. Rendezzük ezek után a kon�gurá
iókat asúlyok valós része szerint 
sökken® sorrendbe. Az átfedés mértéke legyen 2α, haa kon�gurá
iók els® α hányada adja az összes súly összegének 1−α hányadát. Ade�ní
ió alapján látható, hogy minél kevésbé egyenletesen oszlanak meg a súlyok,annál kisebb α értéke. Ha nem végzünk átsúlyozást és minden súly értéke azonos,akkor 2α = 1. A 4.11 ábrán láthatjuk 2α értékét a fázisgörbe mentén négy külön-böz® térfogatra. Látható, hogy növekv® µ-re 2α értéke 
sökken, mégpedig annálgyorsabban, minél nagyobb a térfogat. Mivel a w súlyok exponensben tartalmaz-zák a térfogatot, azt várjuk, hogy konstans µ esetén 2α értéke exponen
iálisan
sökken. Érdekesebb a helyzet, ha azt vizsgáljuk, hogy adott térfogaton mekkora
µ értékig m¶ködik az átsúlyozás. Ehhez érdemes de�niálni az (aµ)1/2 mennyisé-get, úgy, hogy adott V térfogatnál 2α((aµ)1/2) = 1/2. A 4.12 ábrán láthatjuk
(aµ)1/2 értékét a négy különböz® térfogat esetén. A pontokra (aµ)1/2(V ) = cV −γalakú függvényt illesztettünk, ahol γ ≈ 0.26 adódott.A kontinuum limesz szempontjából nagyon fontos γ értéke. Amennyiben
γ ≤ 0.25 teljesül, a kontinuum limesz során nem n® exponen
iálisan a szükségeskon�gurá
iók száma. Ugyanis, ha adott �zikai µ értékig akarunk átsúlyozássaleljutni, akkor aµ értéke a rá
sállandóval arányosan 
sökken. A rá
stérfogat (ezút-tal az euklideszi id® irányt is beleértve) a4-nel arányos. Tehát γ ≤ 0.25 esetén eltudjuk érni ugyanazt a �zikai µ értéket tetsz®leges rá
sállandó mellett úgy, hogyközben az átfedés mértéke ne romoljon.
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.

β

hadronikus fázis

átsúlyozás vonalai
legjobb

fázisgörbe

plazma
kvark−gluon

µ4.13. ábra. A nyomás kiszámításához használt integrálási görbék a β�µ síkon (kékvonalak). Els® lépésben µ = 0-nál az LCP mentén integrálunk valamely β értékig,majd a legjobb átsúlyozás vonala mentén (piros szaggatott görbék) haladunk tovább.4.5.3. A nyomás és az energias¶r¶ség meghatározásaAz állapotegyenlet meghatározása a µ = 0 esethez hasonlóan történik. Tekintsükröviden át, hogyan módosulnak a képletek a kémiai poten
iál bevezetése miatt. Anyomást ezúttal is az integrál módszer segítségével számíthatjuk ki, most azonbaneggyel több dimenziós a paraméter tér: a (β, amq, aµ) térben kell integrálnunk:
p

T 4
= N4

t

∫ (β,amq ,aµ)

(β0,amq0,aµ0)

d(β, amq, aµ)





1

NtN3
s





∂ lnZ/∂β

∂ lnZ/∂(amq)

∂ lnZ/∂(aµ)



 −

1

Nt0N
3
s0





∂ lnZ0/∂β

∂ lnZ0/∂(amq)

∂ lnZ0/∂(aµ)







 . (4.30)A par
iális deriváltakban ezúttal is felismerhetünk meg�gyelhet® mennyisé-geket. Mivel most Wilson mértékhatást használunk, így a β szerinti derivált aplakett átlaggal arányos: ∂ lnZ/∂β = −〈P 〉. A kvarktömegek most is a kirá-lis kondenzátumokat adják. Az aµ szerinti derivált az nq kvarkszám s¶r¶séggelarányos: ∂ lnZ/∂(aµ) = NtN
3
s 〈nq〉.
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iák eltüntetésére szolgál. Mivel a divergen
iák µ-t®lnem függnek, így a legegyszer¶bb a levonást a µ = 0-n számolt Z0 segítségévelmegtenni, vagyis µ0 = 0 választással élni. Ekkor a ∂ lnZ0/∂(aµ) derivált azonosannulla, mivel Z0 páros függvénye aµ-nek. Tehát a nyomás az alábbi alakba írható:
p

T 4
= N4

t

∫ (β,amud,ams,aµ)

(β0,amud0,ams0,0)

d(β, amud, ams, aµ)×










1

NtN3
s











〈−Sg/β〉
〈ψ̄ψud〉
〈ψ̄ψs〉

NtN
3
s 〈nq〉











− 1

Nt0N3
s0











〈−Sg/β〉0
〈ψ̄ψud〉0
〈ψ̄ψs〉0

0





















. (4.31)Az integrál kiszámításához tehát a plakett, a királis kondenzátumok és a kvark-szám s¶r¶ség várható értékére van szükségünk. Ezeket µ > 0 esetben a több-paraméteres átsúlyozás módszerével számítjuk ki. Az integrálást a 4.13 ábránlátható görbék mentén végeztük. El®ször nulla kémiai poten
iálnál integrálunkaz LCP mentén valamely β értékig, majd a legjobb átsúlyozás vonalát követjük.A renormáláshoz szükséges nulla h®mérséklet¶ járuléknál végig a µ = 0 tengelyenmaradunk.Az energias¶r¶ség de�ní
iója nemnulla kémiai poten
iál esetén:
ǫ =

T 2

V

∂ lnZ

∂T
− µT

V

∂ lnZ

∂µ
. (4.32)Az els® tag érvényes nulla kémiai poten
iál esetén. Így az ǫ − 3p kombiná
ióezúttal is tartalmaz egy rá
sállandó szerinti deriváltat, azonban a második tagmiatt lesz egy µ deriváltas tag is:

ǫ− 3p

T 4
= − N3

t

N3
s

a
∂(logZ)

∂a

∣

∣

∣

∣

µ

+
N3
t

N3
s

aµ
∂(logZ)

∂(aµ)

∣

∣

∣

∣

a

. (4.33)Amennyiben konstans aµ mellett deriválunk, ez a kifejezés így egyszer¶södik:
ǫ− 3p

T 4
= − N3

t

N3
s

a
∂(logZ)

∂a

∣

∣

∣

∣

aµ

. (4.34)Az energias¶r¶séget ezúttal is származtathatjuk a nyomásból, ám mivel mostközvetlenül tudunk T = 0 szimulá
iókat végezni, a (4.34) képletet használjuk
ǫ − 3p kiszámítására. A rá
sállandó szerinti deriváltat átírhatjuk a paraméterekszerinti deriváltakra:

∂

∂a

∣

∣

∣

∣

µ

=

[

∂β

∂a

∂

∂β
+
∑

i

∂(ami)

∂a

∂

∂(ami)

]

aµ=konstans

, (4.35)
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4.14. ábra. A nyomás µ = 0 esetén. A Stefan-Boltzmann limeszt a nyíl jelzi.ahol az összegzés a könny¶ és ritka kvarkokra értend®. A ∂β/∂a deriváltat ter-mészetesen az LCP mentén kell vennünk, hiszen a rá
sállandó változtatása soránaz LCP-t követjük. Ugyanez igaz a ∂(ami)/∂a deriváltakra is. Ezúttal az LCP-túgy de�niáltuk, hogy a 
supasz kvarktömegek konstansok, ezért ∂(ami)/∂a = miés ∂β/∂a = mi · ∂β/∂(ami). Visszahelyettesítve és beírva a deriváltak helyére ameg�gyelhet® mennyiségeket:
ǫ− 3p

T 4
= −N

3
t

N3
s

(

−〈P 〉 a∂β
∂a

∣

∣

∣

∣

LCP

+ 〈ψ̄ψud〉amud + 〈ψ̄ψs〉ams

)

. (4.36)Az állapotegyenlet meghatározásához az LCP mentén összesen 14 β értéknélpontonként átlagosan 1200 kon�gurá
iót generáltunk. A nyomás értékét ezúttalis megszoroztuk a Stefan-Boltzmann értékek arányával, ckont/cNt-vel. A kémi-ai poten
iáltól való függés hangsúlyozása érdekében bevezetjük a ∆p(T, µ) =

p(T, µ)− p(T, µ = 0) nyomáskülönbséget. Ezt is normáljuk a
cµ =

∆p(T →∞, µ)kontinuum

∆p(T →∞, µ)Nt=4
(4.37)hányadossal. Ennek értéke kiszámítható: cµ = 0.446. A µ = 0 nyomás a 4.14 áb-rán látható. Ennek segítségével tudjuk meghatározni a nyomás abszolút értékét

µ > 0 esetén. A 4.15 ábra mutatja ∆p értékét a h®mérséklet függvényében ötkülönböz® barionikus kémiai poten
iál esetén: a négy görbe µB =100, 210, 330,
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4.15. ábra. A ∆p nyomáskülönbség öt különböz® barionikus kémiai poten
iál esetén.A görbék (lentr®l felfelé) rendre µB =100, 210, 330, 410 és 530 MeV-nek felelnek meg.410 és 530 MeV-nek felel meg. Érdemes ∆p értékét elosztani ∆pSB = ∆p(T →
∞, µ) = Nfµ

2T 2/2-vel. A 4.16 ábra mutatja az így kapott görbéket. Látható,hogy ezek a görbék szinte teljesen függetlenek µ-t®l. Tehát, ha ezt az egy gör-bét és a µ = 0 nyomást (4.14 ábra) megadjuk, akkor ezekb®l p(T, µ) egy tágparaméter tartományban (T = 0.8 . . . 3Tc;µB = 0 . . . 530 MeV) jó közelítésselmeghatározható.Az ǫ−3p köl
sönhatási mérték látható a 4.17 ábrán négy kémiai poten
iál ér-ték esetén. Mivel a kémiai poten
iál bevezetésének 
élja nemnulla barions¶r¶ségelérése, mindenképpen érdemes a barions¶r¶séget (nB = nq/3) is megvizsgálni.A 4.18 ábrán láthatjuk a s¶r¶séget a h®mérséklet függvényében. Összehasonlítás-ként berajzoltuk a mags¶r¶ségnek megfelel® vonalat. Látható, hogy a mags¶r¶ségtöbbszörösét el tudjuk érni.
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4.16. ábra. A ∆p nyomáskülönbség a ∆pSB Stefan-Boltzmann limesszel normálva ötkülönböz® barionikus kémiai poten
iál esetén. A görbék µB =100 (lila), 210 (piros),330 (zöld), 410 (kék) és 530 MeV-nek (fekete) felelnek meg. Láthatjuk, hogy alig van µfüggés, az öt görbe egybeesik.

4.17. ábra. Az ǫ− 3p köl
sönhatási mérték öt különböz® barionikus kémiai poten
iálesetén. A görbék (lentr®l felfelé) µB =0, 210, 410 és 530 MeV-nek felelnek meg.
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4.18. ábra. Az nB barions¶r¶ség öt különböz® barionikus kémiai poten
iál esetén. Agörbék (lentr®l felfelé) µB =100, 210, 330, 410 és 530 MeV-nek felelnek meg. Összeha-sonlításként megadtuk a mags¶r¶ségnek megfelel® görbét is.



5. fejezetÖsszefoglalás, kitekintésA QCD fázisdiagramjának pontos ismerete fontos szerepet játszik a korai vi-lágegyetem megértésében és a nehézion ütközések leírásában. Az értekezésbenismertetett eredmények jelent®sen hozzájárulnak a fázisdiagram feltérképezésé-hez. Az eredmények összefoglalásán túl megkíséreljük megbe
sülni, hogy melyterületeken várhatóak jelent®s új eredmények a közeljöv®ben.Egy rá
stérelméleti eredmény akkor tekinthet® teljesnek, ha az a �zikailaghelyes paraméter értékek használatával (QCD esetén �zikai kvarktömegek hasz-nálatával) született és a kontinuum extrapolá
iót elvégezték.Meghatároztuk a QCD átmenet rendjét �zikai kvarktömegek használatával akontinuum limeszben. A renormált királis szusz
eptibilitás 
sú
sának véges méretfüggését vizsgáltuk. Az analízis azt mutatta, hogy a szusz
eptibilitás lényegébenfüggetlen a térfogattól, a V → ∞ limeszben nem divergál. Ebb®l arra követ-keztethetünk, hogy a QCD-ben nin
s fázisátmenet, 
supán analitikus 
rossover.Az analízishez Symanzik javított mérték- és stout javított staggered fermion ha-tást használtunk négy különböz® rá
sfelbontás mellett. Az eredmény teljesnektekinthet®. Végleges eredményr®l akkor beszélhetünk, ha legalább egy függetlenanalízis, lehet®leg más fermion regularizá
ióval meger®síti ezt. Eddig ilyen munkanem született.Mivel az átmenet 
rossover, h®mérséklete függ a pontos de�ní
ióhoz használtmennyiségt®l. Három különböz® mennyiség segítségével de�niálva, mindháromesetben meghatároztuk Tc értékét. Az els® mennyiség a renormált királis szusz-
eptibilitás, χψ̄ψ. A χψ̄ψ(T ) függvény maximum helye volt az els® de�ní
iónk. Amásodik mennyiség a ritka kvarkszám szusz
eptibilitás (χs). Ez esetben a χs(T )függvény in�exiós pontja adja Tc-t. A harmadik mennyiség a kvark bezárássalkap
solatos Poljakov hurok (L). Ebben az esetben is az in�exiós pont de�niáljaaz átmeneti h®mérsékletet.A meghatározott Tc-ket mindhárom esetben négy rá
sfelbontás segítségével89



90 5. FEJEZET. ÖSSZEFOGLALÁS, KITEKINTÉSextrapoláltuk a kontinuumba. Az eredmények:
Tc(χψ̄ψ) = 151(3)(3) MeV

Tc(χs) = 175(2)(4) MeV

Tc(L) = 176(3)(4) MeVMindhárom esetben az els® hiba a T > 0, míg a második a T = 0 analízisb®lszármazik. Látható, hogy a különböz® de�ní
iók lényegesen különböz® értéke-ket adnak. Az analízishez ezúttal is Symanzik javított mérték- és stout javítottstaggered fermion hatást használtuk. Ez az eredmény is teljesnek tekinthet®,de �az átmenet rendjéhez hasonlóan� itt is szükség van egy független analízisre.A legfrissebb független munkában mindössze két rá
sfelbontást használtak, melyinkonzisztens kontinuum limeszhez vezetett [59℄.Kiterjesztve az analízist ala
sonyabb és magasabb h®mérsékletekre, megha-tároztuk az állapotegyenletet két rá
sfelbontás mellett. Az integrál módszer se-gítségével megadtuk a nyomást a h®mérséklet függvényében a 0.8Tc . . . 3Tc tarto-mányban. Az integrálást természetesen az állandó �zika vonala mentén végeztük.Az energias¶r¶séget, az entrópias¶r¶séget és a hangsebességet a nyomásból szár-maztattuk. A két rá
sfelbontás még nem alkalmas megbízható kontinuum ext-rapolá
ió elvégzésére, legalább egy harmadikra szükség van. Ez a közeljöv®benvárható, az eredmény lehet®séget ad majd e kérdésnek a lezárására is.Nemnulla kémiai poten
iál esetén az el®jel probléma nagymértékben meg-nehezíti a vizsgálatokat. Kidolgoztuk a többparaméteres átsúlyozás módszerét,mellyel el®ször nyílt mód arra, hogy nemnulla kémiai poten
iált rá
s QCD segít-ségével tanulmányozhassunk. A módszer segítségével a µ = 0 átmeneti pontbangenerált kon�gurá
iók használatával is lehet®ség nyílik a fázisgörbe meghatározá-sára. Megkerestük a Lee-Yang zérusokat több különböz® kémiai poten
iálra. Ezde�niálta a fázisgörbét. Fizikai egységekre korábbi T = 0 eredmények felhaszná-lásával tértünk át.Az analízist négy kvark íz és egy rá
sfelbontás mellett végeztük, Wilson mér-tékhatás és javítatlan staggered hatás használatával. Ez volt az els® eredmény a
µ > 0 fázisdiagramra, melyet azóta több független analízis is meger®sített [83�85℄.Mivel a valóságban nem négy azonos tömeg¶ kvark van, ennek az analízisnek a f®jelent®sége a módszer tesztelése. Itt nyilván nem várható kontinuum extrapolá
ió.A többparaméteres átsúlyozás módszerét általánosítottuk négynél kevesebbkvark íz esetére. Ez lehet®vé tette a �zikailag érdekes 2+1 eset tanulmányozását.A nehézség abból adódott, hogy staggered fermionok esetén egy komplex számtört hatványát kell venni négynél kevesebb íz esetén, ez pedig nem egyértelm¶.A µ-ben való folytonosság kiszabásával egyértelm¶vé tettük ezt a választást.



91A 2+1 íz¶ QCD fázisdiagramját el®ször a �zikainál valamivel nagyobb töme-g¶ kvarkok esetén vizsgáltuk. A pionok tömege körülbelül 230 MeV volt. Meg-határoztuk a fázisgörbét �zikai egységekben. A rá
sállandó beállításához nullah®mérséklet¶ szimulá
iókat is végeztünk.A Lee-Yang zérusok képzetes részének térfogatfüggését vizsgálva meghatároz-tuk, hogy a fázisgörbe egyes pontjaiban mi az átmenet rendje. Azt tapasztaltuk,hogy egy kritikus µE érték alatt az átmenet 
rossover, fölötte els®rend¶. A kett®telválasztó kritikus végpont a µE = 725± 35 MeV barionikus kémiai poten
iálnálés TE = 160± 3.5 MeV h®mérsékletnél van. A véges térfogat analízishez háromtérfogatot használtunk.Ezután megismételtük az analízist a �zikai kvarktömegekkel, négy térfogatothasználva (melyek közül kett® is nagyobb volt, mint amelyeket korábban hasz-náltunk). A fenomenologikus várakozásoknak megfelel®en a kvarktömeg 
sök-kenése miatt a kritikus pont eltolódott kisebb µ értékek felé: az új értékek
µE = 360± 40 MeV és TE = 162± 2 MeV.Az irodalomban ezen az eredményen kívül 
sak alsó korlátot találunk a kriti-kus pontra [86℄. A közeljöv®ben várható, hogy a fázisdiagramot kis µ értékekresikerül �nomabb rá
sokon is meghatározni. Néhány éven belül meghatározhatóa fázisgörbe görbülete µ = 0-nál a kontinuum limeszben. A kritikus pont meg-határozása során már az el®jel probléma is gondot okozhat �nomabb rá
sokon.Ezért ebben a kérdésben lényegesen nehezebb be
slést adni. Néhány éven belülnem valószín¶ teljes, kontinuum extrapolált eredmény születése.A T�µ síkon a fázisgörbe alatti és feletti területen meghatároztuk az állapot-egyenletet. Ehhez az integrál módszert általánosítottuk. De�niáltuk a legjobbátsúlyozás vonalát, és e mentén hajtottuk végre a többparaméteres átsúlyozást.Megadtuk a nyomást, az energias¶r¶séget és a barions¶r¶séget a h®mérséklet ésa kémiai poten
iál függvényében.Az analízishez a �zikainál valamivel nagyobb, körülbelül 230 MeV-es pionnakmegfelel® kvarktömegeket használtunk. Ez az irodalomban az els® olyan munkamely meghatározta a µ > 0 állapotegyenletet. Kés®bb más, független munkák ismeger®sítették az eredményeket [87,88℄. A �zikai kvarktömeg elérése ma már nemjelent problémát. A kontinuum extrapolá
ió azonban, hasonlóan a fázisgörbéhez,
sak a µ = 0 tengely közvetlen közelében valószín¶síthet® a közeljöv®ben.
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