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1. fejezet

Bevezetés

A kvantum-szindinamika (QCD) az erds kolcsénhatas ma ismert legpontosabb
elmélete. A QCD elemi részecskéi ellentétben a Standard Modell altal leirt tobbi
részecskével mnem figyelhet6k meg kozvetleniill. A QCD Lagrange-fiiggvényében
szerepl6 kvarkokkal és gluonokkal a természetben csak kotott allapotok, hadronok
formajaban talalkozunk.

A QCD talan legfontosabb tulajdonsiaga az aszimptotikus szabadsag. Ala-
csony energidkon a csatolasi allando értéke nagy, azonban ez nagy energiak felé
haladva csokken, nulldhoz tart. Mig alacsony energidkon a csatolas nagy érté-
ke miatt a részecskefizika egyik legfontosabb eszkoze, a perturbacioszamitis nem
miikodik, az energiaskila novekedésével és az aszimptotikus szabadsag értelmé-
ben a csatolas csokkenésével lehetGség nyilik szorasok hataskeresztmetszetének
perturbativ szamolasara. A joslatokat a kisérletek is megerdsitik.

Alacsony energian (koriilbeliil 1 GeV alatt) a kotott allapotok és kolesonhata-
saik leirdsara nemperturbativ modszerekre van sziikség. A ma ismert legsziszte-
matikusabb nemperturbativ médszer a racstérelmélet. A Lagrange-fiiggvényben
szerepld tereket egy téridG racs pontjain értelmezziik, majd a racsallando sziszte-
matikus csokkentésével és a kontinuum-extrapolacio segitségével kapunk kontinu-
um eredményeket. Bar a racstérelmélet mar évtizedek ota létezik, a kontinuum
extrapolacio elvégése csak mostanra valt lehetségessé.

Az aszimptotikus szabadsag tovabbi kovetkezménye, hogy a csatolas nemcsak
nagyenergias {itkozések esetén, hanem magas homérsékleten is csokken. Igy azt
varjuk, hogy végtelen homérsékleten (a Stefan-Boltzmann limeszben) egy kol-
csonhatasmentes kvarkokbol és gluonokbol all6 gazt kapunk a hadronikus anyag
helyett. Ezek alapjan azt gondoljuk, hogy a két lényegesen kiilonb6z6 fazis kozott
fazisatmenet torténik valamilyen 7, h6mérsékleten, melynek értékét nagysagren-
dileg a QCD skala (=~ 200 MeV) kozelébe varjuk.

Nagy siirtiség esetén is, a magas hémérséklethez hasonléan azt varjuk, hogy
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a csatolas csokken és aszimptotikusan nagy strtiségeknél mar nincs kolecsonhatas
a kvarkok és gluonok kozott. Mivel racs QCD-ben a termodinamikai mennyisé-
geket altalaban a nagykanonikus allapotosszegbdl szarmaztatjuk, a stiriiséget a
kémiai potencial (u) segitségével szabéalyozhatjuk. A kémiai potencial novelésével
az atmeneti hémeérséklet folyamatosan csokken. A T pu sikon egy nemtriviélis
fazisdiagram rajzolodik ki.

A QCD magas hémérsékletii és stiriiségti viselkedésének vizsgéilata és a fa-
zisdiagram feltérképezése nem csak elméleti szempontbol fontos. A korai vilag-
egyetemben az Gsrobbanast kovetSen koriilbeliil 10™° masodperccel lezajlott az
atmenet és kialakult a ma koriilottiink megtalalhaté hadronikus anyag. Az dtme-
net rendjének és h6meérsékletének meghatarozasa hozzajarul a korai vilagegyetem
megértéséhez és kozmologiai kdvetkezményekkel is jarhat. Mivel a korai univer-
zumban a részecskék és antirészecskék szama majdnem egyenls, az a termodina-
mikai rendszer nagyon jo kozelitéssel = 0 kémiai potencidlnak felel meg.

A kisérleti nehézion fizika egyik fontos célja a fazisdiagram feltérképezése. A
hémérséklet és kémiai potencidl meghatarozasa az iitkozések soran nem konnyd
feladat. Minél nagyobb energiaval iitkoztetik a részecskéket, a T' — p sikon be-
jart trajektoria annél kozelebb van a pu = 0 tengelyhez. A korabbi alacsonyabb
energias iitkozések (példaul a CERN SPS gyorsitoban) a nagyobb p (koriilbeliil
150-200 MeV) tartoméanyt térképezték fol, mig a jelenleg is futé nagyenergias
RHIC gyorsito kisérletei az alacsonyabb (koriilbeliil 40 MeV) tartomanyt vizsgal-
jak. A jovébeli LHC gyorsit6 nehézion fizikai programja mar a u = 0 tengely
mentén fogja tanulmanyozni a termodinamikat. A darmstadti GSI-ben épiils
FAIR gyorsito CBM kisérlete kifejezetten a nagy p tartomanyt fogja vizsgalni.

A fazisdiagram nagy striiségi, alacsony hémeérsékletii tartomanya példaul
neutroncsillagok belsejének leirdsahoz adhat segitséget. A fazisdiagram pontos
ismerete eldonthetné azt a kérdést, hogy van-e kvarkanyag a neutroncsillagok
magjaban.

Jelen értekezés célja a QCD fazisatmenetének vizsgalata racstérelmélet se-
gitségével. ElsG lépésben meghatarozzuk az atmenet rendjét és az atmeneti
hémérsékletet nulla barionstiriiség mellett. Az eredmények azt mutatjak, hogy
nincs valodi fazisdtmenet, csak egy analitikus crossover a hadronikus és a kvar-
kok /gluonok altal dominalt fazisok kozott. Ennek megfelelGen, kiilonb6z6 mennyi-
ségekkel definialva kiilonb6z6, de egyértelmi értékeket kapunk 7,.-re. Az atmeneti
hémérsékleten tul az erésen kolecsonhaté anyag allapotegyenletét is meghataroz-
zuk.

Masodik lépésként tovabblépiink a 4 = 0 tengelyrél a nemnulla barionstri-
ségek irdnyaba. Ez a lépés a késGbbiekben részletezendd elGjel probléma miatt
nagyon nehéz. Mig a ;= 0 a&tmenettel kapcsolathan méar hisz éve vannak (ugyan
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1.1. 4bra. A QCD hipotetikus fazisdiagramja az mg—m,q stkon. A kozépsé nagy
tartoményban nincs fazisatmenet, mig a sarkokban levé (lila) tartoményokban elsérendii
dtmenetet varunk. Az els6rendii atmenetek hatéran, valamint az AE szakasz mentén
masodrendd az dtmenet.

nem kontinuum extrapolalt) eredmények, addig a fazisdiagram tobbi részérdl egé-
szen a kozelmiltig nem sikeriilt semmilyen kvantitativ eredményt elérni racstérel-
mélet segitségével. 2001-ben sikeriilt egy olyan eljarast kidolgoznunk, mely elGszor
tette lehetévé tobb fontos kérdés vizsgalatat. A modszer segitségével meghata-
rozzuk a fazisgorbét p kis értékeire, a gorbe mentén lokalizaljuk a QCD kritikus
pontjat, majd a u = 0 esethez hasonl6an megadjuk az allapotegyenletet is.

1.1. A QCD két fazisdiagramja

Miel6tt az eredmények ismertetését megkezdenénk, tekintsiik at, hogy milyen ké-
pet varunk a QCD fazisdiagramjarol. Az 1.1 abran lathatjuk a QCD egy hipoteti-
kus fazisdiagramjat az m,q konnyt és az my ritka kvarktomegek fiiggvényében. A
valosagban a kvarktomegek fix értékek, ezeknek az Abran minddssze egy pont felel
meg. Az dbra az dtmenet rendjére vonatkoz6 varakozasokat mutatja. A QCD
egy SU(3) mértékelmélet, melynek két olyan fontos hataresete van, ahol extra
szimmetridk vannak. Az egyik fontos hatareset a végtelen nehéz kvarkok esete
(az abra D pontja). Ez a tiszta SU(3) Yang-Mills elméletnek felel meg, melynek
a mértékszimmetrian tul egy Z(3) centrum szimmetridja van. Ez a szimmetria
magas hémérsékleten spontan sériil, a hozza tartoz6 rendparaméter a Poljakov
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hurok. A szimmetria sériiléséhez kapcsolodo fazisatmenet a felszabadité fazis-
atmenet, melynek soran a kvarkok bezarasa megsziinik. A fazisitmenetet racs
szamolasokkale 16szor SU(2) mértékelméletben vizsgaltak |1,2]. Késobbi anali-
zisek igazoltak, hogy az SU(3) Yang-Mills elméletben az adtmenet els6rendi és
koriilbeliil 270 MeV hémérsékleten torténik [3 7).

A masik fontos hatareset a nulla tomegi kvarkok esete (A és B pontok).
Ez esetben a QCD kirélis szimmetriaval rendelkezik. A bal- és jobbkezes kvar-
kok egymastol fiiggetleniil transzformalodnak, Ny darab nulla tomegi kvark ese-
tén (Az A pontban Ny = 2, a B pontban N; = 3) a teljes szimmetriacsoport
U(N¢)p x U(Ny)g. Nulla hémérsékleten a kiralis szimmetria spontan sériil, a
megfelel§ Goldstone-bozonok a pszeudoskalar mezonok (/N; = 2 esetben a harom
pion). Mivel a valosdgban a kvarktomegek nem nullak, a kiralis szimmetria csak
kozelitéleg teljesiil. Igy a mezonok tomege nem nulla (de lényegesen alacsonyabh
a tobbi hadron tomegénél). Magas hdmeérsékleten a kiralis szimmetria helyreall
a kiralis fazisatmenet soran. A rendparaméter a kiralis kondenzatum. A nulla
kvartomegii limesz vizsgalatara még nincsenek megbizhato racs eredmények. A
QCD-vel megegyez6 szimmetridkkal rendelkezs effektiv modellek segitségével le-
het vizsgalni az dtmenetet. Az eredmények azt mutatjak, hogy N; = 2 esetben
masodrendii O(4) univerzalitasi osztaly, mig Ny = 3 esetben elsérendi fazisat-
menet varhato [8]. Kozepes kvarktomegek esetén nem varunk fazisaitmenetet, igy
rajzolodik ki az 1.1 abran lathato Gsszetett kép. Az egyik fontos kérdés, melyre
véalaszt keresiink, hogy a fizikai pont melyik tartomanyban talalhato.

A QCD valodi fazisdiagramjanak egy lehetséges valtozatat lathatjuk az 1.2
abran a T' u stkon. Nulla hémérsékleten és nagy kémiai potencidlon modell sza-
molasok azt mutatjak, hogy elsérendii fazisaitmenet varhato [9]. Két nulla tome-
gl kvark esetén igy a p = 0-nal tapasztalhaté méasodrendd Atmenet és a nagy u
tartomanybeli els6rendd atmenet kozott 1éteznie kell egy P trikritikus pontnak.
Latni fogjuk, hogy a fizikai pont a crossover tartomanyban van, igy ez esetben a
crossover és az elsérendi tartomanyok kozt varunk egy E kritikus végpontot.

Nagy kémiai potencidlon kiilonosen érdekes jelenségeket varunk. Az aszimp-
totikus szabadsig miatt nagy stirtiségek esetén egy stirii, majdnem kolcsonhatas-
mentes fermionokbol all6 kozeg jon létre. Mivel a kvarkok kozétt vonzo kdlesonha-
tas van, ezért a szupravezetéshez hasonloan az SU(3) szimmetria spontan sériilhet
és kialakulhatnak Cooper-parok. Ezt a jelenséget hivjuk szin-szupravezetésnek.
Ennek az érdekes jelenségkornek a vizsgalata mar tilmutat az értekezés hatarain.

A dolgozat tovabbi szerkezete a kovetkezd. A 2. fejezetben roviden Gsszefog-
laljuk azokat a racstérelméleti modszereket, melyekre a késébbi fejezetek épiilnek.
Ezutan ratériink a nulla kémiai potenciél vizsgélatara a 3. fejezetben. Meghaté-
rozzuk a QCD &tmenet rendjét, az Atmeneti hGmérsékletet és az allapotegyenle-
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TA kvark—gluon plazma

v

1.2. Abra. A QCD egy lehetséges fazisdiagramja. Két nulla tomegii kvark esetén (piros
gorbe) a masodrendii (szaggatott) és az elsérendii (folytonos) tartomanyok kozott talél-
hato a P trikritikus pont. A valodi kvarktomegeket hasznalva (2 konnyti és egy nehéz iz;
kék gorbe) a crossover (pontozott rész) és az elsérendii (folytonos vonal) tartomanyokat

az E kritikus végpont vélasztja el egymaéstol.

tet. A 4. fejezetben kovetkezik a nemnulla kémiai potenciél vizsgalata. Az elGjel
probléma szemléltetése utan ismertetjiik a tobbparaméteres atsilyozas modsze-
rét. Ennek segitségével meghatarozzuk a fazisgérbét, a kritikus pont helyét és az
allapotegyenletet. Az 5. fejezetben az Osszefoglalason tul attekintjiik, hogy mi
varhato a kozeljovGben az egyes részteriileteken.
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2. fejezet

QCD termodinamika racson

A kovetkezGkben roviden attekintjiik a racstérelmélet fontosabb elemeit. Tel-
jes bevezetés helyett azokra az elemekre szoritkozunk, melyek a termodinamikai
vizsgélatok szempontjabol fontosak. Részletes racstérelméleti bevezetéshez java-
solhato a [10] referencia.

A termodinamikai mennyiségeket a nagykanonikus allapotosszegbhdl szarmaz-
tathatjuk. Az allapotosszeg euklideszi térelméletben a kovetkezd funkcionalinteg-
rallal adhaté meg:

Z = / DUDYDipe SrUP¥), (2.1)

ahol U a mértéktér (gluonok), ¢ és i pedig a fermion terek (kvarkok). A QCD
SU(3) mértékelmélet, a fundamentalis abrazolasban levs fermionokkal. Igy az U
meértéktér minden térid6 pontban, minden iranyra egy SU(3) matrix. A fermio-
nokat a Fermi statisztika miatt Grassmann valtozok reprezentaljak.

A Boltzmann faktorban szereplé Sk euklideszi hatas a mérték- és fermion te-
reknek a funkcionalja. A (2.1) képletben explicit modon nincs kiirva, de a hatas
tovabbi paraméterektdl is fiigg. Ezek: a 3 csatolasi allandéd (mely a kontinuum-
ban szokasos csatolassal a 3 = 6/¢g* kapcsolatban all), az m; kvarktomegek és
a (; kémiai potencidlok. Amennyiben t6bb kvark-izt szeretnénk leirni, minden
egyes kvarkhoz hozza kell rendelniink a megfelel§ ; tereket, a (2.1) képlet az
egyszertiség kedvéért csak egy kvarkot ir le. A természetben hat kvark van, ezek
koziil a harom legnehezebb (¢, b,t) joval nagyobb tomegii, mint az altalunk vizs-
galt energia tartomény, igy ezeket a racs szamolasokban nem szokés figyelembe
venni. Alacsony energian ezek a kvarkok nem szerepelnek a kezdeti- és végalla-
potokban és keltédni sem tudnak a folyamatok soran. A maradék harom kvark
kozil (u,d,s) a két konnyi kvark (u,d) tomege kozel azonos és sokkal kisebb
az s kvark tomegénél. Ezért racstérelméleti vizsgalatokban az m, = mg < msg
kozelitéssel szoktak élni, vagyis egzakt SU(2) izospin szimmetriat feltételeznek.

13
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A tovabbiakban mi is ezt kovetjiik, erre a kozelitésre 241 kvark izként fogunk
hivatkozni. Ezen kozelités jogossdgat tamasztja ala az is, hogy az izospin sértés a
hadronok szintjén (példaul a piontomegek felhasadasa) csak koriilbeliil 50%-ban
adodik a kvarktomegek kiilonbo6z6ségébdl, a maradék az elektromagneses effektu-
soknak tulajdonithato, mivel az u és d kvarkok kiilonb6z6 elektromos toltéstiek.
Igy a kvarktomegek kiilonbozGségének pontos figyelembevétele mar az elektro-
dinamika beépitését is megkdvetelné. A 241 iz kozelitéssel szazalék pontossagu
eredmények kaphatok, mely a racstérelméletben nagyon jonak szamit. A konnyt
kvarkok azonosnak vett tomegét a tovabbiakban m,g-vel jeldljiik.

Az integralasi mérték (DUDYDY) pontos értelmezéséhez regularizaciora van
sziikség. Ezen regularizdciohoz térid6 racsot hasznalunk. A folytonos téridé he-
lyett egy hiperkdbos A racsot vesziink. A terek értékét csak ezen racs pontjain,
illetve a szomszédos pontokat Gsszekots éleken (linkek) értelmezziik. Megmutat-
hato, hogy a kontinuumbeli mértékinvariancia fenntartasdhoz a mértéktereket a
linkeken, mig a fermion tereket a racspontokban kell értelmezniink. Az z € A
racspontokbdl kiindulo linkeket az (z;p) parral lehet jellemezni, ahol p a link
iranyat jelzi (u = 1...4). Ezaltal az integralasi mérték a kovetkezGképpen defi-
nidlhato:

pUDYDY = [ dUs, [] dv. [ v (22)
zeA,u=1...4 zeA zeA

Szemléletesen a funkcionalintegral ezzel a regularizacioval azt jelenti, hogy
minden lehetséges {U,@D,i/?} konfiguraciora Osszegezni kell az exp(—Sg) kifeje-
zést. Ez teljesen analdg egy négydimenzios klasszikus statisztikus fizikai rendszer
allapotosszegével, ahol az exp(—E/kT') Boltzmann faktorokat kell 6sszegezni min-
den lehetséges konfiguraciora. Az energia-funkcional szerepét (az 1/kT szorzotol
eltekintve) az euklideszi hatés jatssza. Lényeges kiilonbség azonban, hogy mig a
klasszikus statisztikus fizikai rendszerben a hémérséklet a Boltzmann faktorban
szerepel, esetiinkben a fizikai h6mérséklet a racs euklideszi id6 iranyu kiterjedésé-
vel forditottan aranyos. Belathato, hogy a (2.1) allapotosszeg éppen a statisztikus
fizikai allapotdsszeget adja, amennyiben a mértékterekre periodikus, a fermionok-
ra antiperiodikus hatarfeltételt szabunk ki az euklideszi id6 iranyban.

2.1. A racs hatas

A regularizicié soran természetesen az Sp hatéast is diszkretizalnunk kell. Ez a
lépés nem egyértelmd, kiilonb6z6 racs hatasoknak lehet ugyanaz a kontinuum li-
mesze. Az egyes hatasokat a kontinuum limeszhez kozeli skalazasuk kiilonbozteti
meg. Ha egy A megfigyelhetd mennyiség varhato értékét egy véges a racséallan-
donél kiszamitjuk, akkor az eredmény nem egyezik meg a kontinuum értékkel
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hanem attol a

(A)g = (A) +O(a") (2.3)

képlet szerint eltér. Az n kitevs a hatas regulariziciojatol fiigg. Minél nagyobb

a

az értéke, annal ,,jobb” a hatés, ugyanis annal nagyobb racsallandok esetén kap-
hatunk a kontinuum értékhez kozeli eredményt.

A legegyszeriibb diszkretizacié az, ha a kontinuum hatasban szereplé derival-
takat differencia-hanyadosokkal helyettesitjiikk. Az ennél jobban skalazo (vagyis
nagyobb n-val, vagy kisebb eléfaktorral rendelkezs) hatasokat hivjuk javitott ha-
tasoknak. A tovabbiakban Osszefoglaljuk a leggyakrabban hasznalt racs hataso-
kat.

Az Sg hatés altalaban felbonthato Sp = S,+ S alakra, ahol Sy a mértékhatas,
mely csak az U mértékterektdl fiigg, Sy pedig a fermion hatés, mely a mérték- és
fermion terek fiiggvénye.

A legegyszertibb mértékhatas a Wilson-hatas, mely az

Up(z; i) = UnepUp s apis Ul o U (2.4)

z4av;u - TV

plakettek Osszege, ahol i a p irAnyu egységvektort jeloli:

Sy.wilson = —3 (% Z ReTrUp(z; puv) — 1) (2.5)
T, u<v
Ez a hatas a legegyszertibb valds, mértékinvarians kifejezés, mely csak a mérték-
terek segitségével felépithetd. Megmutathato, hogy a kontinuum limeszben ez a
szokasos Yang-Mills hatasra vezet.

A hatas javitasa tovabbi mértékinvarians tagok hozzdadasaval lehetséges, me-
lyek koziil a legegyszeriibb a plaketthez hasonléan egy 2 x 1-es téglalap mentén
a linkek rendezett szorzata. Egy adott pontban és adott iranyokra ezt a hurkot
Usy1(x; pv)-vel jelolve a kivetkezd alaku hatast kapjuk:

Sy = —g <co Z ReTrUp(x; puv) + ¢ Z ReTrngl(x;;w)> (2.6)

z,u<v T, uFV
Megmutathato, hogy ez a hatas fagraf szinten javitja a skalazéast, ha az egyiittha-
tok teljesitik a ¢y + 8c¢; = 1 konzisztencia feltétlet és ¢; = —1/12. Az igy kapott
javitott hatéast hivjuk fagraf szint Symanzik javitott hatasnak.
A fermion terek diszkretizacidja lényegesen nehezebb, mint a mértéktereké. A
mértékterek esetéhez hasonld naiv diszkretizacié dimenzi6tlanitas utan a kovet-
kezG hatéasra vezet:

Stnaiv = Z [am@bw + % Z <QZ’xe;u7uwx+aﬂ - %Ul_aﬁ;“w%_m)] - (2.7)

T pn=1..4
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Kiszamolva azonban a szabad esetben (U = 1) a propagatort, azt talaljuk, hogy
az az els6 Brillouin zondban nem egy, hanem 16 polussal rendelkezik, vagyis ez a
naiv hatés a kontinuum hatéassal ellentétben 16 darab azonos tomeg( fermiont ir
le.

A probléma kikiiszobolésére tobb modszer is 1étezik. A két legelterjedtebb
a Wilson és a Kogut-Susskind féle regularizacio. Mivel a probléma abbol ered,
hogy a hatas csak elsG derivaltakat tartalmaz, a Wilson-féle megoldas lényege,
hogy egy méasodik derivaltat tartalmazo a&auauw tagot hozzdadunk a hatashoz.
Ez a kontinuum limeszben eltiinik, &m véges racsallando esetén a nemkivanatos 15
fermion tomegét megnoveli, mégpedig 1/a-val aranyosan. Igy a kontinuum limesz
felé kozeledve minddssze egy fermionunk marad, a tobbi lecsatolodik. Az aj tagot
tetszéleges r egytitthatoval beirhatjuk, altaldban » = 1-et szokés hasznalni. Ekkor
a hatas a

Sf,Wilson - Z

T

RS (@Exe;u(l + V) Warai + Vol _gpu(1— vu)wx_aﬂ)]

p=1...4

(2.8)
alakra hozhato a terek megfelelg atskalazédsaval. Ezen hatas hatranya, hogy a
nulla kvarktomeg limeszben is sérti a kiralis szimmetriat, mely csak a kontinuum
limeszben &ll helyre. Ebbdl az kovetkezik, hogy a kvarktomeg additiv modon is
renormalodik és a (2.3) képlet szerinti skalazas csupan linearis a-ban.

A Kogut-Susskind féle, staggered formalizmus lényege, hogy a fermion tér
spinor komponenseit szétosztjuk egy hiperkocka cstucsaira, majd egy spin-diagona-
lizaci6 utan csak egy komponenst hagyunk meg. Ezaltal a szabadsagi fokok szama
negyedére csokken, vagyis az igy kapott hatas varhatéan négy azonos tomegii
fermiont ir le. A hatés alakja:

_ 1 _ _
Sf,staggcrod = Z amxx + 5 Z Qs (X:EUm;yXx—i-a[L - XmUxT_aﬂWXm_ap>] ,

T p=1..4

(2.9)
ahol oy, = (—1)"+ %1 Itt, ellentétben a naiv, illetve Wilson fermionokkal, a
x fermion térnek csak egy spin komponense van. A tovabbiakban az egyszertiség
kedvéért a staggered fermionokat is 1)-vel fogjuk jelolni. Ezen formalizmus nagy
elénye, hogy a kiralis szimmetriabol egy U(1), x U(1)g rész megmarad, aminek
kovetkezményeként nincsen additiv tomegrenormélas és O(a?)-es eltérések van-
nak a kontinuum eredményekhez képest. Tovabbi elény, hogy a Dirac-indexek
hianya miatt a numerikus szamitasok lényegesen egyszertibbek és gyorsabbak. A
staggered fermionok f§ hatranya a mar emlitett maradék négyes degeneraci6. A
késGbbiekben részletesebben foglalkozunk azzal, hogyan lehet a fizikailag érdekes
2+1 izt megvalositani staggered fermionok segitségével.
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Tovabbi regularizaciok is lehetségesek, azonban a Nielsen-Ninomiya tétel ko-
moly gatat szab ezeknek a lehetGségeknek [11,12]. Eszerint ha egy regularizaciotol
megkoveteljiik a lokalitast, a helyes kontinuum limeszt és azt, hogy egy fermion
izt irjon le, akkor a kiralis szimmetria nem tarthat6. A koézelmultban sikeriilt
megalkotni a kiralis szimmetrianak egy olyan racs-valtozatat, amely nem sériil
az el6bbi feltételek mellett sem [13,14]. Az ilyen regularizaciokat kiralis fermio-
noknak hivjuk. Ez lenne a legtermészetesebb valasztas, azonban bonyolultsaguk
miatt e regularizaciok numerikus vizsgalata legalabb két nagysigrenddel nagyobb
szamitogép id6t igényel, mint a Wilson vagy staggered fermionok hasznélata. Az
els lépések (algoritmus kifejlesztése, kezdeti vizsgalatok kis racsokon) mar meg-
torténtek [15 20]. A kozeljovében varhato, hogy kiralis fermionok alkalmazasaval
komolyabb eredmények sziiletnek .

A (2.8) és (2.9) fermion hatasok alakjabol lathato, hogy mindkét esetben (és
ez altaldnosan is igaz) bilinearis a hatés a 1,3 terekben:

Sp =3 My (U)ty, (2.10)
z,y

ahol az M maétrix a (2.8) és (2.9) alakokbol leolvashato. Mivel a fermionokat
—ahogy korabban emlitettiik— Grassmann véaltozokkal reprezentiljuk, a funkci-
ondlintegral csupan egy-egy formalis Grassmann integral minden racspontban.
A numerikus szamitasok soran ezen integralok kezelése nehéz, a bozonikus te-
rekre alkalmazott modszerek nem hasznalhatdéak. Nem ismeretes olyan hatékony
eljaras az allapotosszeg szamolasara, mely a fermion terek szintjén miikodne. Sze-
rencsére a fermionikus integralok egzaktul elvégezhetGk. A Grassmann valtozok
integralasi szabalyaibol kévetkezik, hogy:

/ DiyyDipe™51 = det M(U), (2.11)
Vagyis a (2.1) allapotdsszeg az alabbi alakba irhato:
7 = / DU det M(U)e %) = / DU e 15o(U)-Indet M} (2.12)

Vagyis a fermionos elméletet visszavezettiik egy csupan mértéktereket tartalmazo
effektiv modellre, melyben a hatas: Seg. = S, — Indet M. Sajnos ez a hatéas, az
eredeti Sp = S, + Sy hatéassal ellentétben, nem lokalis, a det M fermion deter-
minans tetszélegesen tavoli linkek kozotti kolesonhatasokat is tartalmaz. Ez az
oka annak, hogy a teljes QCD numerikus vizsgalata lényegesen nehezebb, mint a
tiszta SU(3) mértékelméleté.

Amennyiben tébb kiilonb6z6 (vagy azonos) tomegii fermiont szeretnénk le-
irni, a hozzajuk tartozd 1; terek kiintegralasa egy-egy fiiggetlen determinanst
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eredményez. Kiirva a kvarktomegektdl valo fiiggést is:

Z(mi,ma,...my,) = /DU det M (mq; U) det M (myo; U) . .. det M (my,; U)e™ 50,

(2.13)
Wilson-fermionok esetén ez a formula kozvetleniil alkalmazhato 241 iz leirasara.
Staggered fermionok esetén azonban egy extra triikkot kell alkalmaznunk. Mivel
egy ¢ tér alkalmazasa esetén is négy fermiont ir le a staggered hatas, a fermion
szam novelésének analogidjara a négynél kevesebb szamu fermion a determinans
tort hatvanyaval irhato le. A

Z(Ny) = / DU [det M(U)|N/* ¢ 5aV) (2.14)

allapotosszegtdl azt varjuk, hogy Ny izt ir le a staggered formalizmusban. Azon-
ban egy ilyen modell lokalitasa kérdéses. Mig a (2.12) allapotosszegrdl lattuk,
hogy egy eredetileg lokalis elméletbdl szarmaztathato, a (2.14) esetben ez egyal-
talin nem nyilvanvald. A kérdést elméleti oldalrol jelenleg is vizsgaljak [21].
Valamennyi eddigi numerikus eredmény arra utal, hogy ez az tigynevezett negye-
dik gyok triikk (mivel egy izhez negyedik gyokot kell vonnunk) valoban alkalmas
egy fermion iz leirasara.

A tovabbiakban kizarolag staggered fermionokkal foglalkozunk, ugyanis az iro-
dalomban fellelhets eredmények donts tobbsége, beleértve a sajat eredményeket
is, ezzel a regularizicioval sziiletett. Ennek két oka van. Egyrészt a mar emlitett
gyorsasag, masrészt a részlegesen megmarado kirdlis szimmetria, mely a kiralis
fazisdtmenet vizsgalatanal fontos lehet.

Konkrét numerikus szamolasokban véges racsokat hasznalunk. A récs mérete
altalaban N3N, vagyis a harom térbeli kiterjedést azonosnak (N,) valasztjuk, de
fiiggetlennek az euklideszi id6beli kiterjedéstdl (IV;). A rendszeriink térfogata és
hémérséklete —ahogy mar emlitettiik— az alabbi kapcsolatban all a racs kiterjedé-
seivel:

1

= (Na)? T=—.
V= (Na)’, o

(2.15)
Ennek megfelelGen azokat a racsokat, ahol N; > N, nulla hémérsékletii, mig az
N; < Ny feltételnek megfelelGeket véges hdmérséklet racsoknak hivjuk. Termo-
dinamikaban altalaban egy sziik hémérséklet tartoményt vizsgalunk (az dtmeneti
hémérséklet kérnyékét, kivétel ez alol az allapotegyenlet meghatarozasa mely jo-
val nagyobb hémérsékletekig is torténet). Igy a masodik képlet alapjan lathato,
hogy alland6 hémérséklet mellett, ndvekvs N, egyre kisebb racsallandoknak felel
meg. Ezért a racs finomsagara altalaban az N; értékével szoktunk hivatkozni.
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A ma tipikus N, értékek 4, 6, 8 és 10, ezek az atmeneti hdmérséklet kornyékén
koriilbeliil @ =0.3, 0.2, 0.15 illetve 0.12 fm racsallandoknak felelnek meg.

A racsallando egy természetes A ~ 1/a levagast definial. A racstérelmélet
egyik nehézsége abbol a kovetelménybdl adodik, hogy az Osszes leirni kivant ré-
szecske tomege lényegesen kisebb legyen a levagasnal, ugyanakkor a tomeg inver-
zével aranyos Compton-hullamhosszuk beférjen a véges méretti racsba (ellenkezd
esetben szamottevs véges méret effektusokkal kell szamolnunk). Ha nagyon kii-
16nb6z6 tomegi részecskék vannak egy modellben, akkor ez komoly also korlatot
jelent N értékére. A QCD-ben a nukleon és a pion tomegének viszonylag nagy
aranya emiatt nagyon megneheziti a szamolasokat. Ez az egyik oka annak, hogy
a legtobb eddigi munkaban a fizikainal nagyobb kvarktomegeket hasznaltak, ez
ugyanis jelentGsen noveli a pion tomegét, mig a nukleon tomege alig valtozik. A
mésik ok, mely megneheziti a fizikai kvarktomegek hasznélatat, az algoritmusok-
kal kapcsolatos.

2.2. Korrelacios fiiggvények

Egy, az U és 1);,1; terek funkcionaljaként el6allo O mennyiség varhato értékét az
alabbi funkcionalintegral adja meg:

(0) = % / DUDYDYO [U, ), ] e~ 5 U0), (2.16)

A térelmélet operatoros felépitésében a téroperatorokbol felépitett O operator
fliggvények alakja formailag megegyezik az itteni alakkal és a kapott eredmények
a két formalizmusban azonosak: (O) = (O).

Nulla h6mérsékleten a tipikusan hasznalt mennyiségek a terek valamilyen in-
terpolald operatorainak n-pont fiiggvényei, ezen beliil is f6leg a kétpont fiiggve-
nyek. Legyen O egy ilyen interpoldlo operator. Példaul a pion operéator O =
1/_1ufy51/}d, ahol a fermion terek indexe az u és d kvarkokat jeloli. Az O operator
(euklideszi) id6fejlsdését a H Hamilton operator adja: O(t) = e#O(0)e . Igy
a kétpont fiiggvény egy |n) teljes rendszer beszirasaval a kovetkezs alakba irhato:

2
’ e~ (Bn—E0)t, (2.17)

(01 0)0() 10) = 3" [(01O|m)
Nagy t esetén a legkisebb olyan FE,-hez tartozo tag fog domindlni, melyre az
el6faktorban szerepl6 matrixelem nem nulla. Tehat egy adott kvantumszam csa-

tornaban egy megfelel§ kvantumszammal rendelkezé O operator kétpont fiiggveé-
nyének aszimptotikus exponencialis lecsengése adja a legalacsonyabb gerjesztés
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energiajat (tomegét). A £ korrelacios hossz forditottan aranyos a tomeggel. Ra-
cson, a racsallandot is kiirva £ = 1/(ma) adodik, ahol £ a racspontok szamaban
mért dimenzidtlan korrelacios hossz. Megfelel§ operdatorokat hasznéalva tetszéle-
ges hadron tomegét meghatarozhatjuk a racson.

2.3. A kontinuum limesz

A racstérelmélet célja természetesen az, hogy a kontinuum fizikara adhassunk jos-
latokat, nem pedig egy véges a racsallandd mellett. Mivel a regularizici6 éppen
a véges racsallando bevezetésével tortént, igy nem tudunk koézvetleniil a = 0-val
szamolni. A kontinuumot csupan hataresetként tudjuk értelmezni. Természete-
sen az a — 0 limeszt a (2.3) Osszefiiggéssel 6sszhangban akarjuk elvégezni, vagyis
a limesz sorédn a megfigyelhet§ mennyiségeknek véges értékekhez kell konvergalni-
uk. Ehhez a hatas csupasz paramétereit megfelelGen hangolni kell a racsallando
fiiggvényében. A paraméterek racsallando fiiggését a renormalasi csoport egyen-
letek adjak meg.

Lattuk, hogy tetszdleges hadron interpolalé operatoranak & korrelacios hossza
a hadron tomegével forditottan aranyos. Ha a fentiek szerint a kontinuum limesz
soran a hadron tomegét véges értéken akarjuk tartani, mikdzben a racsallando
nulldhoz tart, £ divergalni fog. Tehéat a kontinuum limesz az analog statiszti-
kus fizikai rendszerben egy kritikus pontnak felel meg. A statisztikus fizikaban
hasznalatos Kadanoff-Wilson féle renormalasi csoport alkalmazhaté a kontinuum
limesz leirasara. A renormélasi csoport transzforméaciéo megadja, hogyan kell a
hatast valtoztatni a racsalland6 novelése esetén ahhoz, hogy nagy tavolsagokon
ne valtozzon a fizika. Sajnos a hatas alakja oly mértékben bonyolultta valik,
hogy ez a moédszer a gyakorlatban nem alkalmazhaté '. Altalaban a kontinu-
um limesz soran (s6t altalaban, amikor a racsallando valtozik) a hatas alakjat
nem valtoztatjuk és mindossze néhany (a hatésban levs paraméterek szamaval
megegyez$ szami) mennyiségrdl koveteljiik meg, hogy éallandé legyen az értékiik.
Kijelolve ezeket a mennyiségeket, a racsallandé valtoztatasa egy gorbét defini-
al a csupasz paraméterek terében. Mas mennyiségeket hasznilva mas gorbét
kapunk. Egy-egy ilyen gorbét az allando fizika vonalanak (line of constant phy-
sics: LCP) hivunk. Nagyon fontos, ahogy az el6bb emlitettiik, hogy a kiilonb6z6
mennyiségekkel definialt LCP-k kiilonboz6ek, csupan a kontinuum limesz koze-
lében tartanak egyméshoz. Az LCP meghatarozasa altalaban nemperturbativ
modon torténik. A csupasz paraméterek kiilonb6z6 értékeinél megmeérjiik a fixen

1J6 skalazasi tulajdonsagokkal rendelkezd hatas megalkotasara alkalmas a renormalasi cso-
port egyenletek megoldésa és a hatasban megjelend tagok szaménak korlatozasa [22,23]
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tartani kivant mennyiségeket, majd néhany iteracié utan tudjuk meghatarozni az
LCP-t.

2.4. Algoritmusok

A racstérelmélet egyik f6 feladata a megfigyelhet6 mennyiségek varhato értékének
numerikus meghatarozasa. Ehhez sokdimenzios integralokat kell kiszamitanunk.
A mai tipikus racsméretek mellett az integralok akar 10° dimenziosak is lehetnek.
Nyilvanval6, hogy az ilyen sokdimenzios konfiguracios tér szisztematikus feltér-
képezése lehetetlen. Az integralokat csak Monte-Carlo mddszerek segitségével
tudjuk kiszamitani. E modszerek 1ényege, hogy véletlenszertien valasztunk tér-
konfiguraciokat és csak ezeken a konfiguraciokon értékeljiik ki a meghatarozando
mennyiségeinket. A legegyszeriibb modszernek az tiinhet, hogy (az integréalasi
meérték szerint) egyenletes eloszlassal generdlunk konfiguraciokat. Ez azonban
rendkiviil ineffektiv, ugyanis a Boltzmann-faktorban szereplG exponencialis fiigg-
vény miatt csak a lehetséges konfiguraciok nagyon kis szazaléka ad szamottevs
jarulékot az integralhoz. Egyenletes mintavétellel nagyon kicsi a valdszintisége,
hogy ezeket a konfiguraciokat kivalasztjuk. A ma ismeretes egyetlen hatékony
modszer a fontossagi mintavételezésen alapul. A konfiguracidkat nem egyenletes,
hanem p oc e % eloszlassal generaljuk. Ezaltal éppen azokat a konfiguraciokat
allitjuk elg, melyek nagy jarulékot adnak a varhato értékek kiszamitasakor. A
QCD esetében a teljes Sg euklideszi hatés a fermionokat leir6 Grassmann te-
reket is tartalmazza. A fontossagi mintavételezés a Grassmann valtozokra nem
értelmezhetd, ezért kell a fermionokat kiintegralnunk. A fermionikus integralok
elvégzése utan az allapotosszeg a (2.12) alakot veszi fel, vagyis a fontossagi minta-
vételezés soran p(U) o det M(U)e %) eloszlassal kell konfiguraciokat generdl-
nunk. Tegyiik fel, hogy van egy végtelen {U;} konfiguracié halmazunk, mely ezt
az eloszlast koveti. Ekkor konnyen lathato, hogy egy O megfigyelheté mennyiség
értéke a kovetkezdképpen szamithato ki:

ol
(0) = Nh_r)%oN;O(Ui). (2.18)
Konkrét numerikus szamitasok soran természetesen nem tudjuk elvégezni a li-
meszt az N-ben, hanem egy véges konfiguraciéo sokasdgon hatarozzuk meg a
mennyiségeink értékét. Az ebbdl addédo hibak becslésére a jackknife modszert
hasznaljuk [10].

A fontossagi mintavételezés alkalmazhatdsaganak nagyon fontos feltétele, hogy
det M (U) pozitiv valos szam legyen tetszéleges U konfiguraciora. Ellenkez eset-
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ben a det M (U)e %) kifejezés (megfelelGen normalva) nem értelmezhets valo-
szintliségként. Hogy e feltétel fontossagat érzékeltessiik, roviden attekintjiik az
egyik legegyszeriibb algoritmust, a Metropolis algoritmust. Valamennyi ma is-
mert algoritmus soran az U konfiguracidkat egymésbol szarmaztatjuk, melyek igy
egy Markov lancot alkotnak. A Metropolis algoritmus két 1épésbél all. Az els
lépésben az aktudlis U konfiguraciot véletlenszeriien megvaltoztatjuk, igy kapunk
egy U’ konfiguraciot. Ehhez az 0j konfiguraciohoz természetesen méas Boltzmann
suly tartozik, mint az eredetihez. A mésodik lépésben az U’ konfiguraciot

_as,det M(U')

P(U"«— U)=min |1
(U~ U) =min |1,e aet M (D)

(2.19)
valoszintiséggel elfogadjuk, ahol AS, = S,(U") — S,(U). Amennyiben nem fogad-
tuk el az j konfiguraciot (ennek valoszintisége 1 — P(U’ < U), akkor az U kon-
figuraciot tartjuk meg a kovetkez lépésre is. Lathato, hogy 0 < P(U' «— U) <1
pontosan akkor teljesiil, ha det M pozitiv valos.

Szerencsére ez a nemtrivialis feltétel az M fermion matrix (Dirac operator) v;
hermiticitasabol kovetkezik. E szerint:

Ez az egyenlGség konnyen ellendrizhets akar a kontinuumban, akar a (2.8) illetve
(2.9) racs hatéasok esetén.

Legyen v MT-nek egy sajatvektora A sajatértékkel. Ekkor \v = My =
Y5 M~sv, ahonnan Aysv = Mysv adodik, vagyis A M-nek is sajatértéke. Ugyan-
ez forditva is igaz, vagyis M-nek és MT-nek ugyanazok a sajatértékei. Ebbal
kovetkezik, hogy M sajatértékei vagy valosak, vagy komplex konjugdlt parok-
ba rendezhetGek. Ebbdl lathato, hogy det M mindig valés. A kontinuumban
és staggered fermionok esetén a tomegtelen Dirac-operator sajatértékei tisztan
képzetesek, vagyis a tomeges operator valos sajatértékei mindig pozitivak (meg-
egyeznek a kvarktomeggel). Ezekben az esetekben tehat det M > 0 is teljesiil
és egyenl@ség csak nulla kvarktomeg esetén allhat fenn. Wilson fermionok esetén
el6fordulhatnak negativ valos sajatértékek. Azonban ezek a kontinuum limeszhez
kozeledve eltinnek. Ebben az esetben vagy két azonos tomegi fermiont szoktak
hasznélni és ekkor (det M)? jelenik meg, ami pozitiv, vagy |det M|-t frhatunk a
determinéns helyett egy kvark iz esetén. Mivel a kontinuum limeszben det M
csak pozitiv értékeket vehet fel, az abszolut érték hasznélata nem befolyésolja a
kontinuum limeszt.

Mar most érdemes megemliteni, hogy nemnulla kémiai potencial esetén a -
hermiticitas nem teljesiil, igy semmi nem garantalja a determinans pozitiv valos
létét. Az allapotosszeg mindig valds, ezért hasznalhatjuk az integralas soran az
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integrandus valos részét. A determinans valos részének elGjele azonban pozitiv és
negativ is lehet. Ez az elGjel probléma, mely rendkiviili mértékben megneheziti
a nemnulla kémiai potencial melletti numerikus vizsgalatokat.

A korabban emlitett Metropolis algoritmus, bar pontosan a kivant eloszlassal
generalja a konfiguraciokat, nagyon nem hatékony. Ennek két oka van. Egyrészt
minden lépés megkivanja a determinansok egzakt kiszamitasat, mely a racspontok
N3N, szamanak kobével ardnyos szamt miiveletet igényel. A mésik ok, hogy az
egyméast kovetd konfiguraciok nem lesznek egymastol fiiggetlenek (sok esetben,
amikor nem fogadjuk el U’-t, akkor identikusak): az autokorrelacié nagyon nagy.

T6bb lényegesen hatékonyabb algoritmus is létezik, ezek koziil most nagyon
roviden a Hibrid Monte-Carlo (HMC) algoritmust ismertetjiik [24 26]. Tetszd-
leges pozitiv definit, hermitikus H matrix determinansat felirhatjuk bozonikus
segédterekkel az alabbi modon:

[ DO DD HE
[ DI Dpe-2T®

det H = (2.21)

Mivel az M fermion matrix nem hermitikus, igy altalaban a H = MTM mét-
rixot szokas a fenti kifejezésben hasznalni. Ez kozvetleniil alkalmas két (staggered
fermionok esetében nyolc) fermion iz leirdsara. Ny iz leirasara formalisan hasz-
nalhatjuk a H = (MTM)Ns/2 (illetve H = (MTM)N1/8) kifejezéseket. Ez azonban
tovabbi problémakat vet fel, melyekre késGbb visszatériink.

A két azonos tomegi izt leiro allapotiosszeg ekkor:

Z=C / DUDD Dpe o) (M1M) "o (2.22)

ahol a (2.21) kifejezés nevezGjét, mely csak egy irrelevans konstans szorzofaktort
ad Z-hez 1/C-vel jeloltiik. Vezessiink be a racs minden éléhez egy I1,, spurtalan
anti-hermitikus métrixot és legyen 11?/2 = 3~ T1,,|° /2. Szorozzuk meg Z-t az
1/C" = [ DIlexp (—I1%/2) konstanssal:

1

Z=C'C / DIDUDD Dpe /2= SaW)=T (MTM) " (2.23)

Tekintsiik az alabbi fiiggvényt, mint az U és II terek fiiggvényét rogzitett ®T,
mellett:

H(U,TL) = 112/2 4 S, (U) + & (M(U) M(U)) ™ @. (2.24)

E fiiggvény valtoz6i minden (x; u) linkre az Uy, és 11, matrixok. Tekinthetiink
ezekre gy, mint egy klasszikus mechanikai sokrészecske rendszer altalanos koor-
dinataira (U,,) és impulzusaira (II,,), mikézben H a Hamilton-fiiggvény. Ekkor
egy fiktiv ¢ id6 fiiggvényében a kanonikus egyenleteket megoldva olyan U(t) és
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II(t) trajektoriakat kapunk, melyek mentén H allando. Igy az U és II terekre
megvalosithato egy specialis Metropolis 1épés (egy olyan U’ 1’ vélasztas), mely-
nek soran (2.23) integrandusa nem valtozik és ennek megfelelGen az elfogadasi
valoszintiség 1. A ®F, ® terek frissitése kozvetleniil, igynevezett globalis hofiir-
dével lehetséges. A kanonikus egyenletek megoldasa természetesen numerikusan
torténik, igy H megmaradésa nem teljesiil egzaktul. Megmutathato, hogy az alta-
lanosan hasznalt leapfrog integralas esetén véges e lépéskozt hasznalva AH oc £2.
Ezért minden U(t), II(t) trajektoria végén el kell végezniink a Metropolis tesz-
tet, mert az elfogadési valoszintiség egynél kisebb lesz. A HMC algoritmus ezek
alapjan az alabbi lépésekbdl all:

1. Rogzitett U mértéktér mellett generalunk IT, &7 és ® konfiguraciokat a (2.23)
integrandusa szerinti eloszlassal. Ez kozvetleniil lehetséges.

2. Rogzitett ®T, ® mellett valamilyen véges e 1épéskozzel numerikusan integ-
raljuk a kanonikus mozgasegyenleteket ¢t = 0-t6l T-ig. Tipikusan 7" = 1-et
szokas hasznalni.

3. Az uj U’ konfiguraciot
P(U' + U) = min [1,e2"] (2.25)

valoszintiséggel elfogadjuk, II'-t pedig eldobjuk, hiszen a kovetkezd frissités
soran ujra generaljuk.

Belathato, hogy ezen 1épések ismétlése a kivant eloszlassal general mértékkonfigu-
raciokat. A numerikusan legtobb szamitast igényld feladat a 2. pontban szamolt
trajektoria minden lépésében, valamint a 3. pontban az (MTM)_1 ¢ kifejezés
kiszamitasa, vagy az ezzel identikus

= (M'M)x (2.26)

linearis egyenletrendszer megoldasa. Ez konjugdlt gradiens modszerrel a racs-
pontok szamaval ardnyos id6 alatt megoldhatd, mivel az M ritka matrix. A
megoldéashoz sziikséges iteraciok szama (és igy az id6) az M matrix kondicios
szaméval aranyos. M legkisebb abszolut értékii sajatértéke a kvarktomeg (Wil-
son fermionoknal ennél valamivel kisebb sajatértékek is elfordulhatnak), mig a
legnagyobb sajatérték nagyjabol konstans. Igy a megoldashoz sziikséges iteraci-
ok szama forditottan aranyos a kvarktomeggel. Ez a masik oka annak, hogy kis
kvarktomegek hasznalata racs QCD-ben nagyon nehéz.

Korabban emlitettiik, hogy egy iz leirdsdhoz formalisan az (MTM) kifejezés
tort kitevGs hatvanyat kell hasznalnunk. Ekkor a szokisos konjugdlt gradiens
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eljaras nem miksdik (MTM) N2 g (staggered esetben —N;/8 a kitevs) kisza-
mitasara. Megmutathatd, hogy az algoritmus 2. lépésében megoldhat6, hogy
tovabbra is csak egész kitevGs inverziot kelljen végezni. A 3. Metropolis 1épés-
ben azonban a tort kitevé nem keriilhet6 el. Sokaig nem ismertiink hatékony
eljarast a tort kitevs kezelésére, igy a legelterjedtebb algoritmus az R algoritmus
volt |27|, mely egyszeriien elhagyta a 3. 1épést. Ez természetesen nem egzakt, Am
mivel lattuk, hogy AH o €2, igy elegendden kis lépéskozt hasznalva a 2. 1épés
soran nem kovetiink el nagy hibat a 3. 1épés mell6zésével. Természetesen minden
R algoritmust hasznalé analizisnek tartalmaznia kellene egy ¢ — 0 limeszt, ezt
azonban tipikusan nem szoktdk elvégezni.

A kozelmultban sikeriilt kifejleszteni a racionalis Hibrid Monte-Carlo (RHMC)
modszert, melyben a tort kitevgji hatvanyokat racionalis tortfiiggvényekkel ko-
zelitik [28]. A racionélis tortfiiggvények jo tulajdonsagainak koszonhetGen 10-15
rend hasznalataval gépi pontossagig megkozelithets a tortkitevds inverzid egzakt
eredménye. Ezzel a modszerrel a HMC algoritmus mindharom 1épése végrehajt-
hato tetszGleges Ny esetén. Meglep6 modon azt tapasztaljuk, hogy az egzakt
RHMC algoritmus lényegesen gyorsabb a nem egzakt R algoritmusnal.
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3. fejezet

Nulla kémiail potencial

Az eredmények ismertetését a u = 0 esettel kezdjiik. Numerikus racs szdmi-
tasok segitségével meghatarozzuk a fazisdtmenet rendjét, az atmenet abszolut
hémérsékletét és az allapotegyenletet az atmenet kornyékén és magasabb hGmér-
sékleteken.

A termodinamikai vizsgélatok mindig két f6 1épésbdl allnak. Az atmenet vizs-
galata szempontjabol fontos mennyiségeket természetesen magas hGmérsékleten,
N > N, rdcsokon hatarozzuk meg. Az egyik 1épés tehat nyilvanvaléan a 7' > 0
szimulaciok.

Ahhoz azonban, hogy tudjuk, hogy hogyan kell a hatas paramétereit megva-
lasztanunk, illetve fizikai értéket (MeV-ben) tudjunk adni a hémérsékleteknek,
néhany meghatarozott (a paraméterekkel megegyezs szami) mennyiség értékét
ossze kell vetniink a kisérletileg ismert értékkel. Ugy kell a paramétereket behan-
golnunk, hogy ez az Osszevetés egyezést mutasson. Mivel jelenleg kizarolag nulla
hémérsékleti kisérleti eredmények ismeretesek megfelel6 pontossaggal ilyenek
példaul a hadronok tomegei— igy ezt a lépést csak T = 0 szimulaciokkal tudjuk
megtenni. Mivel ezen 1épés soran hatarozzuk meg a hatas paramétereit, melyeket
aztan a T > 0 futtatasoknal hasznalunk, célszert az analizist a T' = 0 szimulAaci-
okkal kezdeni, majd ezutan térni at a 7" > 0 lépésre.

3.1. A hatas megvilasztasa

A 2. fejezetben lattuk, hogy a kontinuum extrapolacié szempontjabol nagyon
fontos a racs hatas helyes megvalasztasa. Javitott hatast hasznalva lehetséges,
hogy elég nagyobb racsallandokat hasznalnunk, mint javitatlan hatéas esetében.
Masrészt viszont a javitott hatasoknak sokszor nagyon nagy a szamitasigényiik.
Célszerti olyan javitott hatast valasztani, mely nem noveli lényegesen a sziikséges
gépiddt, de javitja a kontinuum extrapolacié viselkedését. A mértékhatasok koziil
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a (2.6) fagraf szintii Symanzik hatés megfelel ezen feltételeknek, ezért a p = 0
vizsgalatok soran végig ezt hasznaltuk.

A fermion szektorban a staggered fermionok mellett dontéttiink. A dontés
legfontosabb okai a gyorsaség, illetve a kiralis szimmetria részleges megmarada-
sa. Emlitettiik, hogy a staggered fermionok négy azonos tomegt fermion izt irnak
le szabad esetben. Koélesonhato esetben a négy fermion tomege csak kontinuum
limeszben azonos, véges racsallandd mellett sériil az SU(4) iz szimmetria: a 15
megfelel6 pszeudoskalar mezon tomege kiillonb6z6. Ez az iz szimmetria sértés
olyan nagysagrendii, hogy a termodinamikaban hasznalatos racsallandok mellett
a masodik legkonnyebb pszeudoskalar is haromszor-négyszer nehezebb, mint a
legkbnnyebb. Ez a tulajdonsig természetesen a 2-+1 iz leirdsdhoz sziikséges ne-
gyedik gyok triikk alkalmazasa utan is megmarad. A bevezet&ben lattuk, hogy
a QCD atmenet rendje erGsen fiigg az izek szamatol és a kvarkok tomegeitdl,
igy fontos lenne, hogy az elérhetd racsallandok mellett minél kisebb legyen az iz
szimmetria sértése.

Az irodalomban ismeretes leghatékonyabb megoldas a mértékterek simitasa
(smearing). Ennek soran bevezetjiik az alabbi simitott linkeket:

Ux;u +p Z Uw;VUx"‘a’);“UxT"'aﬂ;V
VFE N

Vx;u = PSU(3) ) (31)

ahol Pgy(3) valamilyen projekciot jelol az SU(3) csoportra, p pedig konstans, a
simitas paramétere. Altalanos esetben megengedhetjiik, hogy p a u és v fiiggvénye
legyen, most azonban ezzel nem foglalkozunk. Az eljaras haromdimenziés racson
az alabbi modon szemléltethets:

V=P [ — +p('4_>’+u +m+u)] |

(3.2)

Az eredeti linkhez hozzdadjuk az tgynevezett kapcsokat (a tiiz6gép kapcsahoz
valo hasonlatossag miatt nevezziik igy Gket).

Amennyiben a fermion hatasban (és csak ott!) az eredeti linkek helyett az igy
definialt V' linkeket hasznaljuk, bizonyithatéan csokken az iz szimmetria sértés.
Komoly probléma azonban, hogy a P projekcié nem analitikus és ezt a szimulacio
soran hasznalt algoritmusok nem tudjak kezelni'. Az eljaras kis modositasaval
analitikussa tehetd a simitas [29|. Ezt a modszert nevezziik stout simitasnak. A
részleteket itt nem ismertetjiik, azok a referencidban megtaldlhatok. A simités

'Léteznek olyan algoritmusok, melyek tudjak kezelni a nem analitikus projekciot, ezek azon-
ban sokkal kevésbé hatékonyak, mint az RHMC algoritmus.
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3.1. Abra. Az iz szimmetria sértése a piontémeg négyzetének fiiggvényében az alabbi
racs hatasok esetén: MILC kollaboracio javitatlan hatas |30, 31|, MILC kollaboracio
ASQTAD javitott hatas 32|, Bielefeld csoport p4 javitott hatas [33] és az altalunk
hasznalt stout javitott hatds. A szimmetriasértés mértékét a két legkénnyebb pion
tomegnégyzetének kiilonbségeként definidltuk. Minden mennyiséget 7, = 173 MeV
négyzetével normaltunk [34]. A fiigg6leges kék vonal a fizikai piontomegnek felel meg.

hatékonysaga tovabb névelhetd, ha azt egymas utan tébbszor alkalmazzuk, vagyis
a mar simitott V tereket helyettesitjiik tjra és Gjra a (3.1) képlet jobb oldaléba.

Az altalunk valasztott fermion hatas a (2.9) staggered hatas kétszer simitott
stout linkekkel és p = 0.15 valasztassal. Valamennyi p = 0 vizsgalatunkhoz
ezt hasznaltuk. A 3.1 4bra mutatja az iz szimmetria sértését a fenti valasztas,
valamint néhany mas, az irodalomban hasznalt hatis esetén. Léathato, hogy a
stout hatas lényegesen kevésbé sérti az iz szimmetriat, mint mas hatasok.

3.2. T=0 szimulacidok

3.2.1. Az LCP meghatarozasa

A termodinamikai vizsgalatok soran altaldban tobb kiilonb6z6 hémérséklet mel-
lett szamoljuk ki a mérhet6 mennyiségek varhatd értékét. A hémeérséklet, mint
lattuk, a racs idgiranyu kiterjedésével forditottan aranyos: T = 1/(Nya). A
hémérséklet valtoztatasara igy két lehet6ség adodik, vagy a racspontok szamat,
vagy a racsallandot kell valtoztatni. Az el6bbi megoldas ritkan alkalmazhato6, mi-



30 3. FEJEZET. NULLA KEMIAI POTENCIAL

vel csak diszkrét 1épésekben tudjuk N;-t valtoztatni, igy altalaban a racsallando
valtoztatasaval szabalyozzuk a hémérsékletet. Ez azt is jelenti, hogy a 2. fejezet-
ben leirtak szerint a racsallando valtoztatasakor a hatas paramétereit megfelelGen
hangolnunk kell, hogy az allando fizika vonaldn (LCP) maradjunk.

Az LCP meghatarozasat két 1épésben végeztiik. Az elsd lépésben egy kozelitd
LCP-t hataroztunk meg, melynek mentén a kivalasztott fizikai mennyiségek 5-
10% pontossaggal megfelelnek a fizikai értékeknek [35]. Ezutén ezt az LCP-t
finomitottuk [36].

Mivel a hatasban harom paraméter van (a § csatolas és a két kvarktomeg),
harom mennyiséget kell valasztanunk. Ezek dimenzi6s mennyiségek, mig minden,
amit a racson szamolunk, dimenziotlan. Ezért az altalanossag megszoritasa nél-
kiil feltehetjiik, hogy a harom mennyiséghdl egy a racsallandé meghatarozasara
szolgal, mig két fiiggetlen dimenzidtlan hanyados az LCP-t definidlja. Természe-
tesen olyan mennyiségeket érdemes valasztani, melyeknek pontosan ismerjiik a
kisérleti értékét és melyeket a racson is egyszeri meghatarozni. Mivel a kiralis
perturbacioszamités szerint a pszeudoskalar mezonok tomegei (mpg) egyértelmi
kapcsolatban allnak az Gket felépits kvarkok tomegeivel (m%g o my), a kvark-
tomegek hangolasara érdemes e mezontomegeket hasznéalni. 241 iz esetében ez
a pionok m, és a kaonok myg tomegét jelenti. Harmadik mennyiségnek, a skéla
beallitasahoz pedig érdemes olyat valasztani, melynek kicsi a tomegfiiggése.

Korabbi munkakban a skala beallitasahoz a statikus kvark-antikvark potenci-
alt hasznaltak. Ennek egyik oka, hogy tiszta mértékelméletben is alkalmazhato.
A statikus kvark potencial a racson az ugynevezett Wilson-hurkok segitségével
hatarozhaté meg. Egy R x T méretd W, (R,T) Wilson-hurok a plaketthez ha-
sonl6 mennyiség, csak egy p = 1...3 térbeli irAnnyal megadott R X T" méretd
téglalap mentén szorozzuk Ossze a linkeket (a mésodik irany mindig az id6 irany).
Ezekbdl definialhatjuk a Wilson-hurkok atlagat:

W(R,T) =ReTr > W,u(R,T) (3.3)

z;p=1...3

Megmutathato, hogy két végtelen tomegt, egymastol R tavolsagra levs kvarkbol
allo rendszer szabadenergiaja (nulla hGmérsékleten ez egyszeriien egy V(R) po-
tencial):

V(R) = — lim %ln W(R,T). (3.4)

T—o00

A potencidlnak altalaban két karakterisztikus mennyiségét szokas hasznélni. Az
egyik a o hurfesziiltség, melynek definicioja ¢ = limg .o, dV(R)/dR. Mig o a
tiszta mértékelméletben, —ahol a potencial linearis nagy R-re— jol hasznalhato
mennyiség, addig QCD-ben a péarkeltés lehetGsége miatt a potencidl nem lesz
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linearis nagy tavolsagokra: a hur elszakad. Ennek ellenére nem egy esetben hasz-
naljak még ma is o-t a skala beallitasara.
A masik szarmaztatott mennyiség az tgynevezett Sommer paraméter, r,
melynek implicit definicioja [37]:
dV (R)

R*——~ = 1.65. (3.5)
dR |,

Mindkét mennyiségnek nagy hatranya, hogy kozvetleniil nem mérhet&ek, ér-
tékiik csak becsiilhetd, példaul nehéz kvarkokat tartalmazd mezonok spektrosz-
kopiajabol. A hurfesziiltség értéke /o ~440 MeV, mig rq legpontosabb értéke
paradox modon racstérelméleti szamolasokbol ismeretes (ahol természetesen més
modon volt a skala beallitva) [38,39|: 7o =0.469(7) fm.

Természetesen érdemesebb olyan mennyiséget valasztani, melynek kisérleti
értékét pontosan ismerjiik. Nyilvanvalo véalasztasnak tiinhet a nukleontomeg,
ennek értékét azonban a racson nehéz pontosan meghatarozni a nagy érték, illetve
véges méret effektusok miatt. Gyakran hasznalt mennyiség még a p vektormezon
tomege. A fizikai kvarktomegeknél azonban a nagy szélessége miatt kevésbé jol
hasznalhatd, mivel méar nem a kotott allapot a legalsé az adott kvantumszam
csatornaban.

Az altalunk vélasztott harmadik mennyiség a kaon leptonikus bomlasi al-
landoja fr = 159.8 MeV, melynek ez a kisérleti értéke 1% hibaval ismert és
a racson is nagy pontossaggal meghatarozhatd. Az m,, mg, fx valasztassal ro-
viden illusztraljuk a korabban leirtakat. A racson tetszéleges 3, am,q és amsg
dimenziétlan paraméter értékek mellett meghatarozhatjuk az am,, amg és afx
dimenziétlan mennyiségeket. Rogzitett G mellett allitsuk be am,q és am, érté-
két gy, hogy az (am,)/(afx) és (amg)/(afx) ardanyok megegyezzenek a fizi-
kai m./fx és mg/fx értékekkel. Igy kapunk egy am.q(3) és egy am,(f3) fiigg-
vényt. Ezeket hivjuk LCP-nek. A racsallandot a harmadik mennyiség definialja:
a=(afx)/(159.8MeV).
ségektdl, s csupan a kontinuum limeszhez kozel (mely § — oo-nek felel meg)
valnak eggyé a kiilonbozé LCP-k. Ennek ellenére az LCP meghatarozas els6
lépésében més mennyiségeket hasznaltunk, fx helyett a vektormezon tomegét
valasztottuk. Ezzel ugyanis lehetGség nyilt arra, hogy nagy kvarktomegek mel-
lett hatarozzunk meg egy kozelit6 LCP-t. Mint lattuk, a szimulaciok nagyon
érzékenyek a kvarktomegekre, ezért ez a modszer 1ényegesen gyorsabb, mint a
kicsi, fizikai tomegek hasznalata. A kirdlis perturbacidészamitas szerint harom
azonos, a ritka kvarkkal megegyez6 tomegii kvark iz esetén a pszeudoskalar me-
zon tomege (mpg) és a vektormezon tomege (my) az alabbi kapcsolatban &ll a
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3.2. dbra. Az 4llando fizika vonalanak elsé kozelitése Ny = 3 iz szimulaciok segitsége-
vel. A konnyt kvarkok tomege myq = mg/25.

fizikai tomegeknél definialt pion, kaon és ® mezon tomegekkel:

Mps/My |, . = (2mic —mZ)/mg. (3.6)

Ezen képlet alapjan Ny = 3 iz szimulaciok alapjan be tudjuk allitani a ritka
kvark tomegét. Egyszertien meg kell keresniink minden [-nél azt a pontot, ahol
ez az egyenl@ség a meghatarozott mpg, my értékekre teljesiil. Ezzel megadtuk az
amg () fiiggvényt. A pszeudoskalar mezon tomegek és a kvarktomegek kordbban
emlitett Osszefiiggésébdl a fizikai mezontdmegek beirdsaval konnyen megkaphat-
juk az my és myg kvarktomegek aranyat [40]: m,/myq =25. Igy tetszoleges [-ra
meghatarozhatunk egy kozelit6 LCP-t gy, hogy csak a ritka kvark tomegénél
kell 3 iz szimul4ciokat végezniink. A futtatdsokhoz végig 163 - 32 méretii racso-
kat hasznaltunk, a 8-t 3.1 és 4.0 kozott valtoztattuk. Az eredményt a 3.2 abran
lathatjuk.

Az LCP meghatarozasanak masodik lépésében ezen LCP mentén 6t pontban
meghataroztuk am,, amg és afx értékét. Mivel az LCP-nek megfelels u, d tome-
gek haszndlata T' = 0 racsokon til sok szamitogépid6t igényel, ehelyett ezeknek
3, 5, 7 és 9-szeresét hasznaltuk, majd kirdlis perturbacidoszamitas segitségével
extrapolaltunk a fizikai pontba. Mivel nulla h6mérsékleten ismertek az extrapo-
laciohoz sziikséges fliggvényalakok, megbizhat6 eredményt kaphatunk. Az adatok
azt mutattik, hogy a komplikalt kiralis perturbacidészamitasbol jové formulak he-
lyett azokkal konzisztens értékeket kapunk, ha m2, m% és fx értékét a megfelels
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0.25

3.3. abra. Az allando fizika vonala m,, mg és fx hasznédlata esetén.

mezont alkoté kvarktomegek Gsszegének mésodfokil polinomjaval illesztjiik. Mi-
vel a hasznalt LCP csak kozelitGen helyes és nem fx felhasznéalasaval késziilt,
igy a kapott tomegaranyok eltérnek a fizikai értékektsl. Kovetkezd lépésben a
partial quenching modszert alkalmaztuk tobb kiilonbo6z§ tomegre. Ennek lénye-
ge, hogy a kvarktomegek kis valtoztatasahoz nem generdlunk 1j konfiguraciokat
(mely a szamitogépids nagy részéért felels), hanem csak a korrelacios fiiggve-
nyekhez hasznalt operatorokba irjuk be a modositott tomeget. A tapasztalatok
azt mutatjak, hogy ezzel a modszerrel nagyon pontosan megkaphatjuk a hadron
spektrumot, ha a kvarktomegek csak 10-20%-ot valtoznak. Mivel az m,, tomeg
értékét kiralis extrapolacioval értiik el, itt nem jelent problémat més tomeghez
extrapolalni. Az m, értékét a kozelité LCP altal adott pontokhoz képest +20%-
kal valtoztattuk. Az igy kapott pontokbdl interpolaciéval mar nagy pontossaggal
meg lehetett hatarozni az m,, mg, fx altal definidlt LCP-t. Ezt a finomit6 ana-
lizist 5 pontban, 3 =3.3, 3.45, 3.55, 3.67 és 3.75-nél végeztiik el. Az igy kapott
LCP lathato a 3.3 dbran. Lathatjuk, hogy f6leg durva racsokon, azaz kis 3-nél
jelentGs eltérés van a két LCP kozott. Ez elsGsorban abbol adoédik, hogy mas
mennyiséget hasznaltunk a racsallando bedllitasdra a két esetben.

3.2.2. A skala meghatarozasa

A racsallandé még pontosabb meghatarozasihoz a masodik LCP mentén végez-
tiink 0j szimulacidokat. A konnyi kvarkokra ismét a fizikainal nagyobb tomegeket
hasznaltunk és innen extrapolaltunk. A futtatési pontok a 3.1 tablazatban talal-
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‘ 6] ‘ ams amyq | rdcsmeéret
3.33 1 0.23847 | 0.02621 | 123.24
0.04368 | 12%.24
0.06115 | 123.24
0.07862 | 123.24
3.45 | 0.15730 | 0.01729 | 163 - 32
0.02881 | 123.28
0.04033 | 123.28
0.05186 | 123.28
3.55 | 0.10234 | 0.01312 | 163 - 32
0.01874 | 16%-32
0.02624 | 123.28
0.03374 | 123.28
3.67 | 0.06331 | 0.00928 | 24332
0.01391 | 16%-32
0.01739 | 163-32
0.02203 | 14%.32
3.75 | 0.05025 | 0.00736 | 243 .32
0.01104 | 243-32
0.01473 | 16%-32
0.01841 | 16%-32

3.1. tablazat. A T = 0 szimul4cidkhoz hasznalt racs paraméterek és racsméretek.
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‘ g ‘ racsallando [fm] ‘
3.33 0.347(6
3.45 0.276(5
3.55 0.213(
3.67 0.150(3
3.75 0.122(2

3.2. tablazat. A racsallando fx segitségével meghatéarozott értéke az LCP mentén.

hatok. A generalt konfiguraciok szama 700 és 3000 kozott volt minden pontban.
A véges méret effektusok minimalizalasanak céljabol a récsok méretét mindig
ugy valasztottuk meg, hogy N,am, > 4 teljesiiljon. A kiralis extrapolaciot a
korabban emlitett moédon, a kvarktémeg masodfoka polinomjaval végeztiik. Az
m./ fx és my/ fx ardnyok hiban beliil megegyeznek a kisérleti értékekkel. Az fx
segitségével meghatarozott racsallandok a 3.2 tablazatban lathatok. Ezek utan
kozbiilsé 3 értékekre mind az LCP-t mind a skalat interpolacioval hatarozhatjuk
meg. Féleg a skéla esetén fontos a pontos interpolacio (a csupasz kvarktomegek
beallitasanal szazaléknyi eltérés nem okoz megfigyelhetd kiilonbséget a termodi-
namikai mennyiségekben), itt az Ina(f3) fiiggvényt kvadratikusan interpolaltuk.
Osszességében megallapithatjuk, hogy mind az LCP-t, mind a skalat sikeriilt
koriilbeliil 2% pontossaggal meghatarozni. Ennél nagyobb pontossigra nem is
érdemes torekedniink, ugyanis a mar korabban emlitett izospin szimmetria sértés
és az elektromagneses effektusok ebbe a nagysagrendbe esnek.

Az LCP és a skidla meghatarozasahoz harom mennyiséget hasznaltunk. E 1é-
pések utan mar valamennyi tovabbi megfigyelheté mennyiség a racs QCD joslata.
Erdekes megvizsgalni, hogy néhany tovabbi kénnyen meghatarozhatoé mennyiség
mennyire mutat jo egyezést a kisérleti értékkel a kontinuum limeszben. Amennyi-
ben mér elegendGen kicsik a racsallandok és a QCD val6ban az erds kolesonhatas
helyes elmélete, tokéletes egyezést kell latnunk. A 3.4 4bra mutatja a K* mezon
my+tomegét, a pion f, bomlasi allandojat, és az ry Sommer paraméter értékét
(valamennyit fr-val dimenzidtlanitva) az 6t kiilonb6z6 racsallando mellett. A
kontinuum extrapolaciot elvégeztiik a két- illetve harom legfinomabb racson mért
értékekbdl is. Ezek kiilonbsége megadja a kontinuum extrapoléacio szisztematikus
hibajat. Az abran lathatjuk a kontinuum extrapolalt értékeket is. Az mpg« és
fr esetében a kisérleti, mig az ry esetében a MILC kollaboracio altal mért ér-
tékkel [38] tudjuk Gsszehasonlitani az eredményt. Mindharom esetben tokéletes
egyezést latunk. Ez egyben azt is mutatja, hogy a legkisebb racsalland6ink méar
a skalazo tartomanyban vannak. Ha mas mennyiségekbdl hataroztuk volna meg
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3.4. Abra. a K* mezon tomege, a pion bomlasi alland6ja és az rqg Sommer paraméter
(fentrdl lefelé). Mindharom mennyiséget fx értékével dimenzidtlanitottuk. Az 6t racs-
alland6 mellett meghatarozott értékeken kiviil lathatjuk még a kontinuum extrapolalt
értékeket is. A kontinuum extrapolaciot két- illetve harom réacsallandé hasznélatéval
is elvégeztiik (szaggatott vonalak). A piros sdvok a fels két esetben a kisérleti, rofx
esetében racs eredményt mutatnak.

az LCP-t, ugyanazt a kontinuum limeszt kapnank.

3.3. A QCD Atmenet rendje

Az LCP és a skila meghatarozésa utan attériink a 7" > 0 szimulaciokra. Els6
feladatunk az dtmenet megkeresése és rendjének (elsérendii, masodrendi, vagy
analitikus crossover) meghatarozasa [41].

Mivel a korai vilagegyetem taguldsa soran lezajlott ez az atmenet, igy rend-
jének meghatarozésa nem csak elvi szempontbo6l fontos, hanem kozmologiai ko-
vetkezményekkel is jarhat [42]. Erds, elsérendii fazisatmenet esetén a gyors hiilés
soran a kvark-gluon plazma tulhtilhet, még miel6tt hadronanyagbol all6 buboré-
kok jelennek meg benne. Ezek a buborékok aztan gyorsan névekszenek, egymaéssal
titkoznek. Az iitkozések soran gravitacios hullamok keletkezhetnek [43]. A bubo-
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rékok hatara mentén nagy barionstriiségii anyagrészek maradhatnak, melyek a
sotét anyaghoz adhatnak jarulékot. A nukleoszintézis menetét is befolyasolhatja
egy erds elsérendii fazisitmenet [44]. Amennyiben a fazisitmenet gyenge, vagy
akar analitikus, ezek a jelenségek kizarhatok.

Az dtmenet rendjének meghatarozasara korabban modell szamolésokat végez-
tek, valamint racs QCD segitségével is torténtek probalkozasok tiszta mértékel-
méletben, illetve fermionok figyelembevételével [3 8,45 50|. E munkak egyike
sem tudott végleges véilaszt adni a QCD atmenet rendjére. Modell szamolasok
altalaban csak nulla, vagy végtelen kvarktomegek esetén hasznalhatok. Korabbi
racs analizisek a fizikainal nagyobb kvarktomegeket hasznéltak, és nem végez-
tek kontinuum extrapolacidot. Ezen eredmények egyik fontos tapasztalata, hogy
amennyiben megbizhat6 valaszt akarunk adni a fazisaitmenet rendjére, két fontos
dologra kell {igyelniink.

(1) Fizikai kvarktomegek hasznalata. A fazisitmenet rendjére vonatkozo
varakozasok ismertetésekor lattuk, hogy a kvarktomegektdl jelentGsen fiigg az at-
menet rendje. Harom azonos tomegi kvark iz esetében nulla és végtelen kvarkto-
megeknél is els6rendii az atmenet, mig kozbiils6 értékekre valdszinitileg crossover.
Mivel az dtmenethez kozeli hémeérsékleteken a kiralis perturbiciészamitas nem
alkalmazhato, igy nem tudunk magasabb tomegi eredményekbdl megbizhatoan
extrapolalni a fizikai kvarktomegekre. Kiilondsen igaz ez akkor, ha az extrapola-
ci6 soran atlépjiik a crossover és elsérendii tartomanyok hatarat. Kozvetleniil a
fizikai kvarktomegeknél (az LCP mentén) kell a 7' > 0 szimulaciokat végezniink.
Szerencsére a mai szamitogépes erGforrasok és algoritmusok ezt lehetévé teszik.

(2) A kontinuum limesz elvégzése. Véges racsallando esetén a diszkreti-
zacios hibak jelentGsen befolyasolhatjak az eredményt. Ezek a hibak a kontinuum
limeszben eltiinnek. A koévetkezG példa azt szemlélteti, hogy az dtmenet rendjét
illetGen mennyire fontos a diszkretizacios hibak eltiintetése. Harom azonos téme-
gt kvark iz esetén nulla kvarktomegnél elsérendi az atmenet. A kvarktomegeket
(és ezaltal a pszeudoskalar mezonok tomegét) novelve az dtmenet gyengiil, majd
egy mpg.. kritikus pszeudoskalar tomeghez tartozé értéknél masodrendiivé valik.
Magasabb kvarktomegekre nincs fazisatmenet. Az mpg.. értékét meghataroztak
N; = 4 racsokon két, kiilonb6z6 diszkretizacios hibakkal rendelkezd racs hatés
esetén. Javitatlan staggered hatast hasznalva mpg,. ~ 300 MeV [51|, mig p4
javitott hatast hasznalva mpg,. =~ 70 MeV [52|. A két érték azért is kiilondsen
érdekes, mivel a fizikai piontomeg értéke a ketts kozé esik. Tehat 140 MeV psze-
udoskalar tomegnél javitatlan hatast hasznélva N, = 4 racsokon els6rendi, mig
p4 hatassal ugyanezen racsokon crossover viselkedést tapasztalunk. Az dtmenet
tényleges rendjét ebben a harom iz QCD esetben csak a diszkretizacios hibak
eltiintetésével, vagyis a kontinuum limesszel lehet megmondani.
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Elsérendi fazisatmenet esetén a termodinamikai potencial elsG derivaltja nem
folytonos. Masodrendd atmenetrsl beszéliink, ha az els§ derivalt folytonos, és
csak a mésodik derivalt szingularis. Analitikus crossover sordn a termodinami-
kai potencial analitikus fiiggvénye az allapotjelz6knek, igy nincs a derivaltakban
szingularitas.

Véges racson a Z allapotosszeg egy pozitiv integrandus véges dimenzios in-
tegralja. Igy In Z derivaltjai folytonosak, nincs szingularitas. Valodi fazisatmenet
csak végtelen térfogaton lehetséges. Mivel végtelen térfogatot nem tudunk récson
numerikusan vizsgalni, az Atmenet rendjére véges méret skilazas segitségével ko-
vetkeztethetiink. ElsG- és masodrendi fazisatalakulasok sordn a termodinamikai
mennyiségek jellegzetes térfogatfiiggéssel rendelkeznek. Crossover esetén elegen-
dGen nagy térfogatokat hasznélva nincs térfogatfiiggeés.

A kovetkezGkben a kirdlis szuszceptibilitast vizsgéaljuk, melynek definicioja:

TnZ
Xow = ©—5—5—
vy vV om?2,

Rogzitett N; mellett a § csatolast valtoztatjuk gy, hogy kozben végig az LCP-

(3.7)

n maradunk. A 3.2 tablazat szerint ( novelése csokkenti a racsallandot, igy a
fix N; miatt né a hémérséklet. Tehat [ valtoztatasaval tudjuk a hémérsékletet
hangolni, és megkeresni az Atmeneti pontot: a x;,(3) fiiggvényben egy csticsot
varunk.

Elsérendi fazisatmenet esetén a véges méret skalazas a geometriai dimenzioval
kapcsolatos, a szuszceptibilitasi cstics magassaga V-vel aranyos, szélessége pedig
1/V-vel. Masodrendii atmenetnél a csiics magassaga végtelenhez tart, szélessége
pedig nullahoz a térfogat novelésével. Mindkettd a térfogat meghatarozott hat-
vanyaval ardnyos, melyet a kritikus exponensek hatiaroznak meg. Amennyiben az
atmenet analitikus crossover, a szuszceptibilitas elég nagy V esetén mar fiiggetlen
a térfogattol.

A 3.5 dbran lathatjuk a szuszceptibilitasi csucsokat Ny = 4 és N; = 6-0s ra-
csokon tobb térfogatra. Egy adott hdmérséklet tartomanyban a fizikai térfogat
az Ny/N, = TV'/3 dimenziétlan hanyadossal jellemezhets. Az abran lathato két
esetben Ng/N, értéke 3-tol 6-ig, illetve 3-t0l 5.3-ig valtozik. Ez az el6bbi esetben
nyolcszoros, utobbiban tobb, mint 6tszords valtozast jelent a térfogatban. Jol
lathato, hogy a csticsok semmilyen térfogatfiiggést nem mutatnak; ez a crossover
egyértelmi jele. Megallapithatjuk tehat, hogy N; = 4 és 6 esetén nincs fazisatme-
net. Ett6l azonban még el6fordulhat az a szerencsétlen eset, ami harom azonos
kvark iz esetén el6fordult, hogy a diszkretizacios hibak csokkenésével megvaltozik
az atmenet rendje. Ahhoz, hogy ezt kizarhassuk, meg kell vizsgalnunk a szusz-
ceptibilitas térfogatfiiggését a kontinuum limeszben. Ehhez azonban el6bb x,,
renorméaléasara lesz sziikség.
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3.5. dbra. A kiralis szuszceptibilitas a 3 csatolas fiiggvényében N; = 4 és 6 racsokon.
A nagy térfogatkiilonbségek ellenére a gérbék nem mutatnak térfogatfiiggést.

Csak olyan mennyiségeknek létezik kontinuum limesze, amelyek nem tartal-
maznak racsallandotol fiiggs divergencidkat. Megmutathato, hogy a —T7/V In Z

4 m2a=? és m* In a tipusi divergencidkat tartalmaz, ahol

szabadenergiasiirtiség a~
m barmely kvarktdmeg lehet [53]. Igy a kirdlis szuszceptibilités is tartalmaz kvad-
ratikus és logaritmikus divergencidkat, vagyis egy naiv a — 0 limesz csupan ezek-
re a divergencidkra lenne érzékeny. Tovabbi nehézség, hogy a szuszceptibilitast
a csupasz kvarktomeg szerinti derivaltként értelmeztiik, mely szintén tartalmaz-
hat logaritmikus divergenciat. Szerencsére ezek a divergencidk a m?2,0%/0m?2,
operatorbol kiesnek. A szabadenergiastirtiségb6l szarmazo6 divergenciaktol leg-
egyszeriibben gy szabadulhatunk meg, ha 7" = 0-n is meghatarozzuk xg, ér-
tékét ugyanazon racsallandonal, és ezt levonjuk a 7" > 0-n kapott értékbdl. A
kovetkezGképpen definidlhatjuk tehat a renormélt szuszceptibilitast:

m*AX(T) = mgy (Xgu(T) = Xy (T = 0)) . (3-8)

Az igy definialt mennyiség divergenciamentes, igy létezik kontinuum limesze. Ter-
mészetesen ehhez elGszor meg kell hataroznunk a szuszceptibilitas értékét nulla
hémérsékleten is. Ez azonban megtehets a skala beallitdsdhoz hasznalt racso-
kon. A négy kvarktomeg mellett megmert x;,, értékeket vezetd rendi kirdlis
perturbacioszamitas segitségével extrapolalhatjuk a fizikai kvarktomeghez. Az 6t
[ értéknél megmeért szuszceptibilitast ezutan interpolacioval terjeszthetjiik ki az
altalunk vizsgalt tartomanyon beliil tetszéleges 3 értékre.

Stratégiank ezek utan a kovetkezs: harom kiilonb6z6 Ng/N; érték mellett
meghatarozzuk az m?Ay renormalt szuszceptibilitds maximuméanak kontinuum
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3.6. dbra. A renormalt szuszceptibilitas kontinuum extrapolécioja harom térfogat
esetén, melyek N,/N; =3,4,5-nek felelnek meg. A szuszceptibilitast T%-nel dimenziot-
lanitottuk.

limeszét, majd a kontinuum értékek térfogatfiiggését vizsgaljuk. E térfogatfiiggés
alapjan aztan meg tudjuk hatarozni az &tmenet rendjét. Négy kiilonbo6z6 racsfel-
bontast hasznélunk, melyek N; = 4, 6, 8, 10-nek felelnek meg. A csticsokban x,,
értékét igy Osszesen 12 pontban hataroztuk meg, a hasznalt 7' > 0 racsok mérete
123 - 4-t61 483 - 10-ig terjedt. A generalt konfiguraciok szama 1500 és 8000 kozott
volt minden pontban. Néhany esetben a szamitogépes architektiira nem tette
lehet6vé bizonyos racsméretek hasznalatat. Ezekben az esetekben a legkozelebbi
térfogatoktol interpolaltunk/extrapolaltunk. Mivel a térfogatfiiggés mindenhol
minimalis volt, ezért ez az eljaras meghizhaténak bizonyult.

A 3.6 Abra mutatja a kontinuum extrapolaciokat az N, /N;—3, 4, 5-nek megfe-
lel6 térfogatok esetén. Mivel a staggered regularizacioban a vezets rendd diszkre-
tizacios effektusok a’-tel aranyosak, igy a szuszceptibilitasok értékét 1/N? fiigg-
vényében 4brazoltuk, mely konstans hémérsékletet feltételezve a-tel ardnyos.
Mindharom esetben lathatjuk, hogy az N, = 4 racsok még nincsenek a skalazo
tartomanyban, azonban az N; = 6,8, 10 racsokon mért eredmények mar lineari-
san fiiggenek a?-t6l. Igy ezeket a pontokat hasznalva a kontinuum extrapolacio
biztonsagosan elvégezhetd.

Analizisiink utolsé lépése m2Ay kontinuum értékének vizsgalata a térfogat
fliggvényében. Mivel fazisdtmenetek esetén szingularitast varnank végtelen tér-
fogaton, igy m2Ax helyett annak inverzét vizsgaljuk T*-nel dimenziotlanitva az
inverz térfogat fiiggvényében. A 3.7 abran lathatjuk az eredményt. Az 1/V =0
végtelen térfogati limeszben az inverz szuszceptibilitas értéke pozitiv:

T*/(m*Ax =22(2), (3.9)

)}V—u)o

mely 1lo-ra van a nullatél. Nagy biztonsaggal kizdrhato tehat, hogy valodi fa-
zisatmenet torténik a QCD-ben a hadronikus és kvark-gluon fazisok kozott. Er-
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3.7. 4bra. Az inverz renormélt szuszceptibilitas kontinuum limeszének térfogatfiiggése.
A folytonos vonal az 1/V-ben linearis végtelen térfogati extrapolaciot mutatja. A ponto-
zott és szaggatott vonalak feltételezett els6rendd, illetve O(4) méasodrendii fazisatmenet
esetén a legjobb illesztett gorbék.

dekességként felrajzoltuk az adatokra legjobban illeszkedd vezets rendd gorbéket
elsérendd és O(4) univerzalitasi osztalyba tartozé masodrendid fazisatmenetek
esetére. E lehetGségek megvalosulasanak a valosziniisége 10712 illetve 7 - 10713,

3.4. Az atmeneti hémérséklet

Miutan megallapitottuk, hogy nincs fazisditmenet a QCD-ben, attériink a cross-
over T, h6mérsékletének meghatéarozasara |36]. Az irodalomban t6bb olyan mun-
kat is taldlunk, mely 7, meghatirozasat tizi ki célul akar staggered, akar Wilson
fermionokkal [34,50,54 59]. Ezen analizisek mindegyikének vannak azonban hi-
anyossagai. Altalaban nem fizikai kvarktémegeket hasznalnak, nincs megbizhat6
kontinuum extrapolacio, pontatlan a skila beallitasa és figyelmen kiviil hagyjék
az atmenet crossover jellegét. Célunk az, hogy ezeket a hidnyossagokat kikiiszo-
boljiik és ezaltal megbizhato, néhany szazalék pontossagu értéket adjunk T,.-re.
Ehhez az alabbi négy problémara kell nagyobb hangsulyt fektetniink.

(1) Mar a fazisditmenet rendjének meghatarozasakor lattuk, hogy nagyon fon-
tos a fizikai kvarktomegek hasznalata a 7" > 0 szimulaciokban. Ez a T, megha-
tarozasa soran is igaz, ugyanis nem ismerjiik 7, pontos kvarktomeg fiiggését, igy
nagyobb kvarktomegektsl nem tudunk megfelel6 pontossédggal extrapolélni.
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(2) A kontinuum limesz végrehajtasa minden racs analizis esetén alapvetd fon-
tossagu. Lattuk az atmenet rendjének meghatarozasanal, hogy az N; = 4 racsok
még nem megbizhatéak, nincsenek a skilazo tartomanyban. Ahhoz, hogy egyal-
talan el tudjuk dénteni, fennall-e mér az a®>-ben linearis skalazas, legalabb harom
olyan racsallandora van sziikségiink, melyek mér ebben a tartomanyban vannak.
Mivel N; = 4 még nem ilyen, ezért minimalisan tovabbi harom racsallandora van
sziikségiink.

(3) Mint késébb latni fogjuk, 7. meghatarozasaban alapvetd szerepet jatszik
a skala pontos meghatarozasa. Bar még ma is viszonylag elterjedt az ry vagy o
hasznalata, mi a 3.2 szakaszban leirt kisérletileg kozvetleniil mérhetd mennyi-
ségeken alapulé— LCP-t hasznaljuk. A racsallandot ebben az esetben fg értéke
hatarozza meg.

(4) Mivel az atmenet crossover, ezért T, csak pontos definicio mellett értel-
mezhetd. Kiilonboz6 definiciok kiilonboz6 értéket adhatnak. Jol illusztrélja a
helyzetet a viz példaja. A 3.8 4bra mutatja a viz fazisdiagramjat a nyomas hé-
mérséklet sikon. A viz-g6z atmenet hémérsékletét tobbféleképpen definidlhatjuk.
Két példa az allando nyomasu fajhének (c,) vagy a sirtiség hémérséklet szerinti
derivaltjanak (dp/dT) a maximuma. A kritikus ponthoz tartozo p. = 22.064 MPa
nyomas alatt a fazisdtmenet elsérend, a kiilonb6z6 definiciok azonos T,.-t adnak:
a szingularitas helyét. Ha p > p., akkor nincs fazisditmenet, csak crossover. Mivel
nincs szingularitas, ¢, és dp/dT kiillonb6z6 helyeken veszi fel maximumat, mas
T.-t definidlnak.

Hasonlé a helyzet a QCD-ben is: nincs univerzalis T,, a kiilonb6z6 defini-
ciok eltérG eredményekre vezethetnek. Ezért fontos, hogy T,.-t mindig a pontos
definicioval egyiitt adjuk meg.

A kovetkez6kben harom kiilonb6z6 definiciét hasznalunk, és mindharomhoz
megadjuk T, értékét, melyek tobb mint 10%-kal kiilonbozhetnek egyméastol. Az
analizis mindharom esetben hasonloan megy. Ugyanazokat a 7' > 0 konfigu-
raciokat hasznalhatjuk, melyeket az atmenet rendjének meghatarozasihoz gene-
raltunk. E konfiguracidk lefedik az dtmeneti pont kornyékét az LCP mentén.
T, meghatarozasahoz meg kell hataroznunk ezeken a konfiguraciokon a definici-
onak megfelel§ mennyiséget, valamint a 3 csatolasnak megfelel6 racsallandokbol
a T = 1/N,a sszefliggés szerint a hdmérsékleteket. Mivel az atmenet rendjére
vonatkoz6d analizis azt mutatta, hogy N, > 4N, esetén méar nincs észrevehets
térfogatfiiggés, igy az Ny, = 4N, racsokat hasznaltuk N, = 4, 6, 8, 10 esetén.
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3.8. dbra. A viz fazisdiagramja a kritikus pont (CP) kornyékén. p.-nél kisebb nyomés
esetén az atmenet elsérendi (fekete vonal), mig p > p. esetén crossover. A crossover
tartoméanyban a fajhé ¢, és a stirtiség hdmeérséklet szerinti derivaltja (dp/dT") kiilonb6z6
T.-t definial (kek illetve piros vonalak). A szines savok a kisérleti hibakat jelzik [60].

3.4.1. Kiralis szuszceptibilitas

Els6 definicionk a mér kordbban definidlt xz,, kiralis szuszceptibilitason alapul. A
célunk T, kontinuum limeszének meghatarozasa, ezért fontos renormélt mennyi-
ségeket hasznalnunk a definiciok sordn. Lattuk, hogy x,, renormalésa m2Ax-re

vezet, melyet T-nel dimenzi6tlanithatunk. T,(xg,) értékét ezek utéan az m;fX(T)

fliggvény maximum helyeként definialjuk.

A 3.9 4bra fels6 részén lathatjuk m? Ay /T*-t a hdmérséklet fiiggvényében négy
kiilonb6z6 N, esetén. Azt varjuk, hogy a kontinuum limeszhez kozel, azaz nagy
Ni-re ezek a gorbék egybeesnek. Lathato, hogy az N; = 4 gorbe jelentGsen el-
tér a tobbitsl: a diszkretizacios effektusok ezeken a racsokon még meglehetGsen
nagyok. Az utolso két gorbe, N; = 8 és 10, azonban mar konzisztens egymaés-
sal. A gorbék maximuma jeldli ki az dtmeneti hémérsékletet mind a négy N,
esetén. A maximum helyének pontos meghatérozasiahoz a csics kozelében levi
pontokra kvadratikus gorbét illesztettiink. Az illesztési tartomanytol a cstics he-
lye enyhén fiigg, ezt szisztematikus hibaként vessziik figyelembe. A 3.10 abra bal
oldalan lathatjuk a négy N;-hez tartozo T, értékek kontinuum extrapolaciojat.
[smét megallapithatjuk, hogy az N; = 4 pont még nincs a skalazé tartomanyban,
a masik harom racsallandd azonban tokéletes skalazast mutat. Az extrapola-
ci6 szisztematikus hibajanak becsléséhez meghataroztuk a kontinuum limeszt az
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N; = 6,8, 10, illetve csak az N, = 8,10 pontokat hasznéalva is. A két eredmény
atlagat fogadtuk el T, kontinuum értékének, kiilonbségiiket pedig hozzaadtuk a
szisztematikus hibakhoz. A kiralis szuszceptibilitdson alapul6 dtmeneti hGmér-

séklet ezek alapjéan:
T.(Xgy) = 151(3)(3) MeV, (3.10)

ahol az els hiba a 7' > 0 analizisek statisztikus és szisztematikus hibainak négy-
zetes Osszege, a méasodik pedig a T' = 0 skalameghatéarozas 2%-os bizonytalansaga.

A kiralis szuszceptibilitas gorbék jol mutatjak, hogy az dtmenet egy megle-
hetGsen széles homérséklet tartomanyban megy végbe. Igy T,-n tal érdekes lehet
még ezen atmeneti tartomany szélességének megadésa is. A gorbék szélességét
tobbféleképpen is definialhatjuk. Egyik lehet&ség a masodik derivalt csticsban fel-
vett értékének hasznalata. Ennek segitségével: (AT,)? = —Xau(Te) /Xy (Gauss-
fiiggvényre ez a definicio épp a szokasos szélességet adja.) A szélességre ez alapjan

AT.(xz0) = 28(5)(1) MeV (3.11)

adodik. A cstics nagy szélességébdl kovetkezik, hogy amennyiben m2Ay-t nem
T*-nel, hanem T mas hatvanyaval normaljuk (tovébbra is dimenzi6tlanitva példa-
ul a piontémeg bevondsaval: m2/m2Ax/T? vagy m?/m2Ay), akkor 10-20 MeV-
vel eltolodhat a cstics helye.

A MILC kollaboracié az [58| referenciaban szintén a kiralis szuszceptibilitast
hasznalta T, értékének meghatarozasiahoz. Az eredményiik: 7. = 169(12)(4) MeV.
N; = 4,6 és 8 racsokat hasznaltak a fizikainal nagyobb kvarktomegek esetén. A
legkisebb kvarktomegiik 220 MeV-es piontomegnek felel meg. A szimulécidkhoz
az R algoritmust hasznaltak, melyrdl lattuk, hogy nem egzakt, tovibba a csupasz
XW;/Tz szuszceptibilitdssal definidltak T.-t. A T2-es norméalas a korabbiak szerint
koriilbeliil 9 MeV-vel emeli T, értékét a T*-es normélashoz képest. Figyelembe
véve ezt az effektust, valamint a megadott bizonytalansagaikat, megallapithatjuk,
hogy a két eredmény konzisztens egymassal.

3.4.2. Kvarkszam szuszceptibilitas

Masodik mennyiségiink a nehézion fizikai kisérletek szempontjabol fontos szerepet
jatszo kvarkszam szuszceptibilitds. A ritka kvark szuszceptibilitasa a kisérletek-
ben mérhetd ritkasag fluktuaciokkal hozhaté kapcsolatba. A ritka kvarkszam
szuszceptibilitas definicidja:

Xs 1 0*InZ
TV e | (3.12)

ps=0
ahol p, a ritka kvark kémiai potencialja. A kémiai potencial pontos bevezetését a
4. fejezetben targyaljuk. A kvarkszam szuszceptibilitds nevével ellentétben nem
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3.9. abra. A renormalt kiralis szuszceptibilitas (m2Ay/T?), a ritka kvarkszam szusz-
ceptibilitas (ys/7?) és a renormalt Poljakov hurok (L) hémérsékletfiiggése. A kiilonboz
szinek és szimbolumok kiilonb6z6 Ny-ket jelolnek (piros teli és kék iires négyzetek Ny = 4
illetve 6, zold teli és lila tires korok Ny = 8 illetve 10-nek felelnek meg). A fiiggtleges
vonalak és savok a megfelel§ kontinuum extrapolalt dtmeneti hmérsékleteket jelolik a
bizonytalansigokkal egyiitt. A narancssarga savok a becsiilt kontinuum gorbéket jelolik
mindharom mennyiség esetén.
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szuszceptibilitas, hanem inkabb rendparaméter jellegi mennyiség. Ennek oka az,
hogy Z a p-nek paros fiiggvénye, igy a természetes paraméter 12, ennek segitsé-
gével pedig y, elsé derivaltként felirhato. A kvarkszam szuszceptibilitas kedvezd
tulajdonsaga, hogy nincs sziikség renormalasara, kozvetleniil 1étezik kontinuum
limesze. A 3.9 abra kozéps6 részén lathatjuk y,/T*-t a hémérséklet fiiggvényé-
ben. Ezen is lathato, hogy az N, = 4 gorbe tavol all a tobbiektsl, mig az Ny = 8
és 10-hez tartozok mar majdnem azonosak. Az atmeneti hémérsékletet a gorbék
hémeérséklet szerinti derivaltjanak maximumakeént definialjuk, mely x,/7? infle-
xi0s pontja. Ezen pontok megkeresésére két modszert is alkalmaztunk, melyek
egymassal konzisztens eredményt adtak. Els6ként a numerikusan meghatarozott
derivalt maximumaét kerestiik ugyanigy, ahogy a kirélis szuszceptibilitas esetében.
A masik modszer esetében kozvetleniil az eredeti pontokra illesztettiink harmad-
foku polinomot, melynek inflexios pontja definidlta T.-t. Az illesztéshez hasznalt
tartoméanyt ezuttal is valtoztattuk, T, ettdsl valo fliggése a szisztematikus hibahoz
ad jarulékot. A 3.10 abra kozépsd részén lathatjuk a kontinuum extrapoléaciot.
Az Ny = 6, 8, 10 pontok méar a skalazo tartomanyban vannak. A kontinuum
érték szisztematikus hibajat most is két-, illetve harom pontra illesztve hataroz-
tuk meg. Az d&tmeneti hGmérséklet értéke szamottevGen magasabb, mint a kiralis
szuszeeptibilitassal kapott T.. A kiilonbség 24(4) MeV. Eredményiink tehat a
kvarkszam szuszceptibilitasbol definialt Atmeneti hémérsékletre:

T.(xs) = 175(2)(4) MeV. (3.13)

Az els6 hiba most is a T > 0, a masodik a T' = 0 analizisbdl szarmazik. Lathatjuk,
hogy a hémérsékletkiilonbség hibaja kisebb, mint az egyes T, értékeké. Ennek
az az oka, hogy a kiilonbség lényegesen kevésbé érzékeny a skalabol szarmazo
bizonytalansagra.

Az atmeneti tartomény szélességét a kiralis szuszceptibilitasahoz hasonloan,
ezuttal a harmadik derivalt segitségével hatarozhatjuk meg (mely az illesztett
harmadfokt polinombol azonnal adodik):

AT(vs) = 42(4)(1) MeV. (3.14)

3.4.3. Poljakov hurok

A tiszta mértékelméletben megvalosulé els6rendii fazisditmenet rendparamétere a
Poljakov hurok, melynek definicioja:

1
L = Fg Z Tr |:U:(:;4Ux+a21;4 ce Um+(Nt—1)a4;4] ) (315)
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3.10. 4bra. Az atmeneti hémérsékletek kontinuum extrapolacioja és kontinuum limesze
a renormalt kirdlis kondenzatum, a ritka kvarkszam szuszceptibilitas és a Poljakov hurok
esetén.

azaz az idGiranyu linkek szorzata minden idGiranyt vonal mentén. Béar a fizikai
kvarktomegek a QCD skalahoz képest inkdbb a nulldhoz vannak kozel, mint a
végtelenhez, mégis érdemes megvizsgalni, hogyan viselkedik a Poljakov hurok. Ez
lesz tehat a harmadik mennyiségiink, melyet 7. meghatarozasidhoz hasznalunk.
A Poljakov hurok abszolut értéke egy egymastol végtelen tavolsidgra levs nehéz
kvark-antikvark rendszer szabadenergiajaval kapcsolatos:

[(L)|* = emBFualrmeel/T, (3.16)

ahol AF,; a nehéz kvark-antikvark rendszer tébbletenergiaja a kvark-gluon plaz-
ma szabadenergiajahoz képest. Tiszta mértékelméletben alacsony hGmérsékleten,
a bezaras miatt AF;(r — o0) — oo, igy [(L)| = 0. Magas hémérsékleten a be-
zards megsziinik, igy AF,; és ezaltal [(L)| is végessé valik. QCD-ben, mint méar
emlitettiik, a hir szakaddsa miatt AF,; nem tart végtelenhez, vagyis a Poljakov
hurok alacsony hémérsékleten sem nulla.
A Poljakov hurok abszolut értéke a kontinuum limeszben nullahoz tart. Ezt
a kvark-antikvark szabadenergiadban megjelens divergenciak okozzdk. A renor-
malas a kirdlis szuszceptibilitdshoz hasonléan megy, a szabadenergiat a T' = 0
szabadenergia levonasaval renormalhatjuk. Ez L-ben multiplikativ renormaéalast
eredményez. A T = 0 kvark-antikvark szabadenergia épp a V' (r) potencial, me-
lyet a Wilson-hurkok segitségével tudunk meghatarozni. Mivel V' tavolsagfiiggs,
végtelen sok kiilonb6z6 renormaélasi feltételt tudunk definidlni. Egy egyszert le-
het&ség a
Vr(ro) =0 (3.17)

feltétel kiszabasa a renormalt nulla hémérsékleti potencialra [61]. Ez a feltétel
tetszGleges racsallandd mellett rogziti a levonast, és garantalja V(r) végességét.
Ezek utan tetszéleges hdmérsékleten a AF;(r) szabadenergia renormalasa a

AFqq(r) = AFgg(r) = V(ro), (3.18)
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ahol V(rg) a nem renormalt 7' = 0 potenciadl a Sommer-paraméter értékénél. A
renormalt Poljakov hurok ezek alapjan:

[(Lr)| = [(L)] " T0/ED. (3.19)

A 3.9 abra also részén lathatjuk a renormalt Poljakov hurkot a h&meérséklet
fiiggvényében. Az N, = 4 gorbe szokas szerint nagyon kilog a sorbol. Az at-
két modszerrel hataroztunk meg, mint a kvarkszam szuszceptibilitas esetén. A
bizonytalansagokat is az el6z6ekhez hasonloan becsiiltiik. A 3.4 abra jobb oldalan
lathatjuk a kontinuum extrapoléaciot, mely nagyon hasonlit y,-hez. N; = 6,8, 10-
et hasznalva ezuttal is megbizhat6 kontinuum limeszt kaphatunk. 7, értéke ezut-
tal 25(4) MeV-vel van magasabban, mint a kiralis kondenzatumbol kapott érték,
és konzisztens a kvarkszam szuszceptibilitas altal adott T .-vel:

T.(L) = 176(3)(4) MeV. (3.20)
A hibak jelentése ugyanaz, mint korabban. Az dtmenet szélessége

AT.(P) = 38(5)(1) MeV. (3.21)

Megéllapithatjuk tehat, hogy az atmeneti hmérséklet definiciotol fliggen egy
25-30 MeV-es tartomanyban valtozhat, és egy-egy konkrét esetben is az &tmeneti
tartomany szélessége 30-40 MeV.

A kozelmultban a Bielefeld-Brookhaven-Columbia-Riken kollaboracio elvég-
zett egy teljesen fiiggetlen analizist és az elGbbiekkel inkonzisztens eredményre
jutott [59]. A QCD &atmeneti hémérsékletét vizsgaltak pdfat3 javitott staggered
racs hatas alkalmazasaval Ny = 4 és 6 racsokon. Ez a hatas a nagyon nagy h6mér-
sékletii viselkedést javitja jelentGsen, ugyanakkor 7' = O-ra —ami a skala beallita-
sdhoz fontos— nincs optimalizalva. Fontos megjegyezni ugyanakkor, hogy a p4fat3
hatas szamitogépigénye nagysagrendekkel nagyobb az dltalunk hasznalt stout ha-
tashoz képest. Ez az oka annak, hogy jelenleg csak két N;-re van eredmény. A
racsallandot az ro paraméter segitségével allitottak be. A kirdlis szuszceptibi-
litasbol és a Poljakov hurok szuszceptibilitasbol egyarant 7, = 192(7)(4) MeV
értéket kaptak. Ez egyértelmtien kiilonbozik a kiralis szuszceptibilitasbol kapott
T. = 151(3)(3) értékiinktsl. A kovetkezSkben azt vizsgaljuk, mi lehet az eltérés
oka.

Mivel mas mennyiséget hasznaltak a racsallando beallitasara, és ez véges racs-
allandokon komoly eltéréseket okozhat, a jobb 0Osszevetés érdekében két dolgot
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3.11. Abra. Az atmeneti homérséklet kontinuum extrapolacioja az [59] referencia (bal
oldal) adatai alapjan és a sajat adatokbol (jobb oldal). Mindkeét esetben a skalat o (teli
négyzetek) és fx (iires négyzetek) segitségével is be lehet allitani. Mig az |[59] referencia
esetében a két kontinuum limesz nem konzisztens, addig a sajat Ny = 6,8, 10 adatokat
extrapolalva egymassal konzisztens értékeket kapunk.

érdemes tenni. Egyrészt megvizsgaljuk, hogyan valtoznak a sajat eredményeink,
ha mi is rg-lal allitjuk be a skalat, masrészt forditva: az 6 esetiikben fg ské-
laval mi torténik. Természetesen korrekt kontinuum limesz esetén az eredmény
nem fiigghet a skéala beallitasahoz hasznalt mennyiségtsl. Mivel a [59] publikacio
nem tartalmazott adatokat fx értékére vonatkozdan, igy megismételtiik futtata-
saik egy részét és meghataroztuk fx értékét az altaluk hasznélt paramétereknél
T = 0 racsokon. Mivel egy teljes analizis nagyon sok id&t igényel, igy a kisebb
kvarktomegekre a mar korabban emlitett partial quenching technikat alkalmaz-
tuk. Sajat adatainkon ellendriztiik, hogy ezzel az eljarassal fx értéke néhany
szazalék pontossdggal megkozeliti a dinamikus szimulacioval kapott értéket.

A 3.11 abra jol mutatja az ellentmondas {6 okat. A bal oldali Abran lathatjuk
a BBCR kollaboracio altal meghatarozott T, értékeket N; = 4 és 6 racsokon rg-lal
és fx-val beallitott racsallando esetén. Jol lathato, hogy mig az ro-lal beallitott
pontok az altaluk is idézett 192 MeV kontinuum limeszt adjak, addig az fx-val
meghatarozott pontok 30 MeV-vel alacsonyabb hémérsékletet adnak. Figyelembe
altalunk kapottal. A jobb oldali 4bran a sajat pontjainkat lathatjuk, szintén rg,
illetve fy skaldk esetén. Lathato, hogy amennyiben csak az N; = 4 és 6 pontokat
hasznalnank a kontinuum extrapolaciohoz, ugyanez lenne a helyzet: a kontinuum
limeszek inkonzisztensek lennének. Az N; = 6,8,10 pontokat hasznalva azon-
ban (ahogy ezt kordbban is tettiik) az rg és fx skala bedllitassal kapott pontok
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ugyanazt a kontinuum limesz adjak.

Megallapithatjuk, hogy az eltérés nagyrészt abbol adodik, hogy az Ny = 4 és 6
racsok még nincsenek a skalazo tartomanyban, nem hasznéalhatoak biztonsiagosan
a kontinuum extrapolaciohoz.

3.5. Az Allapotegyenlet

Az atmenet rendjének és hémérsékletének meghatarozasa utan tovabblépiink és
kiterjesztjiik analizisiinket egy nagyobb hémérséklet tartomanyra [35]. A hadron-
anyag és a kvark-gluon plazma egyensiilyi termodinamikai leirasdhoz az allapot-
egyenletet kell meghataroznunk. Allapotegyenlet alatt a termodinamikai allapot-
jelzok kozotti fiiggvénykapesolatot értjiik. Altalaban a nyomast hatarozzuk meg a
hémérséklet fiiggvényében. Ebbdl konnyen szarmaztathatjuk a tobbi mennyiséget
(energiastirtiség, entropiasiiriiség, hangsebesség), mint a hdmérséklet fiiggvényét.

A kozelmultban az allapotegyenlet meghatarozasardl tobb dolgozat is sziile-
tett. A tiszta SU(3) meértékelmélet allapotegyenletét tobb kiilonb6z6 racs ha-
tas segitségével vizsgaltak |62—64]. Minden esetben sikeriilt az allapotegyenletet
koriilbeliil 47.-ig megadni a kontinuum limeszben. Az eredmények ko6zott van
néhany szazalék eltérés, ez azonban a skala beallitasabol adodik (ez tiszta mér-
tékelmélet esetén nem egyszerti, hiszen az nem a valodi fizika és nincsenek kisérleti
eredmények). Teljes QCD analizist is talalunk javitatlan staggered [30,31], illetve
O(a) javitott Wilson fermionokkal |65]. Egyértelmiien a legjobbnak tekinthetd
(de legalabbis a leginkabb elismert) korabbi eredmény a p4fat3 javitott stagge-
red hatassal V; = 4 racsokon kapott allapotegyenlet [33]. Ezen analizis azonban
—csakigy, mint a korabbiak— tobb szempontbdl is problematikus. Mivel a célunk
a hianyossagok kikiiszobolése, roviden attekintjiik ezeket.

(1) Tobbszor emlitettiik mar a fizikai kvarktomegek hasznalatanak fontossagat
aT > 0 szimulaciokban. A |33| munkaban hasznélt legalacsonyabb kvarktomegek
600 MeV-es pionnak felelnek meg. Ahogy kordbban is, a kdvetkezG analizisben
fizikai kvarktomegeket fogunk hasznalni.

(2) A kontinuum limeszhez elengedhetetlen tobb racsallando hasznalata. A
csupan N; = 4 racsokon alapul6 analizis helyett [33] két racs felbontast fogunk
hasznalni: N; = 4-et és 6-ot. Bar ez 6nmagaban még nem elegendé a megbizhato
kontinuum extrapolaciohoz, kétségteleniil sziikséges 1épés.

(3) Lattuk, hogy a staggered fermionok iz szimmetria sértése a p4 hatas esetén
lényegesen nagyobb, mint az altalunk hasznalt stout javitott staggered hatas
esetén. Utobbit haszndlva a nehezebb pionok tomegei is az &tmeneti h6mérséklet
kozelébe keriilnek.
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(4) A p4 hatéssal elvégzett analizis soran végig R algoritmust hasznaltak.
Ehelyett mi, ahogy korabban is, az egzakt RHMC algoritmust valasztottuk.

(5) Egy komoly hidnyossdga a |33] munkanak, hogy az analizis nem LCP
mentén tortént. A 3 csatolds valtoztatasa sordn, mellyel, mint lattuk, a hGmér-
sékletet lehet hangolni, nem valtoztattak a csupasz tomeg paramétereket. Ennek
kovetkezményeképpen, ha a T = 3T.-nek és T = 0.77.-nek megfelel6 rendsze-
reiket lehtitjiik nulla fokra, az elsé esetben a kvarkok négyszer-, a pionok pedig
kétszer olyan nehezek lesznek, mint a masodik esetben. Természetesen a helyes
eljaras az LCP kovetése. Mivel ezt az analizist id6ben kordbban végeztiik, mint
a T, meghatarozasat és az abszolut skila nem jatszik olyan fontos szerepet, ezért
a 3.2 abran lathato kozelité LCP-t hasznaltuk, a skalat azonban nem a vektor
mezon tomegével, hanem az ry, paraméterrel allitottuk be. Mivel a h6mérsékle-
teket mindig T, egységekben adjuk meg, igy az abszolut skdlara, vagyis rqg fizikai
értékére nincs sziikség. A kiilonboz6 § értékekhez tartozo racsdllandok aranyanak
meghatarozasara kittinGen alkalmas a nehéz kvark-antikvark potencial és a belGle
szarmaztatott ro parameéter.

Nagy térfogatii, homogén rendszerre a nyomés a szabadenergiasiirtiséggel ara-
nyos, mely a Z allapotosszeg logaritmusa:

T
=—=InZ. 3.22
P=y (3.22)
A racson természetesen a dimenziotlanitott pa* kombinaciot tudjuk meghataroz-

ni:
4 1

~ N,N3

Mivel a szabadenergidban a kontinuum limesz felé haladva divergenciak lépnek fel,

pa InZ. (3.23)

igy a nyoméast renormélnunk kell. Ez, ahogy korabban is, a nulla h6mérséklet
szabadenergiastirtiség levonasaval torténik. Ehhez T = 0 racsokon is meg kell
hataroznunk az allapotosszeget, melyet Zjp-lal jeloliink. A T = 0 récs mérete
legyen N3, - Ny. Ekkor a renormalt nyomés 7%-nel normalva:

Pr

_:Nt‘l

1
Ti InZ - ——InZ|. (3.24)

NN,

A tovabbiakban az R indexet elhagyjuk, mivel mindig a renormalt nyomas sze-
repel. Ezzel a renormélasi definiciéval a nyomas automatikusan teljesiti a p(T' =
0) = 0 feltételt. Itt jegyezziik meg, hogy a divergencidk relativ silya a nyomés
szamolasa esetén ugyanazon racsallandonél lényegesen nagyobb, mint a kiralis
szuszceptibilitas esetén. Ez kiilondsen nagy hémeérsékletekre igaz. Igy a levo-
nasnal két egyméshoz nagyon kozeli szdmot kell kivonnunk, ehhez pedig nagy
numerikus pontossagra van sziikség. Ez az egyik oka annak, hogy —ellentétben
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az atmeneti hémérséklettel az allapotegyenletet csak két racs felbontas esetén
hataroztuk meg. A masik ok azzal kapcsolatos, hogy nagy hémérsékleten mar
N; = 4 esetén is kicsi a racsallando, igy a T' = 0 futdsokhoz nagy racsokra van
sziikség. Ny = 4 racsokon T' = 2.57.-nél mar ugyanakkora 7" = 0 racsok kellenek
a renormaléshoz, mint Ny = 10 racsokon a T, kornyékén.

A homeérsékletet rogzitett N, esetén ezuttal is a § csatolassal hangolhatjuk.
Ekozben természetesen végig az LCP-n kell maradnunk. A nyomés meghataroza-
sahoz tehat In Z-t és In Zy-t kell meghataroznunk az LCP mentén vett (3, am,)
paramétereknél, ahol az egyszertiség kedvéért m, a konnyii és ritka kvarktomege-
ket is jeloli. A 2.4 alfejezetben ismertetett fontossagi mintavételezésen alapul6 al-
goritmusok altalaban nem alkalmasak Z vagy In Z meghatarozasara, hanem csak
In Z derivaltjait tudjuk kozvetleniil kiszdmitani. Ezért a nyomés kiszamitasara
az integral modszert szokéas alkalmazni [66]. Ennek soran a nyoméast a derivaltjai
integraljaként allitjuk el6. A (3, am,) tébbdimenziés sikon kell integralnunk:

(B,amq)
ﬂ—Nf/ d(ﬁ,amq){ 1 ( dlnZ/0p3 )_
(

T4 Bo,amao) N,N2 \ 0InZ/0(amy)
1 Jln Zo/aﬁ
Ny N ( O1n Zy/(am,) )} - 32)

Mivel az integrandus a nyomas gradiense, igy az integral értéke fiiggetlen az integ-
ralasi gorbétsl. Célszert azonban az LCP mentén integralni, hiszen a kiilonb6z6
hémérsékletekhez tartozo integralok (3, am,) végpontjai mind az LCP-n vannak.
Késsbb latni fogjuk, hogy a T' = 0 kiralis extrapolaciok miatt célszertibb kicsit
mas integralasi gérbét valasztani.

Az integral alsé hatarat ugy kell megvalasztani, hogy ott az integrandus zérus
legyen. Ez teljesiil, amennyiben ez a pont joval az &tmeneti pont alatti h6mér-
sékletnek felel meg (altalaban 0.77.-nél mar az elérhetd numerikus pontossagig
teljesiil ez a feltétel). A mértékhatas (2.6) és a staggered hatés (2.9) alakja-
bol egyszertien latszik, hogy In Z parcialis derivaltjai mely mennyiségek varhato
értékeinek felelnek meg:

olnZz olnZz - olnZz -
B = (—S,/0) m = <¢¢ud> Dam.) = <w¢8>. (3.26)
Ezek segitségével a nyomas a
(B,amqyq,ams)
p 4
ﬁ n Nt /(ﬁo,amudoﬂmso) d(ﬁjamUd’amS) .
I L (3.27)
3 8 ud ~ AT A3 . ud )0 .
NS gy ) NeNo g,
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alakba irhato, ahol (...), a 7' = 0 racsokon szamolt varhato értéket jeldli.

Az integral modszert eredetileg a tiszta mértékelméletre dolgoztak ki, ahol a
hatasnak csak egy paramétere van, igy a nyomés egy egyszerii (3 integrallal felir-
hat6. Valamennyi korabbi staggered analizis is ugyanezt tette, ami nem helyes,
hiszen az LLCP mentén kell meghataroznunk az allapotegyenletet.

A megadott képletek a nyoméast, mint 3 fiiggvényét szolgaltatjak. A p(T)
fliggvényhez természetesen sziikségiink van még a hémérséklet vagy ami ezzel
ekvivalens a racsalland6 [ fiiggésére. Mivel mas az LCP, mint korabban, igy
a 3.2 tablazat adatait nem hasznélhatjuk. Korabban emlitettiik, hogy T-t csak
T, egységekben akarjuk megadni, ezért csupan a racsallandok aranyaira van sziik-
ségiink. Ehhez elég a T' = 0 racsokon t6bb (-nal a dimenzidtlan ro/a értékét
meghatarozni, ezek ardnya megadja a racsallandok aranyat az rg fizikai értékeé-
nek ismerete nélkiil. A hémeérséklet skala abszolut értékének meghatarozasahoz
felhasznalhatjuk a korabban meghatarozott 7T, értékeket. Az egyszeriiség ked-
véért, minden esetben a renormalast nem igényld kvarkszam szuszceptibilitasbol
szarmaz0 T.-t hasznaljuk normalasra.

Az energiastiriiség (€), az entropiasiirtiség (s) és a hangsebesség (¢) a p(T)
fiiggvénybdl a kovetkezs termodinamikai Gsszefiiggések alapjan szarmaztathato:

2 _

e =T(9p/0T) — p, s=(e+p)T, €=

(3.28)
A derivaltakat a meghatarozott p(7T') fiiggvénybdl numerikusan szamithatjuk ki.

Az irodalomban dltalaban mas modszert szoktak alkalmazni az energiastirtiség
meghatdrozasara. Az energiastiriség e(T) = T?/VOlog Z /0T alakjat és a hmér-
séklet és térfogat racsallandohoz valo viszonyat felhasznalva konnyen belathato,

hogy

c—dp_ N dlogZ) (3.29)

T4 N3 da

Tehat az € — 3p kombinaciot kézvetleniil meghatarozhatjuk a racsallando6 szerin-
ti teljes derivalt segitségével. Ezt természetesen a [ és kvarktomegek szerinti
derivaltakra kell atirni. A renormalas ugyantgy torténik, mint a nyomaés ese-
tén. Fzek utdn az energiasiiriség mar egy egyszeri Osszeadassal kiszamithato.
Az € — 3p mennyiséget szokas kdlcsonhatasi mértéknek is nevezni, mivel értéke
végtelen hGmérsékleten nulldhoz tart, igy a kolesonhatas mértékét meéri.

A tovabbiakban az energiastiriiséget a nyomasbol szarmaztatjuk a (3.28) kép-
let alapjan. Ennek oka a kovetkez6. Ahogy kordbban is, T" = 0-n a fizikainal
nagyobb m,, kvarktomegeket hasznalunk és kirdlis perturbacioszamitas segitsé-
gével extrapolalunk a fizikai értékhez. Az extrapolacio alakja azonban nem min-
den mennyiségre ismert. A nyomashoz sziikséges <@Ew> kiralis kondenzatumokrol



54 3. FEJEZET. NULLA KEMIAI POTENCIAL

‘ 6] ‘ amsg ‘TzO‘T>OH 3 ‘ ams ‘TIO‘T>O‘
3.000 | 0.1938 | 16®16 | 1234 | 3.450 | 0.1507 | 163-32 | 18%-6
3.150 | 0.1848 | 16316 | 1234 | 3.500 | 0.1396 | 16°-32 | 18°-6
3.250 | 0.1768 | 163-16 | 1234 | 3.550 | 0.1235 | 16°-32 | 186
3.275 | 0.1742 | 16316 | 1234 || 3.575 | 0.1144 | 163-32 | 1836
3.300 | 0.1713 | 16316 | 1234 || 3.600 | 0.1055 | 163-32 | 1836
3.325 | 0.1683 | 16316 | 1234 | 3.625 | 0.0972 | 16°-32 | 18°-6
3.350 | 0.1651 | 16316 | 1234 | 3.650 | 0.0895 | 1632 | 18°-6
3.400 | 0.1583 | 16316 | 1234 || 3.675 | 0.0827 | 163-32 | 1836
3.450 | 0.1507 | 163-32 | 1234 || 3.700 | 0.0766 | 163-32 | 1836
3.500 | 0.1396 | 163-32 | 1234 || 3.750 | 0.0666 | 163-32 | 1836
3.550 | 0.1235 | 16%-32 | 1234 | 3.800 | 0.0589 | 2040 | 18°-6
3.600 | 0.1055 | 16%-32 | 1234 | 3.850 | 0.0525 | 20%-40 | 18°-6
3.650 | 0.0895 | 163-32 | 1234 || 3.930 | 0.0446 | 24%.48 | 1836
3.700 | 0.0766 | 163-32 | 1234 || 4.000 | 0.0401 | 28%.56 | 1836
3.850 | 0.0525 | 20340 | 1234
4.000 | 0.0401 | 28356 | 1234

3.3. tablazat. Az allapotegyenlethez hasznélt szimuléacios pontok Ny = 4 és 6 racsokon.
A fizikai m,q kvarktomeg 25-sz6r kisebb, mint a tablazatban szereplé my, értékek. A
T > 0 szimuléaciok a tablazatban szereplé [ és mg értékeknél, valamint egyszeres és
haromszoros myg-nél torténtek. A T = 0 futtatasok soran négy kiilonboéz6 kénnyt
kvarktomeget hasznaltunk, melyek my,q 3, 5, 7 és 9-szeresének feleltek meg.

tudjuk, hogy vezetd rendben linearis fiiggvényei a kvarktomegnek. A mérték-
hatasnak és € — 3p-nek nem ismerjiik a pontos tomegfiiggését. Ezért a nyomas
meghatarozasahoz elGszor egy magasabb 3m,4-nek megfelel6 LCP-n integralunk,
majd rogzitett § mellett jutunk le a fizikai LCP-re. Ezen utols6 szakasz mentén
az integralashoz csak a kiralis kondenzatumokra van sziikség. Kiralis extrapola-
ciora csak az utolso szakasz mentén van sziikség, hiszen ekkor jutunk el a fizikai
tomeghez (és ekkor is csak a T' = 0 racsokon, hiszen 7' > 0-n kozvetleniil a fizikai
tomegnél szimulalunk). Tly modon elkeriiljiik, hogy bizonytalan kiralis extrapola-
ciokat kelljen végezniink, akar a mértékhatasban, akar e — 3p-ben. Természetesen
ehhez a modszerhez a T' > 0 szimulaciokat is el kell végezni a magasabb tomegi
LCP mentén.

A 3.3 tablazat mutatja a futtatasi pontokat, melyeket ugy valasztottunk meg,
hogy T. kornyékén, ahol a nyomas leginkdbb valtozik, stirtibben legyenek felvéve.
Ezaltal minimalizalhatjuk az integralas soran elkovetett hibat.

A réacsallandotol valo fiiggés illusztraldsa érdekében az Ny = 4 és 6 eredmé-
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(N [ /T | /T [ s/T° | & |
4 [ 912 [27.36 | 36.48 | 1/3
6 | 7.86 | 2358 | 31.44 | 1/3
co | 5.21 | 15.63 | 20.84 | 1/3

3.4. tablazat. A nyomaés, energiastirtiség, entropiastiriiség és hangsebesség végtelen
hémeérséklett, Stefan-Boltzmann limesze Ny = 4 és 6 récsokon, valamint a kontinuum-
ban.

nyeket mindig egy abran mutatjuk. A vezets rendd diszkretizacios hibak eltiin-
tetése érdekében valamennyi mennyiségiinket atskalazzuk gy, hogy a végtelen
hémérsékletd viselkedésiik megegyezzen a kontinuumbeli varakozassal. Ehhez
minden mennyiséget megszorzunk a hozza tartozo végtelen hGmérsékletd Stefan-
Boltzmann limeszek cone/cy, aranyaval. Ttt cyone @ kontinuum, mig cy, az adott
Ni-jti racshoz tartozo Stefan-Boltzmann limeszt jeloli. A 3.4 tdblazatban Ossze-
gytjtottiik a Stefan-Boltzmann limeszeket az egyes mennyiségekre.

Mivel az eredmény a T,-vel ellentétben ezuttal nem egy szam, hanem a p(7)
gorbe (melybdl aztan a tobbi mennyiség mar kénnyen szamolhato), igy azt tab-
lazatos forméaban is megadjuk. A 3.5 tablazatban lathatjuk a nyomast az Gsszes
szimulacios pontunkban. Az értékeket mar beszoroztuk a cyon/cy, szorzoval.

A 3.12 dbréan lathatjuk a nyomast és az energiastiriiséget a két racs felbontas
mellett. A hémérséklet skalat mindig az adott N; mellett a ritka kvarkszam
szuszceptibilitasbol meghatérozott T.-vel normaltuk. Lathatjuk, hogy a két-két
gorbe egyik esetben sem mutat jo skalazast. Hasonlo a helyzet a 3.13 abran
lathat6 entropiastiriiséggel és hangsebességgel. Az adatok a nyomaés esetén ~30%,
az energiasiriiség és az entropiasiiriiség esetében ~20% eltérést mutatnak 37,
hémérsékleten a Stefan-Boltzmann limeszhez képest. Ez arra utal, hogy még
joval az atmenet folott is egy erdsen kdlesonhatod kvark-gluon plazméaval allunk
szemben. Kzt megerdsiti a 3.14 4dbra, mely az ¢ — 3p kdlcsonhatasi mértéket
mutatja. Ez még 37, h6mérsékleten is csak a maximum érték harmadéara esik le.

A megadott gorbék segitségével mar megkisérelhetjiik a kontinuum extrapo-
laciot. Mivel azonban a skaldzas még nem tokéletes, megallapithatjuk, hogy a
megbizhatd kontinuum extrapolacio elvégzéséhez legalabb még egy racs felbon-
tasra sziikség van, ami a korabban emlitett nehézségek (renormalas és nagy T'= 0
racsok sziikségessége) miatt nem konnyii feladat.
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5 [T/T.] p/T" 5 [1/T.] p/T"
3.000 | 0.90 | 0.07(0.01) | 3.450 | 0.80 | 0.05(0.08)
3.150 | 0.95 | 0.19(0.04) | 3.500 | 0.87 | 0.15(0.08)
3.250 | 0.98 | 0.34(0.06) | 3.550 | 0.96 | 0.39(0.08)
3.275 | 0.99 | 0.42(0.06) | 3.575 | 1.02 | 0.60(0.08)
3.300 | 1.01 | 0.52(0.06) | 3.600 | 1.07 | 0.86(0.08)
3.325 | 1.04 | 0.65(0.06) | 3.625 | 1.14 | 1.12(0.09)
3.350 | 1.06 | 0.79(0.05) | 3.650 | 1.20 | 1.40(0.09)
3.400 | 1.14 | 1.16(0.06) | 3.675 | 1.28 | 1.66(0.10)
3.450 | 1.23 | 1.59(0.06) || 3.700 | 1.35 | 1.91(0.10)
(0.07) (0.10)
(0.07) (0.11)
(0.07) (0.11)
(0.07) (0.11)
(0.07) (0.11)
(0.09)
(0.09)

3.500 | 1.34 | 2.04(0.07) || 3.750 | 1.52 | 2.32(0.10
3.550 | 1.49 | 2.47(0.07) | 3.800 | 1.70 | 2.65(0.11
3.600 | 1.66 | 2.83(0.07) || 3.850 | 1.90 | 2.89(0.11
3.650 | 1.86 | 3.12(0.07) || 3.930 | 2.24 | 3.19(0.11
3.700 | 2.09 | 3.34(0.07) | 4.000 | 2.55 | 3.41(0.11
3.850 | 2.93 | 3.75(0.09
4.000 | 3.93 | 3.98(0.09

3.5. tablazat. A nyomés értékei az egyes szimulacios pontokban. A kozvetleniil kapott
értékeket megszoroztuk a cyont/cn, szorzoval. Az els6 harom oszlop az Ny = 4, mig a
mésik harom az N; = 6 eredményeket tartalmazza.

6 T I T 17T I 1T 17T I T 17T I 1T 17T I _I I T 17T I 1T 17T I T 17T I 1T 17T I_
| SB limesz — 15 :_ N,=4 SB limesz—::
| - ; z
g i 7 g 10 —
&€l - £ 100 :
a L | w L i
2 — — - _
L i 5 -
I 1111 I 111 I 11 1 1 I 111 I- -I I 1111 I 111 I 11 1 1 I 111 I-
1 1.5 2 2.5 3 1 1.5 2 2.5 3
T/T, T/T,

3.12. 4bra. A nyomas (bal oldal) és az energiastirtiség (jobb oldal) a hdmérséklet
fliggvényében. A piros gorbék az Ny = 4, a kékek az Ny = 6 eredményt abrazoljak.
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15 F - C ]
: ] w2 [ -
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5 - _: 0.1 B —:
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T/T, T/T,

3.13. abra. Az entropiastrtség (bal oldal) és a hangsebesség négyzete (jobb oldal) a
hémeérséklet fiiggvényében. A piros gérbék ezuttal is az NV, = 4, mig a kékek az Ny = 6

eredményt mutatjak.

1 1.5 2 2.5 3

3.14. dbra. Az e — 3p kolcsonhatéasi mérték a homérseklet fiiggvényében N; = 4 (piros
gorbe) és Ny = 6 (kek gorbe) racsokon.
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4. fejezet

Véges kémial potencial

A dolgozat hatralevs részében a nemnulla barionstirtiség vizsgalataval foglalko-
zunk. E témakor tanulméanyozésa racstérelmélet segitségével a korabban mar
roviden emlitett és hamarosan részletezendd elGjel probléma miatt nagyon ne-
héz. Kozvetlen racs szimulaciok nem lehetségesek. Korabban egyetlen olyan racs
modszer sem létezett, mely megbhizhatd eredményeket adott volna. A legjelentd-
sebb probélkozas a Glasgow-modszer [67], mely nulla kémiai potencialon generalt
konfiguraciokbol probal informaciot nyerni a véges kémiai potenciél esetére. A
fazisdiagramot azonban nem sikeriilt meghatarozni, még egészen kicsi, 4*-es racso-
kon, tobb milli6 konfiguracié generdlasaval sem. Ennek okat késGbb részletesen
elemezziik. A tovabbi munkak altalaban valamilyen effektiv elméletet oldanak
meg a QCD helyett, mely természetesen nem tekinthetd végleges megoldéasnak.
Ezekkel a modellekkel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A kovetkezGkben roviden attekintjiik, hogyan lehet a kémiai potencialt a ra-
cson bevezetni és szemléltetjiik az elGjel problémat. Ezutan ismertetiink egy 1j
modszert, a tébbparaméteres atsilyozast, melynek segitségével sikeriilt a fazisdi-
agram, a kritikus pont és az allapotegyenlet meghatérozasa. Ezeket az eredmé-
nyeket részletesen ismertetjiik.

Véges kémiai potencidl esetén a célunk még nem a kontinuum limesz meghaté-
rozasa, hanem az, hogy egyaltalan racson tudjuk vizsgalni ezeket a problémékat.
Ezért a tovabbiakban végig a (2.5) Wilson mértékhatast és a (2.9) javitatlan stag-
gered hatast hasznaljuk NV; = 4 rdcsokon. Ezeknek az analiziseknek a kiterjesztése
javitott hatés hasznalataval finomabb racsokra tovabbi kutatasok feladata lesz.

4.1. A kémiai potencial a racson

Kontinuum termodinamikdban a nagykanonikus allapotdsszegben a kémiai po-
tencialt egy uN tag segitségével vezethetjiik be, ahol N a részecskeszam. QCD-
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ben euklideszi téridén a részecskestirtiség a 1)y40 kifejezéssel aranyos, tehat a
kézenfekvs megoldas az lenne, ha a hatashoz hozzaadnank egy p )" y41) tagot.
Belathato azonban, hogy az igy bevezetett kémiai potencial nemkivanatos kvad-
ratikus divergencidkhoz vezet. Eszrevehetjiik viszont, hogy a p dow Yy41) tag épp
egy tisztan képzetes vektorpotencial euklideszi id§ iranyt komponensével valod
kolcsonhatasnak felel meg. Mivel a mértéktereket a racson a linkekhez rendeltiik,
igy ezen analogia alapjan a kémiai potencialt is célszerii a linkekhez rendelni [68].
Ezek alapjan mar lényegében egyértelmi a kémiai potencial bevezetése: a pozitiv
id6irany U4 linkeket e*-vel, mig az U;;4 adjungéltjaikat (ezek felelnek meg a ne-
gativ iranyt linkeknek) e~ -vel kell megszoroznunk a fermion hatasban. A (2.9)
staggered hatés igy kémiai potencial jelenlétében a kdvetkezéképpen modosul:

Sﬁstaggorcd(,u) = Z [am)_(x + % ZV:L__?, Ay <>_(rUr;VXm+m9 - XmU:I—ap;uXw—aﬁ> +

Oéx;4 <Xxe§4ea“Xm+afl - XxU;r—aflAe_a“Xm—afl)] . (41)

Természetesen tobb kvark iz esetén minden kvark térhez kiilon kell hozzarendel-
ni a kémiai potencialt; ezek akar kiilonbozdGek is lehetnek. A kovetkezGkben az
u, d konnyt kvarkokhoz azonos p-t rendeliink, mig a ritka kvark kémiai potenci-
aljat nullanak valasztjuk. Ez a nehézion iitkozések leirasahoz ésszerii valasztas,
ugyanis a kezdeti allapotok ritkasaga nulla, az {itkozés soran pedig (a gyenge
folyamatokat leszamitva) ritka kvarkok csak antikvarkkal egyiitt keletkezhetnek,
nem valtoztatva ezéaltal a teljes ritkasagot. A konnyii kvarkokbol felépitett ba-
rionokhoz rendelhet6 pp barionikus kémiai potencial ez esetben a kvark kémiai
potencial haromszorosa.

Szokas még ugynevezett izospin kémiai potencialt is bevezetni. Ekkor az u
és d kvarkokhoz ellentétes elGjeli p-t hasznalunk. E valasztas legnagyobb el6nye
az, hogy a kovetkez6kben ismertetett elGjel probléma ez esetben nem lép fel. A
tovabbiakban az izospin kémiai potenciallal nem foglalkozunk.

4.2. Az el6jel probléma

A 2.4 alfejezetben lattuk, hogy valamennyi ma ismeretes algoritmusnak eléfel-
tétele, hogy a fermion determinans pozitiv valos szam legyen. Ezt nulla kémiai
potencidl esetén a fermion méatrix s hermiticitasa garantilja. Sajnos ez véges
p-re nem teljesiil, ezért a fermion determindns komplex értékeket is felvehet.
Az allapotosszegnek és a megfigyelhet6 mennyiségek varhato értékeinek valos-
nak kell lenniiik, ezért vehetjiik a Z kiszamitasahoz hasznalt integrandus valos
részét: Redet Me %s-t. Ennek pozitiv eljelét azonban semmi nem garantalja,
kiilonb6z6 konfiguraciokra kiilonboz6 lehet. Ezt nevezziik elGjel problémanak.
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4.1. abra. cos ¢ varhato értéke apu fiiggvényében, ahol ¢ a fermion determinéns fazisa.

Az elGjel problémanak két komoly kovetkezménye van. A stlyosabb, hogy
nem tudunk fontossagi mintavételezéssel konfiguraciokat generdlni, hiszen nega-
tiv értékeket is felvevs fiiggvényt nem lehet valoszintiség eloszlasként értelmezni.
A maésik nehézség a valtakozo elGjelekbdl adodo kiejtésekkel kapcesolatos. Még
ha sikeriil is valamilyen pozitiv eloszlasfiiggvény segitségével konfiguraciokat ge-
neralnunk, ezen konfiguraciokon Redet Me™ elGjele valtakozik, igy az atlag ki-
szamitasakor nagy kiejtések lesznek, melyek jelentGsen rontjak a numerikus pon-
tossagot.

Az utobbi probléma szemléltetése céljabol irjuk at a determinanst

det M = |det M| €™ (4.2)

alakba, és vizsgaljuk meg egy konfiguracié halmazon a fazis oszcillaciojanak mér-
téekét p fliiggvényében. Ehhez a valos részben szerepl§ cos ¢-t szamitjuk ki min-
den konfiguricion, majd ezeket atlagoljuk. A 4.1 Abran lathato az eredmény. A
konfiguraciokat g = 0-n generdltuk 8% -4 rdcson am,q = 0.025 és am, = 0.2
kvarktomegekkel a = 5.1991 csatolas értéknél, mely a p = 0 atmeneti pontnak
felel meg.

Lathatjuk, hogy kis u értékekre cos ¢ varhato értéke jol meghatarozhato, mig
ap>0.4 esetén a fazis oszcillacioja miatt cos ¢ mér statisztikailag nem kiilonboz-
tetheté meg a nullatol: az elGjel probléma silyossa valik.
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4.3. Tobbparaméteres atsilyozas

A determinans fazisanak kis p értékek esetén tapasztalt viselkedése lehetdséget
ad arra, hogy ebben a tartoméanyban egy jol megvalasztott konfiguracié halmazon
olyan eredményeket kaphassunk, melyet az elGjelek kiejtése még nem veszélyez-
tet. A kérdés természetesen az, hogy hogyan valasszuk meg a konfiguraciokat,
tudva, hogy a fontossdgi mintavételezés kozvetleniil nem miikodik. A legkézen-
fekvébb lehetdség, hogy tovabbra is fontossdgi mintavételezést hasznélunk, azaz
a konfiguraciokat e~ eloszlassal generaljuk, Am valamilyen mas hatassal. Ezen
beliil is az a legegyszeriibb, ha a hatas alakjat nem valtoztatjuk, csak a paramé-
terek értékét. Ennek megfelelGen a (2.12) allapotosszeget atirhatjuk a kovetkezd
alakra:

Z = /DUdetM(m,u, U)e 5BU) =

/ DU det M (my, g, U)e™5aB0:U) (4.3)

det M (m, p,U) o—59(B.U)+84(Bo,U)
det M(m07 Ho, U) .

A masodik sorban szereplé integrandust mely épp a hatas az eredetiektdl kiilon-
b6z6 (B, mo, po) paramétereknél hasznaljuk a fontossdgi mintavételezés soran.
Ezzel az eloszlassal generaljuk a konfiguraciokat. A harmadik sorban a kapcsos
zardjelben levg kifejezést pedig megfigyelhet6 mennyiségként vessziik figyelembe.
Ugy is tekinthetiink ezekre az értékekre, mint az (Bo, Mo, o) paraméterekkel gene-
ralt konfiguraciok sulyai a (3, m, u) paramétereknek megfelelg allapotosszegben.
Jeloljiik ezeket a stlyokat w(U)-val':

det M(m, K, U) —S4(8,U)+S4(Bo,U)
_ (8, 9(Bo, 4.4
() det M (mq, po, U)e 7 .

és legyen Zy = Z(0o, mo, o). Ekkor azonnal lathato, hogy
Z _ f DU’LU(U) det M(m0> o, U)e_sg(ﬁo,U)

Zo [ DUdet M(my, o, U)e=Ss(Bo:U) - <w>(ﬁo,mo,uo) :

(4.5)

A varhato érték indexe jelzi, hogy mely paraméterek mellett értendé az atlagolas.
Vegyiink ezek utén egy O(3, m, 1) megfigyelhet6 mennyiséget. A paraméterektol
valo fiiggést ezuttal expliciten kifirtuk. A mennyiség varhato értéke:

DUO(B, m, p, U) det M (m, i, U)e5s(B0)
o= 7 - (4.6)

!Természetesen a w silyok a két paraméter halmaztol is fiiggnek, ezt azonban most az

egyszertiség kedvéért nem irjuk ki
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A tortet Zg-lal bévitve, majd atalakitva:

 Zy [ DUw(U)O(B,m, 1, U) det M (my, o, U)e=5e(0:0)
<O>(ﬁ,m,u) - 7 ZO —
<’LU ' O(ﬁ? m7 M)>(ﬁ07m07uo)

<w> (Bo,mo, o)

. (4.7)

Tehat O kiszamitasahoz a (o, mo, to) paraméterekkel generalt konfiguraciokon
meghatarozott értékeket a w silyokkal stilyozva kell atlagolni. Fontos ramutat-
ni azonban —ezért irtuk ki expliciten O fiiggését a paraméterektl-, hogy O-t a
(B, m, 1) paramétereknél kell kiértékelni. A most leirt modszert tébbparaméteres
atstulyozasnak nevezziik [69]. A modszer a Ferrenberg-Swendsen féle atsulyo-
zéas |70, 71| altalanositésa.

Természetesen a (g, mo, f1o) paramétereket ugy kell megvalasztani, hogy eb-
ben a pontban miikédjon a fontossagi mintavételezés. Ehhez pg = 0-t valasz-
tunk a tovabbiakban. Belathat6o azonban, hogy a pozitivitashoz sziikséges s
hermiticitas tisztan képzetes p esetén is teljesiil, tehat ilyen kémiai potencidlt is
valaszthatunk.

Ugyan valamennyi megadott képlet egzakt, a modszer gyakorlati alkalmazha-
tosaga azon miulik, hogy a w(U) sulyok mennyire fluktualnak. Két fontos nehézség
léphet fel. Az els6 az ugynevezett atfedési probléma. Ezt a legegyszeriibb egy
olyan példan bemutatni, amikor a determinéns a cél (3, m, u) paraméterek esetén
is pozitiv, azaz példaul 4 = 0.2 A silyok ebben az esetben mind pozitiv valos
szamok. Mivel mindkét paraméter halmaz esetén lehetséges a fontossagi min-
tavételezés, ezért mindkét esetben létezik a konfiguraciok terének egy olyan kis
részhalmaza, mely az adott paraméterek melletti fontos konfigurdciokat tartal-
mazza. Ez azt jelenti, hogy egy realisztikus ideig tarto szimulécié soran az 0sszes
generalt konfiguracié ebbdl a halmazbol keriil ki. Amennyiben a két halmaznak
nincs, vagy kicsi az atfedése, akkor beszéliink atfedési problémérol. Ekkor ugyanis
hiaba rendeliink a (g, mo, po) mellett generalt konfiguraciokhoz 1j stlyokat, nem
kaphatunk helyes eredményt, hiszen a (3, m, u) paraméter értékek mellett fontos
konfiguraciok hianyoznak. Az atfedési probléma legkellemetlenebb tulajdonséga,
hogy nehéz, néha lehetetlen észrevenni. Tekintsiink egy extrém példat, melyben a
két paraméter halmazhoz tartozo fontos konfiguraciok halmaza nagyon kiilonb6z6
(példaul mas fazist irnak le). Ekkor véges sok konfiguraciot generalva egyetlen-
egy sem lesz a (3, m, u) paraméterek mellett fontosnak szamitok kozott. A w(U)
silyok hasonl6 nagysagrendtiek lesznek, és latszolag jo eredményeket kapunk, kis
statisztikus hibaval. Ha noveljiik a statisztikét, el6fordulhat, hogy megjelenik egy

Tlyen esetekben ritkdbban alkalmazunk atstlyozast, hiszen kdzvetlen szimulacio is lehetsé-
ges, de az atfedési probléma szemléltetésére kittinGen alkalmas.
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konfiguracio, mely (3, m, 1) esetén fontos. Ebben a pillanatban ez a konfiguracio
oriasi sulyt kap a tobbihez képest, és ez fog domindlni minden eredményt, tel-
jesen megvaltoztatva a kordbbiakat. Amig azonban ez nem torténik meg, nem
vessziik észre, hogy atfedési problémaval van dolgunk. Pontosan ez torténik a
Glasgow-modszer alkalmazasa esetén.

A mésik nehézség, mely a tobbparaméteres atsilyozas esetén felléphet a mar
ismertetett elGjel probléma. A determinéns fazisa teljes egészében a w stulyokban
szerepel. Nagy p esetén, mint lattuk, a kiejtések miatt mar nem tudunk nullatol
statisztikailag megkiilonboztethets értékeket mérni. Ekkor a (4.7) kifejezés 0/0
alakuva valik és kezelhetetlen lesz. Azt varjuk, hogy ezt a jackknife hibaszdmolas
jol jelzi, ugyanis ez rész mintdkon alapul és a kiejtések mértéke nagy mértékben
fiigg attol, hogy mely rész mintat hasznaljuk. Ezaltal nagy statisztikus hiba jelzi
az elgjel probléma felléptét.

Staggered fermionok esetén egy tovabbi probléméval is szembesiiliink. Az
eddigi képletek a staggered formalizmusban négy kvark izt irnak le. Kevesebb
kvark izt a méar emlitett negyedik gyok triikkel szokas kezelni. Ekkor azonban a
w silyokban megjelenik egy komplex szam tort hatvanya, mely nem egyértelmd.
Ezt a problémat a kiovetkezs alfejezetben vizsgaljuk meg részletesen. Most a
modszer szemléltetésére négy kvark izt hasznalunk.

Vizsgéaljuk meg, hogyan célszerti adott (5, m, u) mellett a (5o, mo, o) sSzimu-
laciés paramétereket megvalasztani. Néha a kérdés forditva meriil f6l: adott
(Bo, mo, po) mellett generalt konfiguraciokbol mely (5, m, u) értékekre tudunk a
legnagyobb biztonsaggal atsilyozni.

A maér korabban emlitett Glasgow-modszer a tobbparaméteres atsilyozas egy
specidlis esete a By = (3, mg = m és ug = 0 valasztassal. Latni fogjuk, hogy ez a
valasztas a fazisdiagram meghatarozasahoz nem szerencsés.

Mar korabban emlitettiik, hogy a pozitivitas érdekében o = 0-t hasznalunk.
A kvarktomegben az egyszertiség kedvéért nem végziink atsilyozast, igy mg =m
valasztéassal éliink. Kézenfekvg lehetdség, hogy adott (5, m, pu)-hoz tgy definial-
juk Go-t, hogy a w(U) silyok szordsa minimalis legyen. Ezt a definiciot fogjuk
az allapotegyenlet meghatarozasanal hasznalni. Léteznek azonban esetek, amikor
a fizikai intuicio egyszertibb megoldast kinél. Ilyen a fazisgorbe meghatarozasa.
Mivel a fazisditmeneti vonal mentén szeretnénk mennyiségeket meghatarozni (me-
lyekkel aztan definialjuk a vonalat magat), vagyis (3, m, ) ezen vonal mentén fog
fekiidni, igy célszerii (y-t gy megvalasztani, hogy az fizikailag hasonl6 szituaci-
6hoz tartozzon. Ez a pont pedig a p = 0 QCD atmeneti pont. Forditva: a u =0
atmeneti ponthoz tartozd (p-néal generalva konfiguraciokat azt varjuk, hogy az
atstlyozas a B(p) fazisgorbe mentén lesz optimalis, hiszen itt a leghasonlébbak a
fizikai koriilmények.
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4.2. abra. A tobbparaméteres atsilyozas (kék gorbe) Gsszehasonlitasa a Glasgow-
modszerrel (fekete szaggatott vonal). Mivel a Glasgow-modszernél a hadronikus fazis-
ban generaljuk a konfiguraciokat, sokkal kevésbé tudjuk a g > 0 dtmenetet leirni, mint
a tobbparaméteres atsulyozas atmeneti konfiguracioival.

A 4.2 abra illusztralja a tobbparaméteres atstulyozés elényét a Glasgow-mod-
szerrel szemben. A Glasgow-modszer alkalmazasa soran csak p-ben torténik at-
silyozés, 1igy i = 0-n automatikusan a hadronikus fazisban generalunk konfigura-
ciokat. Ezek a konfiguraciok lényegesen kiilonbozGek a fazisgorbe tiloldalan levd
kvark-gluon jellegti konfiguracioktol, igy nem meglepd, hogy az atstlyozas kevés
informaciot ad a fazishatarrol. A tobbparaméteres atsulyozas esetén a két fazis
hataran generaljuk a konfiguraciokat. Igy joval nagyobb esélyiink van hasonlo
jellegti atmeneti pontokba eljutni az atsilyozassal.

4.3.1. Az N; = 4 fazisAtmenet ;> 0 esetén

A leirtak illusztralasara vizsgaljuk a négy kvark izt tartalmazé rendszert tobb-
paraméteres atsilyozas segitségével. A tort hatvanyok elkeriilése érdekében most
négy izt hasznalunk. Tovabbi el6nye a négy iz hasznalatanak, hogy erGsebb fa-
zisdtmenetet varunk, mint 241 iz esetén, igy jol lathatok a modszer elényei. A
csupasz kvarktomegeket am = 0.05-nek valasztjuk és minddssze két kis rdcsmeé-
retet (4% és 63 -4 hasznalunk. Els6 lépésben mindkét racson megkeressiik p = 0-n
azt a 0 = [, értéket ahol a fazisatmenet van. Ehhez a legegyszertibb a

1
P = 3 Z ReTrUp(x; pv) (4.8)

T, u<v
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4.3. abra. A plakett atlag eloszlasa 4* racson p = 0 és 8 = 4.982 esetén. A kétcstcsu
eloszlas fazisdtmenetre utal.

plakett atlag vizsgalata. Ez lényegében a Wilson mértékhatas. A 4* racson 3
fiiggvényében megmérve a plakett atlagot, 0 = 4.982-nal ugrast tapasztalunk.
A 4.3 dbra mutatja a plakett eloszlasat ennél a 3 értéknél. A hisztogram csiicsai
két jol megkiilonboztethets fazist jeleznek. Ezek 2.7 és 3 koriili plakett értékek-
nek felelnek meg. Az ebben a pontban generélt konfiguraciok tehat vegyesen
tartalmaznak konfiguraciokat mindkét fazisbol.

Alkalmazzuk a tobbparaméteres atsulyozast ezekre a konfiguraciokra. Legyen
ap = 0.3 és hatarozzuk meg két fontos fizikai mennyiség, a kiralis kondenzatum
és a Poljakov hurok értékét atsilyozassal néhany 3 értékre. A 4.4 Abran lathat-
juk az eredményt. Jol lathato, hogy 6 ~ 4.94-nél mindkét mennyiség gyorsan
valtozik, ami arra utal, hogy ap = 0.3-nél itt torténik a fazisditmenet. A kovet-
kezGkben megismerkediink a Lee-Yang zérusok modszerével; ennek segitségével
pontosabban tudjuk definidlni az atmeneti pontot.

4.3.2. Az N; = 4 fazisgorbe meghatarozasa Lee-Yang
zérusok segitségével

A fazisatmenetek helyének és rendjének meghatarozasara jol hasznalhato a Lee
és Yang altal kidolgozott Lee-Yang zérusok modszere [72,73|. Alkalmazhatosaga-
nak feltétele azonban, hogy vagy valodi fazisaitmenet legyen, vagy nagyon gyors

valtozassal jaro crossover. ?

3A 1 = 0 esetben, a 3 fejezetben hasznalt javitott racs hatéssal ez a feltétel nem teljesiilt,
ezért hasznaltunk més moédszert az dtmenet rendjének és T.-nek a meghatarozasara.
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4.4. abra. A ap = 0.3-re atstlyozott Poljakov hurok (négyzetek) és kiralis kondenzatum
(haromszogek) a [ csatolas fiiggvényében. Mindkét mennyiség jelzi a fazisdtmenetet
0 =~ 4.94 kornyéken.

Tegyiik fel, hogy rendszeriinkben elsérendii fazisaitmenet valosul meg. Ekkor
nagy V térfogaton az Atmenet kozelében két fazis egyszerre létezhet. Az allapot-
0sszeg a

\% \%
Z =e 1l femrlB (4.9)

alakba irhato, ahol f4 és fp a két fazis szabadenergiastiriisége. Az &tmeneti
pontban T = T, és fa = fg. A [ csatolas valtoztatasaval a rendszert elhan-
golhatjuk az atmeneti pontbol. Ha az atmeneti pontban § = (. és bevezetjiik
Af = [ — B.-t, akkor T és fg sorbafejthets T, illetve f, koriil. Kis Ag-ra:

T =T, + A3+ O(AB) f5 = fa+ AR+ O(AB) (4.10)

valamilyen ¢; és ¢; konstans egyiitthatokkal. Ezeket a (4.9) allapotsszegbe beirva
Z az alabbi alakra hozhato:

7 = e Tela (e“VAﬁ + ebVAﬁ) , (4.11)
ahol
fac Co

Tovabb alakitva:

Z = 2exp (—%fA + a ; bVAﬂ) cosh (GT_bVAﬂ) . (4.13)
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Az els6 tényez6 nem lehet nulla, a masodik azonban igen, ha AS tisztan képzetes
és:

2 1
— (k+ ), 4.14
kT (119

2
ahol k tetszGleges egész. Tehat nagy térfogatok esetén a Z([3) fiiggvény zérus-
helyekkel rendelkezik. FEzek a Lee-Yang zérusok. A zérusoknédl Ref = [, és
ImfB o 1/V. Tehat megkeresve Z zérushelyeit, a valos rész az adtmeneti pont

ImAS =

definiciojaként hasznalhato, mig a képzetes rész 1/V skalazasa jelzi az elsérendi
fazisatmenetet. A V — oo limeszben a képzetes rész nullahoz tart. Igy general-
jak a Lee-Yang zérusok a szabadenergia szingularitasat a valos S.-nél. Crossover
esetén természetesen nincs szingularitas végtelen térfogaton sem, igy a Lee-Yang
zérusok nem érhetik el a valds tengelyt, képzetes résziiknek véges értékhez kell
tartaniuk. Numerikus vizsgalatokban altaldban a k = 0 zérust hasznaljuk, ez van
ugyanis legkozelebb a valos tengelyhez, ami mentén a szimulaciokat végezziik.

A Lee-Yang zérusok meghatarozésat atsilyozassal végezziik. A szimulacios
Bo érték kozelében komplex [ értékekre meghatarozhatjuk Z/Z, értékét a (4.5)
képlet alapjan. Ehhez csupan a stlyokat kell 6sszeadnunk. Els6 lépésben p = 0-
nal maradva Wilson hatas esetén a siilyok értéke:

w(U) = e 541 +59(Bo) — ((F-00)P (4.15)

Tehat megmérve az U; konfiguraciokon a P; plakett dtlagokat, a Lee-Yang zérusok
megkereséséhez a

Z eB=Bo)Pi — (4.16)

egyenletet kell megoldanunk a komplex 3 sikon. A megoldéas valés része fogja
megadni az dtmeneti pontot. A Lee-Yang zérusokat rogzitett, véges p esetén is
megkereshetjiik, ekkor a megoldando egyenlet:

> (i o), =0 o

i

vagyis a det M(u)/det M(pn = 0) hanyadosokat kell meghataroznunk az egyes
konfiguracidkon.

Az egyenlet megoldasat tigy végezziik, hogy egy kezdeti 3 érték koriil sorbafejt-
jiik a bal oldalon all6 kifejezést G-ban és megkeressiik a kozelité Taylor-polinom
zérushelyeit. A kezdeti 8-hoz legkozelebb levs zérushely jo kozelitéssel egy kere-
sett Lee-Yang zérus, de pontositas céljabol megismételhetjiik az eljarast ebbdl a
pontbol indulva.

A négy kvark iz esetében p = 0-nél generalt konfiguraciokon elvégeztiik a leirt
analizist. A valos tengelyhez legkozelebbi, k = 0-hoz tartozo Lee-Yang zérusokat
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ap

0.
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4

Re(Bry) | Im(Bry) Re(Bry) Im(Bry)
(4% réacs) | (4% racs) (63 - 4 racs) | (63 -4 racs)
4.938(1) | 0.0458(7) | 5.040(2) | 0.019(1)
4.987(1) | 0.0458(7) | 5.038(2) | 0.019(1)
4.983(1) | 0.0457(8) |5.033(2) | 0.019(1)
4.977(1) | 0.0456(8) | 5.023(2) | 0.018(1)
4.968(1) | 0.0456(8) | 5.009(2) | 0.017(2)
4.955(2) | 0.0460(9) | 4.993(3) | 0.016(2)
4.938(2) | 0.0465(10) | 4.975(3) | 0.016(2)
4.924(3) | 0.0430(20) | 4.965(4) | 0.016(4)
4.920(4) | 0.0383(53) | 4.959(4) | 0.014(6)

4.1. tablazat.

130

T [MeV]

110

100

A Lee-Yang zérusok helyei 4 és 63 - 4 racsokon.

kvark—gluon plazma

p [MeV]

4.5. dbra. Az Ny = 4 fazisdiagram N; = 4 racsokon.
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a 4.1 tablazat foglalja 6ssze. A Lee-Yang zérusok mindvégig a fazisgérbét jelolik
ki, igy azok megkeresésével automatikusan a 4.2 abran illusztralt vonal mentén
haladunk. A kisebb racson 13000, mig a 6% - 4 méretii racson 1200 fiiggetlen
konfiguraciot generaltunk. Ez nagységrendekkel kevesebb, mint amennyivel a
Glasgow modszer még eredménytelennek bizonyult.

Annak ellenére, hogy a 4* és 43 - 6 racsok nagyon kicsik, érdemes megadni a
fazisgorbét fizikai egységekben is. Ehhez a racsallandot kell meghataroznunk. A
skilat a p mezon tomegével allitottuk be. Alacsony (3 értékek esetén erds csatolasi
kifejtéssel |74], mig nagyobb (-nél korabbi eredmények felhasznalasaval |75, 76|
hataroztuk meg m,-t. Ezek alapjan a racsallandot az

a = 0.00214% — 0.02445 + 0.0714 [MeV ] (4.18)

polinommal becsiilhetjiik.

A fizikai egységekben megadott fazisdiagramot lathatjuk a 4.5 abran. Fontos
megjegyezni, hogy a p mezon tomege a § — 0 erds csatolasi limeszben korlatos,
igy N; = 4 racsokon a legkisebb elérhetd hémérséklet (ha m,-val allitjuk be a
skalat) koriilbeliil 100 MeV. Ennek ismeretében nem meglepd, hogy az abran
lathato gorbének kicsi a gorbiilete, a hGmérséklet nem esik 110 MeV ala.

4.3.3. Ny =2+1 iz hasznalata yu > 0 esetén

Lattuk, hogy négynél kevesebb kvark izt staggered fermionok esetén a negyedik
gyok triikkel tudunk leirni. Ez azt jelenti, hogy det M-et valamennyi korabbi
formuldban (det M)Nf/4—el kell helyettesiteniink. g = 0 esetben tudjuk, hogy
a 75 hermiticitds miatt az egy izt leir6 kontinuum Dirac-operator determinansa
pozitiv, igy természetes, hogy mindig a pozitiv gyokot véilasztjuk a gyokvonas
soran. Mivel p > 0 esetén a fermion determinans komplex értékeket is felvehet
(a kontinuumban is), a negyedik gyok nem egyértelmii. A szabad staggered fer-
mion méatrix sajatértékei négyszeresen elfajultak. Ez az elfajultsiag jelzi, hogy
val6jaban négy izt ir le a modell. Ebben az esetben a determinans negyedik gyo-
két konnyt értelmezni: a sajatértékek szorzataba minden négyes csoportbol csak
egyet vesziink be. Belathato, hogy a kontinuum limeszhez kozel is hasonlo csopor-
tosulast mutatnak a fermion matrix sajatértékei. Igy az egy-egy csoportban levé
sajatértékek fazisat atlagolva, abszolut értékiikbdl pedig negyedik gyokot vonva
természetes modon kivalaszthatjuk det M megfelel§ gyokét |77|. Sajnos a jelenleg
hasznalatos racsokon ez a csoportosulds nehezen azonosithatd. A probléma egy
lehetséges megoldasa, ha megkoveteljiik, hogy a

{ det M{(p) ]Nf/4 (4.19)

det M(pu = 0)
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fiiggvény a valos p tengely mentén folytonos legyen [78|. Lathato, hogy mivel
az el6z6 definicio is folytonos fliggvényt ad, igy azokon a racsokon, amelyeken
mindkét modszer miikddik, ugyanazt a gyokot adjak.

A folytonossag megvalositasa nem egyszerd feladat, ugyanis a determinansok
fazisa gyorsan valtozhat p novekedésével. Igy nagyon siiriin meg kellene mérniink
a determinansokat ahhoz, hogy garantalni tudjuk a folytonossagot. Ehelyett az
alabbi eljarassal megadhatjuk a det M (u) fiiggvény analitikus alakjat, melynek
segitségével a folytonossag konnyen garantalhato.

Els6 lépésként végezziink el egy temporalis mértékrogzitést, azaz egy olyan
mértéktranszformaciot, melynek segitségével U,.4 = 1 minden x4 < IN; —1 esetén,
vagyis az utolsd idGsikot kivéve minden idGiranya link egységnyi. Ekkor a
fermion matrix az alabbi alaki:

B e 0 ... et
—e W By et .
M(GM) = 0 —e Bg e , (420)
_eanT

ahol az id6 irdnyt frtuk ki. A matrix elemei 3N3 x 3N méret métrixok (a 3 a
szinekbdl jon). A B; matrixok tartalmazzak az i. id6sikon a tériranyu linkeket. A
T matrix az utolso6 idésik idGiranyu linkjeibdl all. E tagok ellentétes elGjele a fer-
mionok idGiranyban antiperiodikus hatéarfeltételének kovetkezménye. Szorozzuk
meg a j. oszlopot e™/%-vel és a j. sort e/%-vel minden j = 1... N;-re, valamint a
bal sz¢1s6 oszlopot (a teljes métrixnak ez 3N3 oszlopa) vigyiik at a jobb oldalra.
Mivel N, mindig paros, ezek a 1épések a determinanst nem valtoztatjak. A matrix
ezek utan:

1 0 ... e Neanptd By

By, 1 ... 0 1

Lo : (4.21)
1 0
BNt —6NtaMT

A determinanst Gauss-eliminacioval hatarozhatjuk meg. A f6atloban levs egy-
ségmatrixok segitségével kdnnyen eltiintethetjiik az alattuk levé B; méatrixokat.
Egyszertien N; — 2 1épést tudunk elvégezni; ezek a kovetkezd alaki 6N2 x 6N3
méretii matrixra vezetnek:

1 . o~ Niap
+c-e N C?V ’ (4.22)
C3 + ¢4 - 7 cs — eVt
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ahol a ¢; matrixok csak a B; méatrixok fiiggvényei, u-t6l nem fliggenek. Az elsd
oszlopot szorozzuk meg —1-gyel, a masodikat pedig T7-tel. Mivel T csupa uni-
tér matrixot tartalmaz, a determinans ezittal sem valtozik. Egy utols6 Gauss-
eliminacios lépés utan (a masodik sorbol levonjuk az elsé cs-szorosat) az alabbi
méatrixra jutunk:

—Neap(__ . _ ,Niap T]L
e (e — ) = o ) (4.23)
e~ Nt (e — ¢y) (c5 — c3co)TT — eNear

A determinans igy
det M (ap) = e #NeNiar qet (P — eNeaw) (4.24)

alakba irhato, ahol

pP= ( —a e ) . (4.25)

C3C1 — C4 (05 — CgCg)T]L

Ez a P matrix karakterisztikus polinomjaval aranyos. Igy P sajatértékeinek meg-
hatarozasa utan det M (u) tetszéleges p-re megadhato analitikus alakban:

6N3
det M (ap) = e 3N:Neaw H(eN*““ - \), (4.26)
i=1

ahol \; a P matrix sajatértékei. A sajatértékprobléma megoldésa O(N?) miivele-
tet igényel. Az eredeti determinans kozvetlen kiszamitasdhoz O(N?N}) miivelet
szitkséges. Tehat nemcsak a det M (u) fliggvényt sikeriilt analitikus alakban meg-
adni, hanem a matrix ritkasagat kihasznalva a miveletek szdmanak skalazasan is
javitottunk.

4.4. A QCD kritikus pontja

A QCD fazisdiagramjanak talan legérdekesebb pontja a kritikus pont. Lattuk,
hogy 1 = 0-n az atmenet crossover. Négy fermion kolcsonhatast tartalmazo
Nambu-Jona-Lasinio tipusu effektiv modellek nagy kémiai potenciél és alacsony
hémeérséklet esetén elsérendii dtmenetet josolnak [9]. Ez azt jelenti, hogy az els6-
rendi és a crossover tartomény valahol a fazisgdrbe mentén taldlkozik. Ez a QCD
kritikus végpontja. (A végpont kifejezés arra utal, hogy itt ér véget az els6rend
Atmenet.) Ebben a pontban (legalabb egy ilyen pontnak kell léteznie, ha nagy
p-nél valoban elsérendii dtmenet van) méasodrend( fazisitmenet valosul meg. A
tobbparaméteres atsilyozas —ahogy azt négy iz esetén mar lattuk is— lehetGséget
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nyujt a fazisgérbe meghatérozasara a Lee-Yang zérusok segitségével. A Lee-Yang
zérusok képrzetes részének térfogatfiiggése megadja az atmenet rendjét. A kritikus
pont megkeresése harom lépésbdl all.

El6szor megkeressiik a valos tengelyhez legkozelebbi Lee-Yang zérusokat a
komplex [ sikon tobb p értéknél. Az atstulyozashoz sziikséges determinansok meg-
hatarozasahoz a (4.26) képletet hasznaljuk. Ezaltal tetsz6legesen stirtin vehetjiik
fel u értékeit, valamint a 2+1 kvark iz kezelése sem probléma. A Lee-Yang zéru-
sok valos része kijeloli a fazisgorbét a f—u sikon. Ezt az analizist tobb kiilonb6z6
térfogaton is elvégezziik, majd a valos részek végtelen térfogati extrapolacioja
adja meg a fazisgérbét a termodinamikai limeszben.

A maésodik 1épésben valamennyi p értéknél megvizsgaljuk a Lee-Yang zérusok
képzetes részének térfogatfiiggését. Az Imfry értékeket az

iy (V) = I35 + (4.27)

fliiggvényalak segitségével extrapolaljuk a termodinamikai limeszbe. Lattuk, hogy
els6rendii fazisaitmenetnél a képzetes rész 1/V-vel aranyos, tehat ekkor Imf3%5, =
0. Crossover esetén azonban véges értéket kapunk, mivel a Lee-Yang zérusok
nem huzodnak ra a valds tengelyre. Az Imfg75 (u) fiiggvény tehat meghatarozza
az Atmenet rendjét.

A harmadik lépésben a fazisgdrbét és a kritikus pontot fizikai egységekben
is megadjuk. Ehhez a racsallandot kell meghataroznunk. Ez, ahogy kordbban
is T' = 0 szimulaciok segitségével lehetséges. Az rq és m, értékét hasznaljuk a
racsallandd meghatéirozasahoz.

| au | 0.1 | 0.2 0.3 | 0.4 |
Re(Bry); Ny =4 [ 5.151(1) | 5.141(1) | 5.127(2) | 5.121(5)
10*Im(fry) 5.56(8) | 5.50(9) | 5.42(15) | 5.56(38)
Re(Bry); Ny =6 | 5.193(1) | 5.174(1) | 5.152(3) | 5.143(7)
10%Im(fry) 2.66(6) | 2.54(9) | 2.19(31) | 1.82(39)
Re(fry); Ny =8 | 5.193(1) | 5.172(1) | 5.159(1) | 5.140(1)
10%Im(fry) 1.38(6) | 1.32(17) | 1.31(18) | 0.48(7)

Re(fry); N, — oo | 5.201(1) | 5.178(1) | 5.162(2) | 5.143(2)
10%Im(fry) 1.02(6) | 1.12(11) | 0.74(19) | -0.25(10)

4.2. tablazat. A Lee-Yang zérusok helye négy ap értéknél Ny =4,6 és 8 racsokon,
valamint a termodinamikai limeszben 230 MeV-es piontdmegnél.

A teljes analizist két kiilonb6z6 konnyt kvarktomegnél végeztiik el. Az elsd,
régebbi munkaban |78| a fizikainal koriilbeliil haromszor nagyobb kvarktomeget
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4.6. 4bra. A Lee-Yang zérusok képzetes részének termodinamikai limesze ap fiiggvé-
nyében 230 MeV-es piontémegnél.

hasznaltunk, ez 230 MeV-es piontomegnek felel meg. A csupasz kvarktomegek
értéke ebben az esetben am,q; = 0.025 és am, = 0.2. A szimulaciokat harom
kiilonb6zo racsméretnél végeztiik, ezek mérete 44, 63 - 4 és 8% - 4 volt. A térfogat
nyolcszorosara nétt. A konfiguraciokat mindharom térfogaton a p = 0 atmeneti
pontban generdltuk. A harom térfogaton rendre 14000, 3600 és 840 fiiggetlen
konfiguraciot generaltunk, ezeket hasznaltuk az atsilyozéshoz. A 4.2 tablazat-
ban lathatjuk a Lee-Yang zérusok helyét néhany p értéknél. A képzetes részek
V — oo extrapolacidjaval kapott Imp3?5 -t abrazoltuk ap fiiggvényében a 4.6
abran. Megéallapithatjuk, hogy alacsony p értékekre Imf375, pozitiv, azaz az at-
menet crossover. A kémiai potencial novekedésével Im[375, értéke csokken, majd
nullava vélik, ami az els6rendi fazisatmenet megjelenését jelzi. A pontok némi-
leg ,tullének” a nullan. Ez a jelenség a viszonylag kis térfogatok hasznélataval
magyarazhato, mar kordbban is megfigyelték példaul az elektrogyenge faziséat-
menet vizsgalatanal [79]. Leolvashatjuk a kritikus végpont helyét dimenzidtlan
egységekben: apup = 0.375(20).

A skala beéllitasahoz két 3 értéknél 103 - 16 méretii racsokon meghatéaroztuk
a pion és a p mezon tomegét, valamint az ro Sommer paramétert és a ¢ hirfe-
sziiltséget. Az eredményeket a 4.3 tablazat tartalmazza. Kozbiilsg [ értékekre
linedrisan interpolaltunk. A racsallando beallitasahoz a/ry és am, sulyozott at-
lagat hasznaltuk, silyként a statisztikus hibak négyzetének inverzei szolgaltak.
A 4.7 dbran lathatjuk a fizikai egységekben megadott fazisdiagramot. Az dtmenet
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‘ 164 ‘ am, ‘ am, ‘ ro/a ‘ a\/o ‘
5.208 | 0.393(2) | 1.22(2) | 1.87(3) | 0.58(7)
5.164 | 0.393(2) | 1.28(3) | 1.76(5) | 0.75(5)

4.3. tablazat. A T = 0 szimulaciok eredménye két 3 értéknél.

hémérsékletét a pup = 3p barionikus kémiai potencial fliggvényében &brazoltuk.
A kritikus pont T = 160 + 3.5 MeV hémeérsékletnél és pup = 725 + 35 MeV
barionikus kémiai potencialnal helyezkedik el. Ne feledjiik, hogy ez az eredmény
230 MeV-es piontomegnél, N; = 4 racsokon sziiletett, anélkiil, hogy elvégeztiik
volna a kontinuum extrapolaciot.

Mivel a p = 0 fazisditmenet rendje érzékeny a kvarktomegekre, a kritikus pont
helye is valtozhat, ha csokkentjiik a kvarktomegeket. Ezért nagyon fontos, hogy
azok fizikai értékénél is meghatéarozzuk a kritikus pont helyét [80]. Az analizis
lépései ugyanazok, mint a nagyobb kvartktomeg esetén. A 4.3 tablazat adatai
alapjan megbecsiilhetd, hogy milyen am,, értéket kell valasztanunk a fizikai pi-
ontomeg eléréséhez. Ez alapjan ezuttal am,, = 0.0092 és am, = 0.25 értékeket
hasznalunk (a korabbihoz képest valamivel nagyobb ritka kvarktomeg a kaon to-
megének fizikai értéken tartasdhoz kell). Ahogy a 2.4 alfejezetben lattuk, kis
kvarktomegek hasznélata rendkiviil szamitogépigényes. Ez az oka annak, hogy
nem kozvetleniil a fizikai tomegekkel végeztiik az els§ analizist.

A korabbi vizsgalatunknak egy masik pontjan is javitunk: ezuttal nagyobb
térfogatokat hasznalunk, a rdcsok mérete 63-4, 8.4, 103-4, 123-4. Mivel a deter-
minans meghatéarozasihoz sziikséges diagonalizacio O(N?) miiveletet igényel, igy
a térfogatok ilyen mértéki novelése is jelentGsen megnoveli a szamitogépigényt.
Ebbdl, illetve a fizikai kvarktomeg hasznalatabol adodik, hogy Osszesen 140-szer

//////

A Lee-Yang zérusok helyeit a 4.4 tablazat mutatja. A V — oo extrapo-
laciot ezittal is 1/V-ben lineéris fiiggvénnyel végeztiik. A 4.8 abran lathatjuk
Imfp7s, értékét ap fiiggvényében. Az abrardl leolvashato, hogy kis p értékek ese-
tén Imp375 értéke egyértelmien nem nulla, azaz az atmenet crossover. u-t névelve
Imf375, eleinte nem valtozik, aztan csokkenni kezd és végiil nullaval konzisztens
lesz. Ezuttal nincs tllovés, az érték nagyobb p értékekre is nullaval konzisztens
marad. Ez a korabbinal nagyobb térfogatok hasznalatanak koszonhets. A kriti-
kus végpont helye racsegységekben: app = 0.1825(75). Most négy térfogatunk
van, ezért megtehetjiik, hogy kevesebb térfogatot hasznalunk az extrapolaciohoz,
és megvizsgéaljuk, hogyan véltozik a végpont helye. A legkisebb és legnagyobb
harom térfogatot hasznalva azt tapasztaltuk, hogy apg értéke csak a statisztikus
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4.7. Abra. A fazisdiagram fizikai egységekben Ny = 2 + 1 kvark iz esetén 230 MeV-es
piontomegnél. A szaggatott vonal a crossover tartomanyt jelzi, a folytonos vonal az elsG-

rendi fazisdtmenetet. A kett6t elvalaszto kritikus végpontot és annak bizonytalansagat
a négyzet mutatja.

hiban beliil valtozik. Ez azt jelzi, hogy az extrapoldciéhoz hasznélt térfogatok
elegendGen nagyok, aug értéke szdmottevs térfogatfiiggs bizonytalansagot mar
nem tartalmaz.

Az utolso 1épés ismét a racséllandé meghatarozasa. Mivel T' = 0 szimul&ciok-
ban nehéz a fizikai kvarktomeg hasznalata, igy harom, valamivel nagyobb kvark-
tomeg mellett generaltunk konfiguraciokat. Mindharom kvarktomegnél megha-
taroztuk a pion, kaon és p mezonok tomegét, valamint ro/a értékét. A fizikai
kvarktomeghez kirédlis extrapolacio segitségével jutottunk el. A kiralis perturba-
cioszamitds vezet§ rendd Osszefiiggéseinek megfelelSen am?2, ami;, am, és ry/a
értékét a kvarktomeg linearis fiiggvényével illesztettiik (a pion és kaon esetében
konstans nélkiil). Az extrapolacié utan az m,/m, arany 0.188(2)-nek, mig az
my/m, arany 0.267(1)-nek adodott. A megfelels kisérleti aranyok 0.179 illet-
ve 0.277, tehat jo kozelitéssel sikeriilt a fizikai kvarktomegeket eltaldlnunk. A
racsallandot ezittal is am, és a/rq silyozott atlagabol hataroztuk meg. A fizi-
kai egységekben megadott fazisdiagram a 4.9 dbran lathat6. A kritikus végpont
T = 162 £ 2 MeV hémérsékletnél és pup = 360 + 40 MeV barionikus kémiai
potencialnal talalhatd. pp értéke lényegesen alacsonyabb, mint nagyobb kvark-
tomegeknél. Ez megfelel a virakozasainknak. Csokkens kvarktomegek esetén
erGsodik a ;= 0 dtmenet, és bar még crossover marad, a kritikus pont kozelebb



45. A i >0 ALLAPOTEGYENLET 7
| Re(p) \ 0.04 | 0.08 | 0.12 | 0.16 | 0.20 |
Re(fo); Ls =6 | 5.1863(9) | 5.1839(9) | 5.1800(9) | 5.1749(11) | 5.1713(14)

102Im( 0) 2.39(6) |2.39(6) |2.41(8) |241(13) |2.26(22)
Re(fo); Ls =8 | 5.1886(4) | 5.1858(5) | 5.1811(5) | 5.1753(7) | 5.1710(16)
102Im( 0) 1.32(2) | 1.33(3) | 1.33(3) |1.28(5) |0.98(12)
Re(fo); Ls = 10 | 5.1892(3) | 5.1865(3) | 5.1821(3) | 5.1758(8) | 5.1751(11)
103Im( 0) 7.27(14) | 7.26(15) | 7.33(22) | 6.44(74) | 5.29(76)
Re(fo); Ls =12 | 5.1888(2) | 5.1861(2) | 5.1817(3) | 5.1768(4) | 5.1739(6)
03Im( 30) 4.95(12) | 4.95(13) | 4.88(20) |4.16(71) | 2.07(74)
Re(fo);Ls — oo | 5.1893(3) | 5.1866(3) | 5.1822(3) | 5.1769(5) | 5.1745(6)
10*Im(3y) 2.12(14) | 2.12(16) | 2.14(23) | 1.77(65) | -0.39(77)

4.4. tdblazat.

A Lee-Yang zérusok helye 6t ap értéknél Ny = 6, 8, 10 és 12 racsokon,

valamint a termodinamikai limeszben fizikai piontémegnél.

keriil a g = 0 tengelyhez.

4.5. A > 0 allapotegyenlet

A fazisgorbe és a kritikus pont meghatarozasa utan ratériink az allapotegyenlet
vizsgalatara [81,82|. Korabban nem volt olyan modszer, mely képes lett volna
megadni az allapotegyenletet > 0 esetén. A tobbparaméteres atsilyozas mod-
szere ezt lehetGvé teszi. Ahogy a kordbbiakban, ezittal is Wilson mértékhatéast és
javitatlan staggered hatast hasznalunk N, = 4 racsokon. A konnyii kvarktomege-
ket a fizikainal nagyobbra véalasztottuk; ezek koriilbeliil 400 MeV-es piontémegnek
felelnek meg. Ezaltal a renormaléshoz sziikséges T' = 0 szimulaciok koézvetleniil,
a valasztott tomegnél elvégezhetSk. A fizikai tomegek elérése és finomabb racsok

hasznalata a tovabbi kutatasok fontos feladata lesz.

4.5.1. Az LCP meghatarozasa

Az allapotegyenlet meghatarozasakor, ahogy korabban is, a 3 csatolassal val-
toztatjuk a hémérsékletet. Mivel a hémérséklet, és igy a racsallando6 is nagy
tartomanyban véltozik, fontos, hogy ekdzben az LCP mentén haladjunk. Ezuttal
a korabbiaktol eltér6 modszert hasznalunk az LCP megadasara. A definicibhoz
sziikséges harom mennyiség a T, atmeneti hémérséklet, valamint az m,q és ms
csupasz kvarktomegek. Az allapotegyenlet megadasakor latni fogjuk ennek a va-
lasztasnak azt az el6nyét, hogy egyes derivaltak egyszeriibbé valnak. Az LCP

mentén tehat az myy/T. és az mg/m,, mennyiségeket konstanson tartjuk. A
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4.8. abra. A Lee-Yang zérusok képzetes részének termodinamikai limesze au fliggveé-
nyében a fizikai piontémegnél.

16 AMyq | My amp am, ro/a
5.09 | 0.02 | 0.3555(1) 2) 9) 2)
5.00 | 0.04 | 0.4978(1) (1) (4) (1)
5.09 | 0.06 | 0.6044(1) (1) (4) (10
5.16 | 0.02 | 0.3630(2) (3) | 1.306(10) | 1.73(3)
5.16 | 0.04 | 0.5063(2) | 0.9335(2) | 1.344(8) | 1.67(1)
(1) (1) (4) (1)
(1) (3) (8) (2)
(1) (2) (6) (1)
(1) (1) (2) (1)

5.16 | 0.06 | 0.6129(1
5.19 1 0.02 | 0.3674(1
5.19 1 0.04 | 0.5063(1
5.19 1 0.06 | 0.6130

4.5. tablazat. A T = 0 szimulaciok eredménye harom (3 értéknél, valamint harom
konnyd kvarktomegnél. A tablazatban szereplé mennyiségek fizikai kvarktdmegnél fel-
vett értékét kirdlis extrapolacioval hataroztuk meg.
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4.9. dbra. A fazisdiagram fizikai egységekben Ny = 2 + 1 kvark iz esetén a fizikai
piontomegnél. A kék szaggatott vonal jelzi a crossover tartomanyt, mig a zdld folytonos
vonal az els6rendd fazisdtmenetet. A kettSt elvalasztd kritikus végpontot és annak
bizonytalansigit a piros négyzet mutatja.

kovetkezs értékeket hasznaltuk:
mua/T. = 0.384 ms/myqg = 2.08 (4.28)

Ez N; = 4 esetén az atmeneti pontban (ahol Ny = 1/(aT.)) ams = 0.2 és amyq =
0.096-nak felel meg.

Az LCP-t ezek utan a kovetkez6 modon hatarozzuk meg. N, =4, 6, 8 és 10
esetén meghatarozzuk az atmeneti ponthoz tartozo (. csatolast. A csupasz dimen-
ziotlan kvarktomegek értékét pedig automatikusan tudjuk az m; /T, = (am;) N, =
konstans dsszefiiggés alapjan. Az dtmeneti pontok meghatarozasdhoz a Poljakov
hurok szuszceptibilitasanak ((|L|*) — [(L)|*) maximumét kerestiik meg. A szi-
muléciokhoz 8 -4, 123 -6, 163 - 8 és 16 - 10 méretii racsokat hasznaltunk. Az
eredményt a 4.6 tablazat tartalmazza. Természetesen érdemes megvizsgalni, hogy
az igy kapott LCP mentén hogyan viselkednek a 7" = 0-n meghatarozhato renor-
malt mennyiségek. Ehhez az LCP négy (3, am;) pontjaban 143 -24 méret( racson
meghataroztuk a pion és a p mezon tomegét, valamint ry és o értékét. Ezeket
szintén a 4.6 tablazatban talalhatjuk. Lathato, hogy ezeknek a mennyiségeknek
a dimenziotlan kombinaciéi nem &llandoak. Ez nem meglepd, hiszen ennek a
feltételnek csak a kontinuum limeszhez kozel kell teljesiilnie.

Az allapotegyenlet megadésidhoz természetesen négynél tobb pontban kell szi-
mulaciot végezniink. Ezért a tablazatban szereplé négy pont kézott interpolaciod
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‘Nt‘ g ‘amud H am; ‘ am, ‘ ro/a ‘ a\/o ‘
4 5271 0.096 || 0.78514(6) | 1.421(1) ) 10.5889(9)
6 | 54 | 0.064 | 0.6805(1) | 1.048(1) (5) | 0.3686(6)
8 | 55 | 0.048 || 0.5595(13) | 0.778(4) | 3.96(9) | 0.2697(5)
10 | 5.58 | 0.0384 | 0.480(3) | 0.637(4) (5) | 0.2358(4)

4.6. tablazat. Az LCP meghatérozas eredménye (els§ harom oszlop) és néhany mennyi-
ség értéke az LCP mentén (4-7. oszlopok). Az els6 oszlop csupan az LCP meghataro-
zésdhoz hasznalt N;-t jelenti, ennek nincs koze a késébbi T' > 0 szimulaciékhoz, melyek
mind N; = 4-nél torténtek.

segitségével kozelitettiik az LCP-t.

4.5.2. A legjobb atstulyozas vonala

Az allapotegyenlet megadasahoz tobb mennyiség varhato értékét is meg kell ha-
taroznunk g > 0 esetén. Ehhez a tobbparaméteres atstlyozas (4.7) képletét
hasznaljuk. A fazisgérbe meghatarozasakor a yu = 0 atmeneti pontbol indulva
automatikusan optimélis volt az atsilyozas a fazisgorbe mentén. Jelen esetben
azonban az dtmenetinél kisebb, és annal lényegesen nagyobb hémérsékletekre is
szeretnénk eljutni. Itt méat nem nagyon segit a fizikai intuicio, meg kell adnunk az
atstlyozashoz optimélis ([, po) kezdGpontot (a tomegben eztttal sem végziink
atsilyozast), vagy adott kezdGpontra azokat a (3, 1) parokat, melyekbe optima-
lisan el tudunk jutni. Ezeket a gorbéket hivjuk a legjobb atsilyozéas gérbéjének.
Mivel az atsilyozas a w(U) stlyokon alapul, és annal megbizhatobb, minél ke-
véshé fluktualnak ezek a silyok, igy a kdvetkezG definiciot hasznéljuk. Rogzitsiik
Bo értékét és legyen pg = 0, valamint m = my. Adott u esetén legyen G(u) az a
csatolas, melyre a

2
Z (Relnw(Uy; 3, 1))* — <Z Relnw(U; 3, ,u)) (4.29)
i i
kifejezés, vagyis Relnw(U;) szordsa minimalis. A valos részre azért van sziikség,
mert a siulyok komplexek. Természetesen valos rész helyett abszolut értéket is
hasznalhatnank, ez is hasonlé vonalakat definidlna. A legjobb atsiilyozéas vonalait
a 4.10 dbran lathatjuk.

A fazisgorbe megkeresése soran a Lee-Yang zérusok jelenléte pu > 0 esetén je-
lezte, hogy még nem szembesiiltiink az atfedési problémaval. Most ezt nehezebb
észrevenni, ezért érdemes az atfedés mértékét definidlni. Ezt példaul a kovetke-
z6 modon tehetjiik meg. Egy adott {U;} konfiguraci6 halmazra és adott (53, )
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4.10. abra. A legjobb atsulyozéas vonalai a fazisgorbe alatt és felett. A piros vonal jelzi
a fazisgorbét, a két pontozott vonal pedig annak bizonytalansagat.
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4.11. dbra. Az atfedés mértéke (2a) a kémiai potencidl fiiggvényében négy kiilonbozé
térfogat esetén T, homérsékleten. A négy gorbéhez tartozo racsok mérete (fentrél lefelé):
63 - 4 (fekete), 83 - 4 (kék), 103 - 4 (piros) és 123 -4 (z61d).
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4.12. abra. Az (ap)ijo értéke négy rdcstérfogat mellett, valamint az illesstett

(ap)1/2(V) = V™7 fiiggvény.

parra szamoljuk ki a w(U;) silyokat. Rendezziik ezek utan a konfiguraciokat a
silyok valos része szerint csokkend sorrendbe. Az atfedés mértéke legyen 2a, ha
a konfiguraciok elsé a hanyada adja az Osszes suly Osszegének 1 — o hanyadat. A
definici6 alapjan lathato, hogy minél kevésbé egyenletesen oszlanak meg a sulyok,
anndl kisebb « értéke. Ha nem végziink atsilyozast és minden stly értéke azonos,
akkor 2ac = 1. A 4.11 &bran lathatjuk 2« értékét a fazisgorbe mentén négy kiilon-
b6z6 térfogatra. Lathato, hogy névekvs p-re 2ar értéke csokken, mégpedig annél
gyorsabban, minél nagyobb a térfogat. Mivel a w stlyok exponensben tartalmaz-
zak a térfogatot, azt varjuk, hogy konstans p esetén 2o értéke exponencidlisan
csokken. Erdekesebb a helyzet, ha azt vizsgaljuk, hogy adott térfogaton mekkora
p értékig miikodik az atstlyozas. Ehhez érdemes definidlni az (ap); /o mennyisé-
get, ugy, hogy adott V' térfogatnal 2a((ap)i/2) = 1/2. A 4.12 abran lathatjuk
(ap)1 /2 ertékét a négy kiilonbozs térfogat esetén. A pontokra (ap); (V) = cV =7
alaku fiiggvényt illesztettiink, ahol v ~ 0.26 adodott.

A kontinuum limesz szempontjabol nagyon fontos v értéke. Amennyiben
v < 0.25 teljesiil, a kontinuum limesz soran nem né exponencidlisan a sziikséges
konfiguraciok szama. Ugyanis, ha adott fizikai p értékig akarunk atsulyozéssal
eljutni, akkor apu értéke a racsallandoval aranyosan csokken. A racstérfogat (ezut-
tal az euklideszi id6 iranyt is beleértve) a*-nel aranyos. Tehat v < 0.25 esetén el
tudjuk érni ugyanazt a fizikai p értéket tetszéleges racsallando mellett gy, hogy
kozben az atfedés mértéke ne romoljon.
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4.13. 4bra. A nyomaés kiszamitasahoz hasznalt integralasi gorbék a [S—u sikon (kék

vonalak). FEls§ lépésben p = 0-nél az LCP mentén integralunk valamely [ értékig,
majd a legjobb atstlyozéas vonala mentén (piros szaggatott gorbék) haladunk tovabb.

4.5.3. A nyomas és az energiastiirtiség meghatarozasa

Az allapotegyenlet meghatarozésa a p = 0 esethez hasonldan torténik. Tekintsiik
roviden at, hogyan modosulnak a képletek a kémiai potencial bevezetése miatt. A
nyomast ezuttal is az integral modszer segitségével szamithatjuk ki, most azonban
eggyel tobb dimenzios a paraméter tér: a (3, am,, ap) térben kell integralnunk:

p (ﬁvamqvau) 1 8 ln Z/aﬂ
- — 4 —_
T N, /(ﬁ - )d(ﬁ,amq,a,u) N dln Z/0(am,)
0:4Ma0,GHO s dln Z/0(au)
1 8111Z0/8ﬂ
0550\ 91n Zy/0(ap)

A parcialis derivaltakban eztttal is felismerhetiink megfigyelhet6 mennyisé-
geket. Mivel most Wilson mértékhatast hasznalunk, igy a ( szerinti derivalt a
plakett atlaggal aranyos: dlnZ/08 = —(P). A kvarktomegek most is a kira-
lis kondenzatumokat adjék. Az ap szerinti derivalt az n, kvarkszam stiriiséggel
aranyos: d1InZ/0(au) = NyN3(n,).
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A renormélas a divergencidk eltiintetésére szolgél. Mivel a divergenciak p-t6l
nem fiiggnek, igy a legegyszeriibb a levonast a y = 0-n szamolt Z; segitségével
megtenni, vagyis po = 0 valasztassal élni. Ekkor a 01n Z;/0(ap) derivalt azonosan
nulla, mivel Z, paros fiiggvénye ap-nek. Tehat a nyomés az aldbbi alakba irhato:

(B,amyq,ams,ap)
% - Nf /(ﬁo,amudo,amso,O) d(57 WMud, AT, CL,u) X
<_7Sg/5> <_7Sg/ﬁ>o
U |1 | (e .
NN} () NtONs?’o (Vihs)o '
NtNS (ng) 0

Az integral kiszamitasahoz tehat a plakett, a kiralis kondenzatumok és a kvark-
szam strtség varhato értékére van sziikségiink. Ezeket p > 0 esetben a tobb-
paraméteres atsulyozas modszerével szamitjuk ki. Az integralast a 4.13 abréan
lathatd gorbék mentén végeztiik. ElGszor nulla kémiai potencialnal integralunk
az LCP mentén valamely 3 értékig, majd a legjobb atstlyozis vonalat kovetjiik.
A renormalashoz sziikséges nulla hémeérsékletii jaruléknal végig a © = 0 tengelyen
maradunk.
Az energiasiirtiség definicidja nemnulla kémiai potencial esetén:

_T*0lmZ pT'dlnZ

TV TV o

(4.32)

Az elsé tag érvényes nulla kémiai potencial esetén. Igy az € — 3p kombinacio
ezuttal is tartalmaz egy racsallandé szerinti derivaltat, azonban a masodik tag
miatt lesz egy p derivaltas tag is:

c—3p _ ﬂf’aﬁ(logZ)

ﬂf’ J(log Z)
T4 N3 da

N ap o) (4.33)

a
Amennyiben konstans ap mellett derivalunk, ez a kifejezés igy egyszertisodik:

e=3p Eaa(logZ)
™ N3 da

(4.34)

ap
Az energiasiiriiséget ezuttal is szarmaztathatjuk a nyomasboél, am mivel most
kozvetleniil tudunk 7" = 0 szimulaciokat végezni, a (4.34) képletet hasznaljuk

e — 3p kiszamitasara. A racsallando szerinti derivaltat atirhatjuk a paraméterek
szerinti derivaltakra:

9
0&

[0& 86 Z . amz)] ’ (4:35)

ap=konstans



45. A >0 ALLAPOTEGYENLET 85

&y ]
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

W

4.14. abra. A nyomas p = 0 esetén. A Stefan-Boltzmann limeszt a nyil jelzi.

ahol az Osszegzés a konnyi és ritka kvarkokra értends. A 083/0a derivaltat ter-
mészetesen az LCP mentén kell venniink, hiszen a racsallando valtoztatasa soran
az LCP-t kovetjiik. Ugyanez igaz a 0(am;)/0a derivaltakra is. Ezuttal az LCP-t
tgy definialtuk, hogy a csupasz kvarktomegek konstansok, ezért d(am;)/da = m;
és 0 /0a = m; - 9B /0(am;). Visszahelyettesitve és beirva a derivaltak helyére a
megfigyelhet6 mennyiségeket:

e—3p N} toJ6]
i F( P9

+ (Vthua) Mg + (@Ewsmms) . (4.36)

LCP

Az allapotegyenlet meghatarozasdhoz az LCP mentén Osszesen 14 (3 értéknél
pontonként atlagosan 1200 konfiguraciot generaltunk. A nyomés értékét ezuttal
is megszoroztuk a Stefan-Boltzmann értékek aranyaval, cyons/cn,-vel. A kémi-
ai potencialtol valo fiiggés hangsulyozéasa érdekében bevezetjiik a Ap(T,pu) =
p(T, 1) — p(T, p = 0) nyomaskiilonbséget. Ezt is norméljuk a

- Ap(T — 0, M)kontinuum
g Ap(T - 00, :U’)Nt=4

(4.37)

hanyadossal. Ennek értéke kiszamithato: ¢, = 0.446. A = 0 nyomas a 4.14 ab-
ran lathato. Ennek segitségével tudjuk meghatarozni a nyomas abszolit értékét
i > 0 esetén. A 4.15 dbra mutatja Ap értékét a hémérséklet fiiggvényében 6t
kiilonb6z6 barionikus kémiai potencidl esetén: a négy gorbe pup =100, 210, 330,
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1 1.5 2 2.5 3

4.15. dbra. A Ap nyomaskiilonbség 6t kiillonb6z6 barionikus kémiai potencial esetén.
A gorbék (lentrdl felfelé) rendre pp =100, 210, 330, 410 és 530 MeV-nek felelnek meg.

410 és 530 MeV-nek felel meg. Erdemes Ap értékét elosztani Apsp = Ap(T —
o0, ) = Nyp?T?/2-vel. A 4.16 dbra mutatja az igy kapott gorbéket. Lathato,
hogy ezek a gorbék szinte teljesen fiiggetlenek p-t6l. Tehét, ha ezt az egy gor-
bét és a u = 0 nyomast (4.14 dbra) megadjuk, akkor ezekbdl p(T, ) egy tag
paraméter tartoméanyban (77 = 0.8...3T,;up = 0...530 MeV) jo kozelitéssel
meghatarozhato.

Az € — 3p kolcsonhatasi mérték lathato a 4.17 abran négy kémiai potencial ér-
ték esetén. Mivel a kémiai potencial bevezetésének célja nemnulla barionstriség
elérése, mindenképpen érdemes a barionstirtiséget (np = n,/3) is megvizsgélni.
A 4.18 abran lathatjuk a stirtiséget a hmeérséklet fiiggvényében. Osszehasonlités-
ként berajzoltuk a magsiirtiségnek megfelel6 vonalat. Lathato, hogy a magstirtiség
tobbszorosét el tudjuk érni.
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4.16. dbra. A Ap nyoméskiilonbség a Apgp Stefan-Boltzmann limesszel normalva 6t
kiilonb6z6 barionikus kémiai potencial esetén. A gorbék pup =100 (lila), 210 (piros),
330 (z6ld), 410 (kék) és 530 MeV-nek (fekete) felelnek meg. Lathatjuk, hogy alig van p
fliggés, az 6t gorbe egybeesik.
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4.17. abra. Az e — 3p kolecsonhatasi mérték 6t kiilonbozd barionikus kémiai potencial
esetén. A gorbék (lentrdl felfele) pp =0, 210, 410 és 530 MeV-nek felelnek meg.
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ng/T?

4.18. Abra. Az np barionsiirtiség 6t kiillonboz6 barionikus kémiai potenciél esetén. A
gorbek (lentrél felfele) pp =100, 210, 330, 410 és 530 MeV-nek felelnek meg. Osszeha-
sonlitasként megadtuk a magstritiségnek megfelel gorbét is.



5. fejezet

Osszefoglalas, kitekintés

A QCD fazisdiagramjanak pontos ismerete fontos szerepet jatszik a korai vi-
lagegyetem megértésében és a nehézion iitkozések leirasaban. Az értekezésben
ismertetett eredmények jelentGsen hozzajarulnak a fazisdiagram feltérképezésé-
hez. Az eredmények Gsszefoglalasan tul megkiséreljiik megbecsiilni, hogy mely
teriileteken varhatoak jelentds 1ij eredmények a kozeljovGben.

Egy réacstérelméleti eredmény akkor tekinthets teljesnek, ha az a fizikailag
helyes paraméter értékek hasznalataval (QCD esetén fizikai kvarktomegek hasz-
néalataval) sziiletett és a kontinuum extrapolaciot elvégezték.

Meghataroztuk a QCD atmenet rendjét fizikai kvarktémegek hasznélataval a
kontinuum limeszben. A renormélt kiralis szuszceptibilitas csiicsanak véges méret
fliggését vizsgaltuk. Az analizis azt mutatta, hogy a szuszceptibilitas 1ényegében
fiiggetlen a térfogattol, a V' — oo limeszben nem divergal. Ebbdl arra kovet-
keztethetiink, hogy a QCD-ben nincs fazisaitmenet, csupan analitikus crossover.
Az analizishez Symanzik javitott mérték- és stout javitott staggered fermion ha-
tast hasznéaltunk négy kiilonboz6 racsfelbontas mellett. Az eredmény teljesnek
tekinthets. Végleges eredményrdl akkor beszélhetiink, ha legalabb egy fiiggetlen
analizis, lehet6leg méas fermion regularizacioval megerdsiti ezt. Eddig ilyen munka
nem sziiletett.

Mivel az atmenet crossover, hémérséklete fiigg a pontos definiciohoz hasznalt
mennyiségtsl. Harom kiilonb6z6 mennyiség segitségével definidlva, mindhdrom
esetben meghataroztuk T, értékét. Az els6 mennyiség a renormélt kirdlis szusz-
ceptibilitas, Xy A Xy (1) fiiggvény maximum helye volt az elsé definicionk. A
méasodik mennyiség a ritka kvarkszam szuszceptibilitas (y;). Ez esetben a x4(T)
fliiggvény inflexios pontja adja T.-t. A harmadik mennyiség a kvark bezarassal
kapcsolatos Poljakov hurok (L). Ebben az esetben is az inflexios pont definialja
az dtmeneti h6mérsékletet.

A meghatarozott T.-ket mindharom esetben négy racsfelbontas segitségével

89
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extrapolaltuk a kontinuumba. Az eredmények:

Tu(xgs) = 151(3)(3) MeV
Te(xs) = 175(2)(4) MeV
T.(L) = 176(3)(4) MeV

Mindhirom esetben az els§ hiba a T" > 0, mig a masodik a T" = 0 analizisb6l
szarmazik. Lathato, hogy a kiilonb6z6 definiciok lényegesen kiilonboz6 értéke-
ket adnak. Az analizishez ezuttal is Symanzik javitott mérték- és stout javitott
staggered fermion hatést hasznaltuk. Ez az eredmény is teljesnek tekinthetd,
de —az atmenet rendjéhez hasonloan— itt is sziikség van egy fiiggetlen analizisre.
A legfrissebb fiiggetlen munkdban mindossze két racsfelbontést hasznaltak, mely
inkonzisztens kontinuum limeszhez vezetett [59].

Kiterjesztve az analizist alacsonyabb és magasabb hémérsékletekre, megha-
taroztuk az allapotegyenletet két racsfelbontas mellett. Az integral modszer se-
gitségével megadtuk a nyomast a hémérséklet fiiggvényében a 0.87,...3T, tarto-
manyban. Az integralast természetesen az allando fizika vonala mentén végeztiik.
Az energiasiirtiséget, az entropiasiirtiséget és a hangsebességet a nyomasbol szér-
maztattuk. A két racsfelbontias még nem alkalmas megbizhaté kontinuum ext-
rapolacio elvégzésére, legalabb egy harmadikra sziikség van. Ez a kozeljovében
varhato, az eredmény lehetdséget ad majd e kérdésnek a lezarasara is.

Nemnulla kémiai potenciél esetén az elGjel probléma nagymértékben meg-
neheziti a vizsgalatokat. Kidolgoztuk a tobbparaméteres atsilyozas modszerét,
mellyel el§szor nyilt mod arra, hogy nemnulla kémiai potencialt racs QCD segit-
ségével tanulmanyozhassunk. A modszer segitségével a ;= 0 d&tmeneti pontban
generalt konfiguraciok hasznalataval is lehetGség nyilik a fazisgdrbe meghatéaroza-
sara. Megkerestiik a Lee-Yang zérusokat tobb kiilonb6z6 kémiai potencialra. Ez
definialta a fazisgorbét. Fizikai egységekre kordbbi 7' = 0 eredmények felhaszna-
lasaval tértiink at.

Az analizist négy kvark iz és egy racsfelbontas mellett végeztiik, Wilson mér-
tékhatas és javitatlan staggered hatas hasznélataval. Ez volt az els6 eredmény a
p > 0 fazisdiagramra, melyet azota tobb fiiggetlen analizis is megerdsitett [83 85].
Mivel a val6sdgban nem négy azonos tomegi kvark van, ennek az analizisnek a 6
jelentGsége a modszer tesztelése. Itt nyilvan nem varhatd kontinuum extrapolacio.

A tobbparaméteres atsilyozas modszerét altalanositottuk négynél kevesebb
kvark iz esetére. Ez lehetGvé tette a fizikailag érdekes 2-+1 eset tanulmanyozasat.
A nehézség abbol adodott, hogy staggered fermionok esetén egy komplex szam
tort hatvanyat kell venni négynél kevesebb iz esetén, ez pedig nem egyértelmi.
A p-ben val6 folytonossig kiszabasaval egyértelmiivé tettiik ezt a valasztast.
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A 241 izt QCD fazisdiagramjat elGszor a fizikainal valamivel nagyobb tome-
gii kvarkok esetén vizsgaltuk. A pionok tomege koriilbeliil 230 MeV volt. Meg-
hataroztuk a fazisgorbét fizikai egységekben. A racsalland6 bedllitasahoz nulla
hémérsékleti szimulacidkat is végeztiink.

A Lee-Yang zérusok képzetes részének térfogatfiiggését vizsgalva meghataroz-
tuk, hogy a fazisgérbe egyes pontjaiban mi az dtmenet rendje. Azt tapasztaltuk,
hogy egy kritikus pp érték alatt az atmenet crossover, folotte elsérendid. A kettot
elvalaszto kritikus végpont a pp = 725 £ 35 MeV barionikus kémiai potencidlnél
és Ty = 160 + 3.5 MeV homérsékletnél van. A véges térfogat analizishez harom
térfogatot hasznaltunk.

Ezutan megismételtiik az analizist a fizikai kvarktomegekkel, négy térfogatot
hasznalva (melyek koziil kett6 is nagyobb volt, mint amelyeket korabban hasz-
naltunk). A fenomenologikus varakozasoknak megfelelGen a kvarktomeg csok-
kenése miatt a kritikus pont eltolodott kisebb p értékek felé: az 4j értékek
wp = 360 £40 MeV és Ty = 162 =2 MeV.

Az irodalomban ezen az eredményen kiviil csak also korlatot talalunk a kriti-
kus pontra [86]. A kozeljovében varhato, hogy a fazisdiagramot kis p értékekre
sikeriil finomabb racsokon is meghatarozni. Néhany éven beliil meghatarozhato
a fazisgdrbe gorbiilete © = 0-nal a kontinuum limeszben. A kritikus pont meg-
hatarozésa soran méar az elGjel probléma is gondot okozhat finomabb récsokon.
Ezért ebben a kérdésben lényegesen nehezebb becslést adni. Néhany éven beliil
nem val6szint teljes, kontinuum extrapolalt eredmény sziiletése.

A T—p sikon a fazisgdrbe alatti és feletti teriileten meghataroztuk az allapot-
egyenletet. Ehhez az integral modszert altalanositottuk. Definidltuk a legjobb
atsulyozas vonalat, és e mentén hajtottuk végre a tobbparaméteres atsilyozast.
Megadtuk a nyomést, az energiastirtiséget és a barionstirtséget a hGmérséklet és
a kémiai potenciél fiiggvényében.

Az analizishez a fizikainal valamivel nagyobb, koriilbeliil 230 MeV-es pionnak
megfelel6 kvarktomegeket hasznaltunk. Ez az irodalomban az els§ olyan munka
mely meghatérozta a p > 0 allapotegyenletet. Késébb mas, fiiggetlen munkak is
megerdsitették az eredményeket [87,88|. A fizikai kvarktomeg elérése ma mar nem
jelent problémat. A kontinuum extrapolacié azonban, hasonléan a fazisgérbéhez,
csak a p = 0 tengely kozvetlen kozelében valdszintsithetd a kozeljovében.
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