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Bevezetés

A disszertacié 1990-6ta keletkezett, alapvetéen bioinformatikai eredményeket
ismertet: a problémak donté tobbsége a molekularis bioldgia jelenlegi forra-
dalméban felmeriilt kombinatorikai kérdésekbdl ered.

A dolozatban hdrom f6 rész talalhaté, dsszesen kilenc szakaszbdl all, tovabba
nyolc cikk szerepel mellékletként. A els6 két részben un. evolicids fakat vizsgalok.
Ezek (gyakran gyokeres) bindris fak, melyek levelei egy-egy értelmiien cimkézet-
tek, mig belsd (eldgazd) csicsaik nem. A biolégusok ezeket haszndljdk a fajok
kozotti leszarmazasi kapesolatok dbrazoldsara (és megtaldldsara). A bioldgiai
adatokat kevés (tipikusan 2, 4 vagy 20) szin felhasznéldsdval alkotott szinvekto-
rok hordozzak, tovabba a faval abrazolt torténések valamilyen biolégusok altal
feltételezett modell szerint torténnek. (Nem-biolégusok ezeket az objektumokat
gyakran X -fdknak nevezik, ahol az X halmaz a cimkék Gsszessége.)

Az els6 részben ez a modell a statisztikdbdl ismerds parsimonia elv. A
kérdések altalaban NP-nehezek, ezért a lehetséges modellfak koziil gyakran sta-
tisztikai alapon vélasztanak. Ebben a részben ilyen statisztikdkkal kapcsola-
tos kombinatdrikai problémékat vizsgdlunk. Koziiliik az elsé egy leszamlaldsi
kérdés, amely megolddsa a Menger tételeken alapulé dekompoziciét hasznal. A
moédszerek kettonél tobb szinre torténd alkalmazasdhoz a multiway cut probléma
jobb megértése lehet sziikséges, amely az els6 rész masik témaéja.

A dolgozat méasodik része evoliciés fak néhdny sztochasztikus modelljével
foglalkozik. Részben mutatdszamokat illetve eszkozoket fejleszt ki a modellek
illetve mddszerek Gsszehasonlitasara, részben pedig gyors algoritmusokat ad egy
modellosztalyban a helyes evoluciés fak 1 valdszintiségii megtalalasahoz.

A disszertacié harmadik része véges abécé feletti korldtos hosszusagu szavak
rész-szavakbol torténé rekonstrukciéjat vizsgalja, amely microarray kisérletek
illetve ugynevezett DNS kddok tervezéséhez nyujthat segitséget.

1. A multiway cut probléma

A modern kombinatorikus optimalizalas egy sokat vizsgalt teriilete a multiway
cut (MIC) probléma: adott a G graf élein egy w sulyfiiggvény. Adott tovdbba
termindl pontok egy k elemi halmaza. Keressiink minimalis Gsszsulyu élvagast,
ami a terminal pontokat pdronként szepardlja: az élek elhagyasaval keletkezett
grafban kiilonféle szinti pontok k6zott nincsenek utak. A k = 2 eset a klasszikus
él-Menger probléma. Az MC probléma altaldban NP-nehéz még a legegyszeriibb
esetben is, de sikgrafokon a probléma kezelheté polinomialis id6ben, ha a szinek
szama korlatos.

Székely Lészléval kozos cikkeinkben ([1, 2, 7, 10, 13]) bevezettiik az eredeti
multiway cut probléma egy altaldnositasit: legyen G = (V, E) egy egyszeril



graf, C = {1,2,...,r} pedig egy szinhalmaz. Ha N C V(G) a termindl pontok
halmaza, akkor egy x : N — C' leképezést parcidlis szinezés-nek hivunk. Ekkor
egy X : V(G) — C leképezést akkor mondunk szinezésnek, ha a két leképezés
megegyezik a termindl pontokon. Az dltaldnositott (avagy szinezett) multiway
cut (szMC) probléma egy olyan legkisebb siilytd élrendszer megtaldldsa, amely
barmely két, eltérd szinli termindl pontot szeparél.

Fenti definicié azért igazi dltaldnositas, mert bar az szMC tetsz6leges grafokon
megegyezik az eredeti multiway cut problémaval, specidlis grafosztalyokon azon-
ban (mint sikgrafokon vagy acyclikus grafokon) eltéréek. Példdul sikgréfokon
az szMC mar harom szin mellett és egységsilyu élekkel is NP-teljes.

Az idézett cikkekben bevezettiink egy 1j tipusu alsé korlatot a multiway cut
sdlyara, tovabba egy 1j tipusu pakolési feladat felhasznaldsaval illetve egy mini-
max tétel bebizonyitdasaval teljesen megoldottuk a fak multiway cut probléméjat.
Ennek egyrészt elméleti kovetkezményei vannak, masrészt az eredmények ma-
guk felhasznaldsra keriiltek az evolicios fak elméletében is. A szinezett multi-
way cut-nak parhuzamos SQL-lekérdesések tervezése témakorében, vagy kom-
munikaciés halézatok elméletében is vannak alkalmazédsai. Ez utébbi esetben
a kommunikacids koltségeket minimalizaljak szétosztott processzor halézatok
esetén.

Minimalis silyu szinezések

A (szémunkra fontos) biolégiai alkalmazdsokban a konstans élsilyokndl bo-
nyolultabb silyfiiggvényekre van sziikség . Ehhez jelolje E(G)x2 a graf irdnyitott
éleit (azaz mindegyik él mindkét irdnyitdssal jelen van). Egy W : E(G) x
2 — N"™7 leképezés egy (szinfluggd) sulyfigguény, ha a W(p,q) és W(q,p)
matrixok megegyeznek, tovdbbd a f84tlékban csupa nulla van. A ;W(p,q); =
w(p, q;i,7) elem azt mondja meg, hogy a (p,q) élnek mennyi a silya egy ¥
szinezésben, ha Y(p) = i,x(¢) = j (avagy x(p) = 4, x(¢) = 4, ami ugyan
azt az értéket adja). A W szinfiiggetlen, ha minden f64tlén kiviili elem azo-
nos. A sulyfiiggvény értelemszertien lesz élfiiggetlen. Végill W konstans, ha
egyszerre szin- és élfliggetlen. Barmely x parcidlis szinezés particionalja a ter-
mindl pontokat: az azonos szinii pontok keriilnek azonos osztilyba. Ebben a
grafban élek egy halmaza, amelyek egyiitt barmely két, eltér6 szinti termindl
pontot elvalasztanak, egy (szinezett) multiway cut-ot alkot. Vildgos, hogy egy
X szinezés szinvaltd élei mindig multiway cut-ot alkotnak. Egy x szinezés silya
a szinvalté élek Osszsilya. Az adott gréfon egy x parcidlis szinezés (G, x)
hossza (avagy a sulyozott MC nagységa) az Osszes lehetséges szinezés silydnak
a minimuma.

A (G, x) mennyiség meghatdrozdsdnak komplexitdsa fligg a sulyfiiggvény
és a graf szerkezetétol. Bioldgiai alkalmazédsokban a grafok altalaban cimké-
zett levelekkel és nem-cimkézett belsé pontokkal rendelkezé bindris fak, ahol a
parcialis szinezés a leveleken adott. Ezeket az objektumokat hivjak evolucios
faknak. A Székely Lészléval kozos [10] cikk tetsz6leges, levél szinezett fékra ad
undrisan polinomidlis algoritmust szinfiiggd sulyfiiggvény esetén a hossz meg-
hatdrozasdra. Az algoritmus arra is alkalmas, hogyha minden bels6 pontban



megadunk egy megendegett szinhalmazt, akkor az algoritmus valamelyik me-
gengedett szint rendeli a belsé pontokhoz is. A cikk egyébként ennél egy kicsit
altalanosabb allitast igazol:

1. Tétel. Legyen a grdf olyan, amelynek minden kérét a termindl pontok lefe-
dik. Ekkor létezik undrisan polinomdlis algoritmus egy optimalis szinezés meg-
hatdrozdsdra, feltéve, hogy a sulyfiggvény szinfiggetlen

Lényegesen bonyolultabb kérdést kapunk, ha levelek egy adott L halmazahoz és
a rajtuk adott x parcidlis szinezéshez meg akarjuk hatdrozni az Gsszes, a levele-
kre illeszked6 binaris fa kozil azt, amelyiknek a legkisebb a hossza a y-re nézve.
Ha a leveleket ma él6 fajok alkotjak, és a szinezés pedig valamilyen biolégiai
jellemzd&jiiket jelenti (példdul morfolégiai jegyek, vagy az &torokité anyag egy
jellemzé része), akkor a legrovidebb fa megtaldlasa azt a nézetet testesiti meg,
hogy a természet az élet kialakitasandl takarékos volt, a lehetd legkevesebb
valtozast haszndlta fel az Osszes 1étezd élolény kialakitdasdhoz. Ezt parsimo-
nia elunek (avagy a filozéfidban Occam borotvdjanak) hivjdk, és tipikus feltevés
kiilonbozo statisztikai vizsgalatoknal.

Az evolicié kutatéi ezeket a biolégiai jellemzOket karakter-eknek hivjdk.
Azaz az i-ik karakter matematikai értelemben a szinvektor i-ik koordinatajat
jelenti.

A valés helyzetekben, azaz 1étezd bioldgiai rendszerek vizsgédlatakor, per-
sze nem csak egyetlen jellemz6 ir le egy-egy fajt, ezért minden fajt (azaz a
keresett bindris fa leveleit) hosszabb szinvektorok jellemeznek. Annak eldontése,
hogy ilyen szinvektorok esetén létezik-e pontosan k hossziusagu fa a x parcialis
szinezésre nézve (ilyenkor az adott fara minden koordindtdban kiilon kiszdmol-
juk a hosszat, majd osszeadjuk) NP-nehéz feladat, ezért az érdekes gyakorlati
esetekben ezt lehetetlen eldonteni. Ezen vizsgalatok egyik elsé 1épése az adott
levélszinezéshez tartozo, éppen k hosszisdgu fak leszamlélasa.

A legegyszerilibb eset megtargyalasahoz rogzitsiink egy adott egy-karakteres,
azaz egy hosszi szinvektorokbdl allé 2-szinezést az L levél halmazon. Legyen
a és b a két szinosztaly mérete, és legyen fi(a,b) azon evolicids fék szdma,
amelyek hossza az adott levélszinezés mellett éppen k. Mar 1990 éta ismertes,
hogy:

b(n)

fi(a,) = (k= 1)l(2n = 3K)N (@, N (b K)o

(1)
ahol a +b = n, a > 0, b > 0, és ahol N(x,k) jeloli az Osszesen x levéllel
rendelkez6 és k darab evolicids fabdl all6 erddk szamét. (A [9] cikkem, egye-
bek kozott, egy bijektiv bizonyitdst adott az N(x, k) mennyiségekre.) Az (1)
formulara adott eredeti bizonyitas tobbvaltozdés Lagrange inverziét és compu-
ter algebrat alkalmazott. M.A. Steel taldlt egy jobb, bijektiv megkdzelitést,
amire Székely Laszldval kozos [7] cikkiinkben adtunk viszonylag révid és transz-
parens bizonyitast. A mddszer legfébb érdekessége, hogy a leszamlélas elott
bebizonyitja a k hosszi evolicids fak egy struktira tételét, amely eredmény az
él-Menger és a pont-Menger tételek felvaltott alkalmazasain alapul.



A kettonél tobb szinnel szinezett evolicids fak leszamlalasdhoz sziikség lenne
az evolicids fakra vonatkozd analég tételek bebizonyitasdra. A tobb szinii pont-
Menger tétel fikra véltoztatds nélkiil teljesiil, de ugyanez az él-Menger (azaz a
multiway cut) problémara nem igaz.

Egy minimax eredmény fak szMC problémajara

Mivel az altalanositott multiway cut probléma mar k = 3 esetben is NP-nehéz,
természetesen nem lehet elvarni altalanosan érvényes, a Menger tételhez ha-
sonlé minimax eredményt vele kapcsolatban. Valéban, mint az kozismet, mér
a k = 3 esetben sem igaz az él-Menger tétel analégja: egyszerii ellenpélda
rd az egység élsulyokkal ellatott, a leveleket terminal pontokként tartalmazo
K1 3 csillag. Azonban a [1, 2, 10] cikksorozatban Székely Lészléval kdzosen si-
keriilt fakra egy hasonlé minimax tételt kimunkalnunk. Megjegyzendd, hogy
ennek felhasznaldsaval 1j-zélandi kutatok tovabb léptek a leszamldlasi feladat
targyaldsdban.

A [1] cikkben a silyozatlan esettel foglalkoztunk (pontosabban szélva itt
minden él silya 1), mig a [2, 10] dolgozatokban szinfiiggetlen stlyfiiggvények
esetére dolgoztuk ki a megfelel§ minimax eredményt. A tovabbiakban irdnyi-
tatlan grafokban két-két termindl pont kozé, irdnyitott (oriented) utakat pako-
lunk. Iranyitott 1t igy keletkezik egy iranyitatlan P 1tbdl, hogy megmondjuk,
hogy a hatérolé termindl pontok koziil melyik az s(P) kezdd pont, és melyik
a t(P) végpont, tovdbbé feltessziik, hogy az utak nem érintenek més termindl
pontot. Egy ut akkor szinvdltd, ha x szerint eltérd szin terminal pontok kozott
fut.

A Székely Lészléval kozos [10] cikkben hurokél mentes gréfok tetszdleges,
azaz €l- és szinfliiggl, sulyozdsa mellett tanulményoztuk egy lehetséges alsé
becslést a (stlyozott) multiway cut értékére, és taldltunk egy minimax ered-
ményt erre a problémajara.

Legyen G hurokél mentes graf terminal pontok egy N halmazaval, ahol a
parcidlis szinezés megint k szint hasznal . Legyen P szinvaltd iranyitott N utak
multihalmaza (egyetlen Ut sem tartalmaz N-beli belsé pontot, de valamely 1t
t6bb példédnyban is jelen lehet). Legyen tovdbbé e = (p,q) € E(G) egy rogzitett
él. Ekkor legyen

ni(e,P) =#{P €P : (p,q) € P és x(t(P)) =i},

ahol a t(P) tjra az illeté it végpontjat jeloli, a (p,q) € P jelolés pedig azt
jelenti, hogy az Ut a p pontban lép be az élbe, és a g pontban hagyja el az élt.
Ezutan szinvalté utak egy rendszerét dipakoldsnak mondjuk, ha minden i # j
szinpérra és minden (p, q) élre teljesiil:

ni((p,q),P) +n;((q,p), P) < w(p,q;5,7).
Ekkor

2. Tétel. Legyen G hurokél mentes grif az N termindl halmazzal és a x parcidlis
szinezéssel. Legyen W egy (szinfiiggd) silyfigguény a grdfon és P egy dtpakolds.



Ekkor teljestil:
UG, x) = |P|.

Teljesiil tovabba a kdvetkez6 minimax tétel is (a stlyfliggvény itt kevésbé dltals-
nos):

3. Tétel. Tetszbleges T fdra és tetszbleges szinfiggetlenw : E(T) — N sulyfigg-
vényre minden x : L(T) — C levélszinezés esetén van olyan P dtpakolds, amire
teljestil

UG, x) = |Pl.

Vegyiik észre, hogy azonosan 1 élsuly mellett az utak a fa felhasznélt élein
egyértelmiien meghataroznak egy iranyitdst. Van-e méd ennek az iranyitasnak
a meghatarozasara az utrendszer rogzitése nélkiil?

A kérdésfeltevés mogott az a gondolat, hogyha sikeriil megtalalni az emlitett
irdnyitast, akkor mar a szokdsos él-Menger tétel k-szoros alkalmazasival meg
lehet hatarozni az tutrendszert. Nevezetesen egy szint elkiilonitiink az Osszes
tobbitél, és az irdnyitott graf ezen 2-szinezésében keresiink iranyitott utakat.
A vézolt gondalatmenetet a Frank Andrdssal és Székely Laszléval kozos [13]
cikkben sikeriilt bizonyitassa érlelni. A cikkben tanulmanyoztunk még néhany,
masok altal bevezetett szMC alsé becslést, és megéllapitottuk ezek egymashoz
viszontitott méretét. Azt is kimutattuk, hogy a fastruktira igen hangsilyos
szerepet jatszik a minimax tétel érvényességében.

2. Az evolucids fak sztochasztikus elmélete

Ebben a fejezetben olyan problémakat targyalok, amelyek ugyan tisztan ma-
tematikai jellegiiek, és amelyek nagy appardtust mozgatnak meg, azonban ere-
detiik egyértelmtien a biolégidhoz kothetd. A problémék héttere egy széles
korben elfogadott biolégiai modell, amely szerint az élévilag fejlédése, az 1j fa-
jok kialakuldsa véletlen eseményeken alapul. A un. Kimura modell szdmba veszi
ezen véletlen mutaciok torvényszeriiségeit, de nem foglalkozik azzal a kérdéssel,
hogy a keletkezett egyedet mi tesz képessé a tilélésre, azaz mikor valhat egy 1j
faj 6sévé.

A fejezet el6bb az evoliiciés fak rekonstrukcidjanak sok lehetséges médszere
kozil két, alapvet&en kiilonb6z6 megkozelitést targyal. Az egyik egy un. karak-
ter alapi mddszer, amely minden rendelkezésre all6 informéciét parhuzamosan
hasznal, ezért nagy biztonsdggal tudja a keresett evolucids fat felépiteni, de
eléggé lassi. A masodik megkozelités un. quartet alapi: ilyenkor egy evoliicids
fa ismert levél-négyeseibdl torténik az evolicids folyamat rekonstrukcidja. Ezt a
médszercsalddot dltaldban a tdvolsdg alapu eljardsok kozé helyezik (bar ez nem
torvényszert).

Végezetiil a fejezet utolsé szakasza az evolucids fak egy nem-klasszikus érte-
lemben vett rekonstrukcids eljarasat targyalja, amelynek itt a helye, mert egy, a
supertree mddszerek kozé (is) besorolhat6 eljardst ismertetek fak rekonstrukcis-
jardl.



Hadamard konjugacio

Az 1980-as évek elején M. Kimura japan biolégus egy 3-paraméteres, vélet-
lenen alapulé mutaciés modellt dolgozott ki a fajok valtozékonysidganak meg-
magyarazasara. Méra ez valt a biolégusok altal legelfogadottabb modellé. Az
az alapfelvetése, hogy az él6lények atorokité anyagaban a valtozasok teljesen
véletlenszertien, egymastél nem befolydsolva zajlanak le.

A Kimura modell szerint a fajok fejlédését egy bindris fa szemlélteti, ahol
a gyokér jelképezi a kozos Ost, mig a (cimkézett) levelek a vizsgdlandé fajo-
kat. Ezek utdn az élek mentén lejatszodd betii-valtozasok egymastol fligget-
leniil, véletlenszertien torténnek. Mivel a fejlodés a kozos Ostél a ma él6 fajok
irdnyaban torténik, ezért a valtozasoknak egyértelmi irdnya van, azonban a Ki-
mura modell szerint egy valtozasnak és az ellentett valtozasnak ugyanannyi a
valészintisége. Tovabba az egyes élek mentén a valtozasok eltérd valdsziniiséggel
kovetkez(het)nek be, de az ezeket leiré matrixok szerkezete dllandé.

Ezek alapjan vezethette be Evans és Speed azt a modellt, ahol az egyes
éleken torténd valtozasok a négy elemii Klein csoport hatdsaként értelmezhetok.
(Erdekes megjegyezni, hogy a Klein csoport definidlta valtozasoknak bioldgiai
leirdsét is meg lehet adni.) Ebben a modellben a véletlen véltozdsok generdlta
"fejlédés” ugy jelentkezik, hogy a fa gydkerében taldlhaté fajbdl rekurzivan
hatarozhatok meg a folyamat kozben létrejové leszarmazott fajok: az eleddig
meghatarozott fajokbol kiindul éleken meghatarozzuk, milyen véletlen valtoza-
sok fognak lezajlani, majd a Klein csoport hatiasaként meghatarozzuk, milyen
fajok jonnek létre.

Ilyenkor az éleken illetve a leveleken taldlhaté valdszintiségi elosztasok kozott
— bizonyos ésszerii megszoritasok mellett — egy Fourier inverz parkapcsolat van,
amely miatt valamelyik elosztdsbél pontosan meghatarozhaté a mésik elosz-
las. Ezen a gondolatmeneten alapul az evoliciés fak un. spektrdl elmélete.
A médszer 6sét (két szinre), M. Hendy és D. Penny dolgozta ki, amelyet az
Hadamard konjugaltak moédszerének neveznek.

A médszer négy szinre torténé altalanositdsa a Székely Laszlo, Mike Steel és
David Penny hdrmassal kozos [5] cikkben kezdtitk meg, illetve a Mike Steellel,
Székely Lészléval és Mike Hendyvel kozos [3] cikkben fejeztiik be. Szintén ebben
a cikkben foglalkoztunk avval a kérdéssel, hogy a gyakorlati életben, ahol a leve-
leken megfigyelheté eloszlasok csak bizonyos hibéakkal észlelheték, hogyan lehet
egy megfelelé approximacios eljarast kifejleszteni. A kapott mddszert closest
tree method-nak nevezik.

A spectral médszert a Klein csoport helyett tetszdleges véges Abel csoportra
a Székely Lészloval és Mike Steellel koz0s [6] cikkben dltalanositottuk. Ennek
kozvetlen haszna ott lehet, ha a fajokat példdul nem DNS-kkel, hanem pro-
tein savaikkal (amib6l az emberben példdul 20 van) azonositjuk. A mddszernek
egyébként filozdfiai értelemben nagy elénye, hogy képes bizonyos esetekben ki-
mutatni, ha az adatokra teljesen ”"rossz” modellt kivanunk rahizni, azaz popperi
értelemben falszifikdlhato.



A Short Quartet moédszerek

Jelolje B(n) az n cimkézett levéllel Amde cimkézetlen eldgazdsi pontokkal bird,
gyokértelen fak halmazét. (Ezeket X-fdk-nak is nevezik, ahol az X a levéleimkék
halmaza. Azért nem haszndlom itt az evolicids fa kifejezést, hogy érzékeltessem
a szélesebb kontexust.)

Legyen T egy B(n)-beli X-fa és legyen S a levelek egy részhalmaza. Ekkor
jelolje Tjg az S éaltal generdlt részfét, mig jelolje Tlfg a generdlt bindris (to-
polégikus) részfét. Ha adott az S levélhalmazon egy T-vel jelolt X-fa, akkor a
fa egy élének a torlése egy 2-particiét hoz létre a leveleken, amit a tovabbiakban
split-nek neveziink. Ha mindkét osztaly legalabb két levelet tartalmaz, akkor
a split nem-trividlis. Buneman régi tétele, hogy barmely X-fat egyértelmiien
meghataroznak nem-trivialis splitjei.

Legyen q = {a,b,c,d} egy T-beli levél-négyes. Azt mondjuk, hogy a t;, =
abled egy érvényes (angolul wvalid) quartet split, ha ez a generdlt T\t] bindris
részfanak a valédi, a fdban szerepld splitje. Jelolje Q(T) = {tq iq € ([Z})} aT
X-fa Gsszes érvényes quartet splitjét. A jol ismert klaszszikus eredmény szerint
barmely T féra a Q(T') halmaz egyértelmiien meghatérozza a T-t.

Erre a tényre igen sokféle evolicids fa rekonstrukciés maddszert alapoztak,
amelyek sajnos gyakran vezetnek ellentmondédshoz, mivel szinte sohasem sikertil
minden quartetre meghatdrozni az érvényes splitet, az eredmények &dltalaban
ellentmondéak. Mint az kénnyen kiszamithatd, ennek oka a ”hosszi” quartetek
léte. Ennek a probléménak a megolddséra vezette be kutatécsoportunk (Mike
Steel, Székely Laszl6, Tandy Warnow és jémagam) a ”short quartet” médszere-
ket.

Quartet alapu rekonstrukciés modszereknél alapvetéen két problémét kell
megoldani. Egyfelol tudni kell, hogy quartetek milyen (rész)rendszere alkal-
mas a fa (determinisztikus) meghatdrozdsdra, mésfelol pedig azt kell eldénteni,
hogy quartetek ”zajos” rendszerébdl hogyan kell kivalasztani azokat, amelyek
alkalmasak a fa elébb emlitett determinisztikus rekonstruélaséra.

Erre az elvi eljardsra tobbféle médszer is ismeretes. Egy lehetséges mod az,
hogy a rendelkezésre all6 érvényes quartet splitekbdl, az eredeti adatok tovabbi
vizsgalata nélkiil, kdvetkeztetési szabalyok felhasznédlasdval hatdrozzuk meg a
tobbi splitet. Ha példaaul két érvényes splitbol gyartunk egy harmadikat, akkor
egy diadikus szabdlyt alkalmaztunk.

Azt mondjuk, hogy érvényes quartet splitek egy rendszere szemi-diadikusan
meghatarozza a T fat, ha a legegyszeriibb kovetkeztetési szabdlyok rekurziv al-
kalmazésdval eléallithaté a fa minden érvényes quartet splitje (és persze csak
azok). Diadikus el6allitdsrdl akkor beszéliink, ha még egy, valamivel bonyolul-
tabb szabdlyt is alkalmazunk. Maga az eljaras, amikor rekurzivan kiszamitjuk
az 1j quartet spliteket az eredeti quartet halmaz (szemi-)diadikus lezdrdsa.

A [12] preprint egyik f& eredménye a kovetkezd: jelolje Lr(q) a ¢ nevii quartet
generdlta T}, (nem feltétleniil binaris) részfaban a leghosszabb, a T}y féban egy
élbe 0sszehtzddo Ut élszamat. Ekkor teljesiil:



4. Tétel ([12]). Legyen T € B(n) legalabb négy levéllel. Jelolje D(T) az 6sz-
szes olyan quartet halmazdt, amelyekre Lr(q) < 18logn. Ekkor D(T) szemi-
diadikus lezdrdsa a levélszdm fiigguényében polinomidlis iddében elddllitja a fdt.

A tétel lehet6vé tette az irodalomban megtaldlhaté elsé olyan evolicids fa rekon-
strukciés algoritmus megszerkesztését, amelynek teljes valdsziniiségi analizise
elvégzésre kerult. Az analizis lényeges pontja annak meghatarozasa, milyen
hosszu sorozatok elégségesek a levelek jellemzésére, hogy a rekonstrukcids eljaras
lényegében 1 valdszintiséggel hatarozza meg a keresett fat.

Az algoritmus elméleti jelent&ségét az adja, hogy - véletleniil - ez az elégséges
karakter szam nagyon kozel van a szintén ebben a cikkben meghatdrozott in-
formacidelméletileg sziikséges minimédlis hosszhoz, ami nagy n estén durvan
logn. Az is fontos, hogy a futdsid6 is polinomiélis (bar nem til j6 paramé-
terekkel).

Az 1997-es [14] cikk a 4. Tételre taldlt jelentds élesitést. Egy T evolicids
faban egy él mélysége (depth) az élt6] a lehetd legkozelebbi levélhez vezetd it
élszdma. A fanak magdnak a d(T') mélysége pedig a benne taldlhaté legnagyobb
él mélység.

5. Tétel ([14]). Legyen T egy X-fa n levéllel és legyen

D(T) = {q e (T) - Lr(q) < 2d(T) + 1}

ahol csak olyan 4-levelii részfdakat vesziink figyelembe, amelyek kozépsd utja egyet-
len élbél dll. Ekkor T meghatdrozhatd a D(T) szemi-diadikus lezdrtjdbol.

A ([15, 16, 17, 18]) cikksorozat részleteiben dolgozta ki a Short Quartet Mddsze-
rek-t (avagy roviden SQM-t). Erdemes itt megemliteni, hogy a szerz8k, Karl
Popper szellemében, a séma erdsségének tekintették a falszifikalds képességét:
a modszer felismerte, ha az input elégtelen vagy ellentmondd.

A [17] cikk teljes &ltaldnossdgban bebizonyitja az informécidelméleti alsd
korlatot egy X-fa determinisztikus vagy véletlen modszeren alapulé rekonstrukci-
0jahoz szitkséges minimalis sorozat-hosszra, majd bebizonyitja a 5. Tétel egy
még er6sebb valtozatét.

A cikk ezutan leirja az SQM egyik megvaldsitasit, a Dyadic Closure Tree
Construction algoritmust (réviditve DCTC algoritmust). Az algoritmus ered-
ményeit a kovetkez6 médon lehet Gsszegezni:

6. Tétel. Legyen a Q quartet splitek egy rendszere. Ekkor:

(i) Ha a DCTC meghatdroz egy fit Q-ra, és egy masikat quartet splitek egy
bévebb rendszerére is, akkor a két fa megegyezik.

(ii) Ha a DCTC eredménye inkonzisztens, azaz ellentmondd quartet splitek is
keletkeznek, akkor hasonld torténik minden bévebb quartet rendszerre is.

(iii) Ha a DCTC nem képes Q-bdl kiszdmolni a fdt, akkor hasonld a helyzet
barmely sziikebb quartet rendszerre is.



(iv) Végil ha Q ellentmondds mentes és eleme minden reprezentativ quartet,
akkor a DCTC elddllitja a fdt.

Megjegyzendd, hogy a cikk a DCTC algoritmusra egy O(n®) implementaciot
mutat be.

A DCTC algoritmus-magra sokféle faépité algoritmust lehet alapitani. Ezek
mindegyikének quartetek egy-egy @) halmazat kell meghatarozni, amely eléggé
b6 ahhoz, hogy tartalmazza az Gsszes reprezentativ quartetet, de eléggé sziik ah-
hoz, hogy ne legyen ellentmondé. Az Short Quartet Médszer séma alapfeltevése
az, hogyha sikeriil a Q meghatdrozdsakor csupa révid quartet felhasznélni, akkor
az ellentmoddasmentesség automatikusan teljestil.

Egy lehetséges stratégiat a Diadic Closure Mddszer (DCM) ir le: a DCM
egy tavolsag-becslés alapt eljarassal donti el, hogy mely quarteteket kivanja
rekonstrualni, magat a rekonstrukciét pedig a még Buneman altal bevezetett
un. four point médszerrel hajtja végre. Ekkor:

7. Tétel ([17]). Tegyiik fel, hogy a Cavender-Farris modell alatt k karakter
fejlédik a T evolicids fa mentén, ahol minden e élen a vdltozas valdsziniiségére
teljesil p(e) € [f, g], ahol f és g azn figguényei. Ekkor a DCM mddszer 1—o(1)
valdszinidséggel rekonstrudlja a T fdt, amennyiben a karakterek szamdra teljestil

a
c-logn

1—+/1— Qf)Q(l _ 29)4depth(T)+6

dsszefiiggés (ahol ¢ valamilyen régzitett konstans).

(2)

k>(

Mint a tételbdl lathatd, a sziikkséges sorozat-hossz a fa mélységétdl fligg, amig
mds ismert médszerek hatékonysaga altalaban a fa atmérGjének a fliggvénye.
Ezért a [17] dolgozat ezutan két gyakran tekintett valdszintiségi eloszlds mellett
elemzi a fadk mélységét és dtmérdjét. A két eloszlds: az egyenletes, ahol minden
fa egyformdn valdszinii, és a Yule-Harding féle, amelynél a ”lombosabb” (ezért
idében hamarabb kifejl6dé) fak valészinlisége nagyobb.

A cikksorozat utolsé cikke ([18]) el6szor kiilonféle tdvolsag alapi fa-rekon-
strukcids algoritmusok hatékonysaganak osszehasonlitaséra fejleszt ki egy méd-
szert. Az ilyen mddszerek &dltalaban szolva nem a levelekben 1évé karakter-
sorozatokkal magukkal foglalkoznak, hanem el0szor meghatarozzak az egyes
levelek egymastdl valé "tavolsagat”, amely a sorozatok "nem hasonldsiagan”
(dissimilarity) alapulnak: minél kevésbé hasonlé két sorozat, annél nagyobb a
tavolsaguk.

A cikk f6 hozzdjarulasa a quartet modszerek témajdhoz egy ujonnan fej-
lesztett algoritmus a Witness-Antiwitness Method (WAM). Az algoritmus vald-
szinliségi elemzése azt mutatja, hogy a WAM sikeresen képes rekonstruélni a fat
a DCM eljaraséval lényegében megegyezé paraméter tartoméanyban, méghozza
lényegesen gyorsabban, mint a DCM. Az is lényeges, hogy ekdzben a sziikséges
sorozat-hossz csak kicsit milja feliill a DCM-nél sziikségeset.

Az SQM moédszerek eddig jelentés hatast mutattak az evolucids fak rekon-
strukcidjanak kutatasdban. Az egyik legelsé példa erre a Disk Covering Me-
thod, amely mddszer az SQM alapjan egyéb ismert mddszerek heurisztikus fel-



gyorsitdsat igéri. Az E. Mossel vezette Berkeley-beli kutatécsoport egy sorozat
cikkben jelent6sen kiterjesztette az SQM-ben kifejlesztett elveket.

Osszességében gy gondolom, hogy az ebben a szakaszban kifejett eredmé-
nyek a legfontosabbak a disszertacioban.

X-fak és sulyozott quartetek

A fejezet utolso szakaszaban egy Andreas Dress-szel k6z0s eredményt ismertetek
([20]). Legyen X egy véges halmaz és jelolje Sp2(X) az X Osssszes négyeseibol
megalkothaté 2-2 splitet, azaz

Sia(X) = {{{ab} {ea}}]
{a,b}, {c,d} € ("2() {a,b} N {e,d} :@},

Jelolje Eq1 = E1(T) a T fa Osszes bels6 élét, legyen tovdbba ¢ : F1 — R egy
tetszoleges, de szigorian pozitiv, valés hossz-fiigguény. Minket az a W = W,
figgvény érdekel, amelyet a kovetkezé médon definidlunk Syjo(X)-en:

Wi Sg12(X) — Rxg : abled — Z l(e) (3)
e€E(ab|cd)

ahol az Osszegzés a E(ab|cd) halmazra torténik, amely az dsszes olyan e € E élt
tartalmazza, amely a T fadban szeparilja az a, b leveleket a ¢, d levelektSl. A W
fliggvény nyilvan a T'|{apeqy részfa "kozépsd részének” hosszat méri, amennyiben
a ablcd egy érvényes split, egyébként pedig nulla az értéke.

A cikk f6 megfigyelése, hogy a hossz-fiiggvény axiomatizalhaté: van néhdny
olyan, konnyen lathaté tulajdonsiga, amely biztositja, hogy az ezeket kielégitd
nem-negativ valds fiiggvények ilyen hossz-fiiggvényként allithatok elé.

3. Szavak rekonstrukcioja - DNS kédok

A szavak kombinatorikdja (combinatorics on words) széles korben vizsgélt, jol
megalapozott teriilete a matematikdnak. A vizsgédlt objektum &ltaldban egy
véges I' = {1,2,... k} dbécén értelmezett Gsszes véges szd (avagy sorozat) T'*
Osszessége alkotta végtelen poset, amelyet a részsorozatnak lenni relacié rendez
el.

Ugyanezen objektumok fontos szerepet jatszanak a molekuldris biologia alap-
vetd problémdiban is. Ilyenkor a vizsgdlando6 rendszert leiré bioldgiai sorozatok
a négy nukleotidat (A, C, G, T) tartalmazhatjdk. Ha DNS helyett RNS soroza-
tokat vizsgdlunk, akkor a T (azaz tymine) helyett U (azaz uracyl) szerepel a
sorozatokban. A sorozatok (vagy szavak) vehetik betiiiket az aminosavakbdl is
(az emberi szervezetben ebbdl hiisz féle 1étezik, de az Gsszes él6lényben sem isme-
retes 26-nal tobb). Tovébbé tekinthetjitk a kromoszémakon eléfordulé géneket
is, ahol a valédi bioldgiai sorozatokban az egyes gének egynél nagyobb mul-
tiplicitassal és kétféle iranyitassal is szerepelhetnek. Ezeknél a sorozatoknal
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kiilonféle véges optimalizaldsi szamitdasokat kell elvégezni. FEzekkel a feladatok-
kal a string (flzér) algoritmusok tudomdnya foglalkozik.

Hibakat is megenged6 paraméteres parositasok

Ebben a szakaszban a string elmélet egyik alapvetd problémajanak egy altala-
nositasat targyalom a [24] cikk alapjan. A kiilonféle string keresések a szamit6gé-
pes eljarasok egyfajta alapvetd ”primitivjei”: olyan épitGelemek, amelyeket a
legkiilonfélébb eljarasokban hasznalnak. A szokasos megfogalmazasdnal adott
egy (dltaldban hosszi) szdveg (text), és egy (&ltaldban sokkal révidebb) minta
(pattern), ahol a minta Osszes szovegbeli eléforduldsat kell megtaldlni. Ezt
hivjak a minta pdrositdsdnak. Az alapprobléma sokféle véltozata ismert: megen-
gedhetiink példaul korlatos szamu hibat a minta el6fordulasaban, vagy torléseket
illetve beszirasokat is. A paraméteres valtozatban a szoveg és a minta abécéje
kiilonbozhet egymastdl, és akkor gondoljuk, hogy egy adott poziciéban a minta
megjelenik a szovegben, hogyha létezik a két abécé kozott olyan injektiv leképe-
zés, ami teljes aznossdgot garantdl. A probléma a software engeneeringben,
programok tomoritésénél meriilt fel.

A kozelité (hibdkat megengedd) paraméteres parositds a kovetkez6 feladatot
jelenti: legyen t = tits...t, egy (hosszi) szbveg és legyen p = pipa...pm egy
(révidebb) minta, amelyek az (esetleg) eltérd X, és 3, dbécé folottiek. Ezutdn
mindegyik ¢ széveg-poziciéhoz keressiik azt a m; : 3, — 3; injekciét, amely ma-
ximalizélja a megegyezések szamdt a m;(p) leképzett minta és a t;t;11...titm—1
szovegdarab kozott (i = 1,2,..n —m + 1).

A probléma &ltaldnos esete konnyen megoldhaté O(nm(y/m-+logn)) 1épésben,
ha a kérdést a sz6veg minden pozicidjdban visszavezetjilk paros grafok maximalis
sulyt parositdsaira (ez mar 1974-ben is ismert volt).

A [24] cikk azt az esetet vizsgdlja, amikor mind a széveg, mind a minta
futamokkal van kdédolva: megadjuk az els6 poziciéban levo betli megszakitas
nélkiili, (maximélis szdmu) egymdst kovetd el6forduldsainak szdmét, majd me-
gadjuk a rékovetkezd betiit, és annak a multiplicitdsit, stb. Jelolje r; és r, a
szovegben illetve a mintdban jelenlevd futamok szamaét.

A dolgozat egy O(r, x ) idé komplexitdsi algoritmust fejleszt ki arra az
esetre, amikor legaldbb az egyik abécé binaris. A futdsidét terheli még egy
(szoveghosszban) linedris elékészitd fdzis, tovabbd egy logaritmikus szervezési
overhead.

Szavak rekonstrukcidja - klasszikus eset

A Sziklai Péterrel és David Torney-val kozos [19] cikk a véges T' dbécébdl vett
szavak alkotta véges posetekkel foglalkozik: legyen P az dbécé betiiibsl vett
Osszes, legfeljebb n hosszi sorozat részben rendezett halmaza. A kapott poset-
ben a szavak hossza egy alkalmas rang fiiggvényt hatéroz meg, ezért a P(™) poset
szintezett. Jeldlje Pi(”) az i-edik szintet, amely az Osszes ¢ hosszu részsorozatbdl
all (0 <i<mn).
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Mig a végtelen valtozat napjainkban rengeteget vizsgalt objektum, addig
a véges valtozat szinte semmilyen figyelmet sem kapott. JelentGségét tobbek
kozott az adja, hogy a DNS vizsgdlatokban haszndlt torlés - beszirds (delition-
insertion) metrikdn (avagy Levenshtein tdvolsdgon) alapulé hibajavité kédok
tanulmanyozasanak természetes kozege lehet.

A dolgozat elészor is meghatarozta a P(™) poset automorphismus csoportjat,
kozben 1j, egyszerii bizonyitast adott Burosch és kollégainak régebbi eredménye-
ire kételemli abécék felett. A mddszer tovabbfejleszthetd az altaldnos abécé
esetére is, ezt Ligeti Péter és Sziklai Péter végezte el.

Ezutén a poset klasszikus kombinatorikai tulajdonsagait vizsgaltuk meg.
Konnyen lathatd, hogy az azonos hosszii szavak eltéré méretii (alsé) drnyékokkal
rendelkezhetnek. Ugyanakkor teljesiil, hogy:

8. Tétel. Legyen & egy rdgzitett sorozat és legyen j olyan egész, hogy |§] < j <
n. Ekkor azon j-sorozatok szdma, amelyek &-t részsorozatként tartalmazzdk a

kovetkezo:
i—l€l j
NG & k) = _ 1)
G =3 ()=
1=0
Ennek kobetkezményeként azt is meg lehetett mutatni, hogy a poset rendelkezik
a normalizdlt matching tulajdonsaggal, ezért BLYM tulajdonsagu is.

Szavak rekonstrukcigja linearis id6ben

Ebben a részben az Andreas Dressel kozos [22] cikk alapjén a véges I' dbécé
feletti n-hosszu szavak részszavaibol linearis id6ben torténd rekonstrukcidjat
targyalom.

Simon Imre 1975-ben megmutatta, hogy a véges I' 4bécé felett minden 2m—+1
hosszu sz6t egyértelmiien meghataroz legfeljebb m + 1 hosszi részszavainak
halmaza. Erdemes megjegyezni, ha a részszavak halmazén kiviil minden egyes
részsz6é multiplicitasat is ismerjiik, akkor minden szét egyértelmiien meghataroz
a legfeljebb ~ 7./n hossz1 részszavainak kollekcidja.

Az ismert megkdozelitések csupan egzisztencia bizonyitast adtak Simon tételé-
re, azonban nem vizsgaltak a rekonstrukciét ténylegesen végrehajtéd algoritmust.
A jelzett cikkben megmutattuk, hogy ha

9. Tétel. Adott a legalabb kételemi T' dbécé, tovdbbd az m és m természetes
szdmok, ahol 2m > n, akkor bdrmely w € T szd rekonstrudlhatd | + 2n
kérdéssel legeljebb m hosszi részszavainak halmazadbal.

Szavak rekonstrukcidja - forditott komplemens eset

Ebben a szakaszban a [25] cikk eredményeit ismertetem. Legyen I' = {a,a;
b,b} ahol a betiik un. komplemens pdrokban vannak. Definidljuk a kovet-
kez6 miiveleteket: @ = a, b = b tovabbé valamely w = wjws...w; széra legyen
W = W;Wy—1 ... Wi, amelyet az eredeti sz6 forditott (reverse) komplemensének

neveziink. Konnyen lathatd, hogy (@) = w. Ezutdn minden sz6t azonositunk
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a forditott komplemensével. Ezek utan a forditott komplemens rendezésben
w < v (azaz az els§ megeldzi a mésodikat) akkor és csakis akkor teljesiil, ha
w részszava v-nek vagy részszava v-nek. Jelolje most S(m,w) mindazon legfel-
jebb m hosszd v szavakat, amelyek megelézik w-t (azaz vagy w vagy w szavak
részszavai). A Simon Imre tételének megfelel$ kérdés az, hogy milyen hosszii
w szavakat lehet biztosan rekonstrudlni az S(m,w) halmazbdl. A cikk egyik f&
eredménye a kovetkezo allitas:

10. Tétel. (i) Minden legfeljebb 3m — 1 hosszi w € {a,a}* szdt egyértelmien
meghatdroz a hossza, tovdbbd részszavainak S(2m,w) halmaza.

(ii) Minden legfeljebb 3m—+1 hosszi (m > 1) szdt, amely tartalmaz betdt mind az
(a vagy @) mind a (b vagy b) pdrbél, egyértelmiten meghatdroz a hossza, tovdbbd
részszavainak S(2m,w) halmaza.

Az utébbi &llitas akkor is igaz marad, ha a w sz6 k > 2 kiilonféle komple-
mens parbdl tartalmaz betiiket. Erdemes megjegyezni, hogy a bizonyitasokban a
nehézséget mindeniitt az jelenti, hogy bér sok (megeléz6) részszé van jelen, nem
tudjuk réluk, hogy a szonak, vagy annak forditott komplemensének a részszavai-
e. Ez ad magyarazatot arra is, miért kell ennyivel hosszabb részszavakat is-
merniink a forditott komplemens esetben. Azt is érdemes hozzéatenni, hogy
ebben az esetben még nem ismeretes a rekonstrukcié komplexitédsa.

DNS kédok

Az el6z06 szakaszban leirt részbenrendezés a szokdsos Levenshtein (vagy delition
- insertition) metrikdhoz hasonlé tavolsdg fogalmat eredményez. Itt is lehet
ennek megfeleléen hibajavité kédokat keresni. Ezeknek mar a Human Genome
program idején nagy gyakorlati hasznunk volt, és megkonstrualasuk kézzel, heu-
risztikus alapon tortént. A sokszerzés [21] cikk ennek a probléméanak prébélt
elméleti megalapozédsa lenni. F6 célja a fogalmak és feladatok rogzitése volt.
A téma meglep&en népszeri, a cikk megjelenése Ota eltelt sziik egy évben méar
jonéhéany hivatkozas tortént ra.

Hivatkozasok

[1] P.L. Erdés - L. A. Székely: Evolutionary trees: an integer multicommodity max-flow —
min-cut theorem, Advances in Appl. Math 13 (1992) 375-389.

[2] P.L. Erdés - L.A. Székely: Algorithms and min-max theorems for certain multiway cuts,
Integer Programming and Combinatorial Optimization (Proc. of a Conf. held at Carnegie
Mellon University, May 25-27, 1992, by the Math. Programming Society, ed. by E. Balas,
G. Cornugjols, R. Kannan) 334-345.

[3] M.A. Steel - M.D. Hendy - L.A. Székely - P.L. Erdds : Spectral analysis and a closest
tree method for genetic sequences, Appl. Math. Letters 5 (1992), 63-67.

[4] L.A. Székely - P.L. Erdds - M.A. Steel: The combinatorics of evolutionary trees—a survey,

Séminaire Lotharingien de Combinatoire, (Saint-Nabor, 1992), D. Foata, éd, Publ. Inst.
Rech. Math. Av. 498 (1992), 129-143.

13



[5]

[6]

7]

(8]

[9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

[15]

[16]

(17]

(18]

(19]

20]

(21]

(22]

L.A. Székely - P.L. Erd6és - M.A. Steel - D. Penny: A Fourier inversion formula for
evolutionary trees, Appl. Math. Letters 6 (1993), 13-17.

L.A. Székely - M. Steel - P.L.. Erdés: Fourier calculus on evolutionary trees, Advances
in Appl. Math 14 (1993), 200-216.

P.L. Erdds - L. A. Székely: Counting bichromatic evolutionary trees, Discrete Applied
Mathematics 47 (1993), 1-8.

M.A. Steel - L.A. Székely - P.L.. Erdés - P. Waddell: A complete family of phylogenetic
invariants for any number of taxa, NZ Journal of Botany, 31 (1993), 289-296.

P.L. Erdds : A new bijection on rooted forests, Discrete Mathematics 111 (1993),
179-188.

P.L. Erdds - L. A. Székely: On weighted multiway cuts in trees, Mathematical Program-
ming 65 (1994), 93-105.

L.A. Székely - P.L. Erdés - M.A. Steel: The combinatorics of reconstructing evolutionary
trees, J. Comb. Math. Comb. Computing 15 (1994), 241-254.

M.A. Steel - L.A. Székely - P.L. Erdés: The number of nucleotide sites needed to accura-
tely reconstruct large evolutionary trees, DIMACS, Rutgers University, New Brunswick,
New Jersey, USA 1996.DIMACS Technical Reports 96-19

P.L. Erdds - A. Frank - L.A. Székely: Minimum multiway cuts in trees, Discrete Appl.
Math. 87 (1998), 67-75.

P.L. Erdés - M.A. Steel - L.A. Székely - T.J. Warnow: Local quartet splits of a binary tree
infer all quartet splits via one dyadic inference rule, Computers and Artificial Intelligence
16 (1997), 217-227.

P.L. Erdés - K. Rice - M.A. Steel - L.A. Székely - T.J. Warnow: The Short Quartet
Method, to appear in Math. Modelling and Sci. Computing Special Issue of the papers
presented at the Computational Biology sessions at the 11th ICMCM, March 31 - April
2, 1997, Georgetown University Conference Center, Washington, D.C., USA.

P.L. Erdds - M.A. Steel - L.A. Székely - T.J. Warnow: Constructing big trees from short
sequences, Automata, Languages and Programming 24th International Colloquium,
ICALP’97, Bologna, Italy, July 7 - 11, 1997, (P. Degano,; R. Gorrieri, A. Marchetti-
Spaccamela, Eds.) Proceedings (Lecture Notes in Computer Science. Vol. 1256) (1997),
827-837.

P.L. Erdds - M.A. Steel - L.A. Székely - T.J. Warnow: A few logs suffice to build (almost)
all trees (I), Random Structures and Algorithms 14 (1999), 153-184.

P.L. Erdds - M.A. Steel - L.A. Székely - T.J. Warnow: A few logs suffice to build (almost)
all trees (II), Theoretical Computer Science, 221 (1-2) (1999), 77-118.

P.L. Erdés - P. Sziklai - D. C. Torney: A finite word poset, Electr. J. Combinatorics, 8
No 2. (2001), R# 8.

A.W.M. Dress - P.L. Erdds: X-trees and Weighted Quartet Systems, Ann. Combin. 7
(2003), 155-169

A.G. D’yachkov - P.L. Erdds - A.J. Macula - V.V. Rykov - D.C. Torney - C-S. Tung -
P.A. Vilenkin - P. Scott White: Exordium for DNA Codes, J. Comb. Opt. 7 (4) (2003),
369-379.

A.W.M. Dress - P.L. Erdds: Reconstructing Words from Subwords in Linear Time,
Annals of Combinatorics, 8 (4) (2004), 457-462.

14



23]

24]

(25]

P.L. Erdés - P. Ligeti - P. Sziklai - D.C. Torney: Subwords in reverse complement order
- extended abstract, invited paper to Proc. Conf. on ”Combinatorial and Algorithmic
Foundations of Pattern and Association Discovery” - Schloss Dagstuhl, International
Conference And Research Center For Computer Science, Germany May 14-19. 2006,
1-7.

A. Apostolico - P.L. Erdés - M. Lewenstein: Parameterized Matching with Mismatches,
J. of Discrete Algorithms 5 (2007), 135-140.

P.L. Erdés - P. Ligeti - P. Sziklai - D.C. Torney: Subwords in reverse complement order,
Annals of Combinatorics 10 (2006) 415-430.

15



