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1. fejezet

Osszefoglalas és tézisek

Ez a tézisfiizet az MTA doktora cim elnyerésére késziilt disszertaciom osszefoglalasat
tartalmazza. A doktori mid téméja a konvex geometridhoz, illetve konvex testek
véletlen és legjobb approximaciojanak aszimptotikus elméletéhez tartozik. A konvex
geometria és a sztochasztikus geometria sok ponton kapcsolodik egymashoz és az
utobbi évtizedekben nagyon gyors fejlédésen ment at.

A disszertaci6 hat tarsszerzdékkel irt publikdciom anyagabol késziilt, amelyek mind
neves, nemzetkozi, referalt matematikai folydiratokban jelentek meg. A disszertaci-
Oban felhasznalt cikkeim a kovetkezsk (abc sorrendben): Boréczky, Fodor [BE19),
Boroczky, Fodor, Hug |[BFH10|, Boroczky, Fodor, Hug |[BFH13|, Fodor, Kevei, Vigh
[FKV14], Fodor, Vigh |[FV12| és Fodor, Vigh |[FV18]|. A hat cikk kozil [BF19] az
L, dualis Minkowski-probléma egzisztenciélis részének megoldasarol szol a p > 1,
g > 0 esetben, illetve a megoldés simasiganak vizsgalatarol. Négy publikécio
(IBFH10, BFH13, FKV14, FV18|) konvex testek politopokkal, poliéderekkel, illetve
konvex korpoligonokkal valo véletlen kozelitéseinek tulajdonsagait vizsgéalja, mig a
hatodik ([FV12|) cikkben sikbeli konvex lemezek kérpoligonokkal valo legjobb koze-
litéseirsl bizonyitunk aszimptotikus formulékat. A véletlen approximécié esetében
a disszertacioban olyan aszimptotikus erdeményeket targyalunk, amelyek egyes geo-
metriai mennyiségek varhato értékére, illetve szorasara vonatkoznak. A disszertécio
torténeti attekintésében (2.1. alfejezet) réviden megemlitem a téméban irt mas, de
a disszertacioban fel nem hasznalt cikkeimet is, amelyek tobbnyire véletlen politopok
egyes jellemz mennyiségeinek szorasarol, illetve nagy szamok torvényeirdl tartalmaz-
nak eredményeket: Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh |[BFRV09|, Barany, Fodor, Vigh
[BE'V10], Fodor, Hug, Ziebarth [FHZ16].

A dolgozatban hasznéalt matematikai eszkozok a konvex geometria, analizis és a
valoszintiségszamitas modszereit 6tvozik.

A disszertacio szerkezete a kovetkezs. A 2. fejezet bevezetd jellegti: A doktori mt
2.1. alfejezetében roviden, bonyolultabb jel6lések hasznalata nélkiil osszefoglaljuk a
dolgozat eredményeit, és elhelyezziik 6ket a teriilet szakirodalmaban. A disszertécio
2.2. alfejezetében bevezetjiik azokat a jeloléseket és fontosabb fogalmakat, amelyeket
a késébbiekben hasznalni fogunk.
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A 3. fejezet a |BF19| cikk tartalman alapszik és az L, dualis Minkowski-probléma
egzisztencialis részének megoldasat tartalmazza a p > 1,q > 0 esetben, ami lénye-
gében a kapcsolodé Monge-Ampére-egyenlet megoldasat jelenti abban az esetben,
amikor a tekintett mérték abszolut folytonos a Hausdorff-mértékre az n-dimenzios
tér egységgombjén. Ezen feliil targyaljuk (bizonyitas nélkiil) a megoldés simasagat is
a Monge-Ampére-egyenlet regularitasi tulajdonsigainak segitségével.

A 4. fejezetben, amelyben a [BFH10| cikk egyes részeit hasznaltam fel, d-dimenzios
galjuk.

A 5. fejezetben, amely szintén a [BFHI10| cikk bizonyos részein alapszik, d-
dimenziés konvex testek koriilirt véletlen poliéderekkel valo atlagszélesség szerinti
kozelitését vizsgaljuk.

Az 6. fejezet a |[BFH13| cikk alapjan késziilt. Gordiillégombbel rendelkezd, d-
dimenzids konvex testeket kozelitliink olyan véletlen politopokkal, amelyek a konvex
test hatararol vélasztott fiiggetlen véletlen pontok konvex burkaként allnak els. A
fejezetben ilyen politopok vegyes térfogatait vizsgaljuk.

A 7. és 8. fejezetben sima hatara és kellgen kerek (orso-) konvex lemezeket koze-
litiink korpoligonokkal, amelyek véges sok, egyforma sugart, zart korlemez metszetei.
A 7.1, és 7.2. alfejezetekben, amelyek a [FKV14,FV18| cikkek alapjan késziiltek,
véletlen korpoligonok altali kozelitéseket vizsgalunk a varhato érték (7.1. alfejezet)
és a szoras (7.2. alfejezet) szempontjabol, mig a 8. fejezeben konvex lemezek be-
irt és koriilirt korpoligonokkal val6 legjobb kozelitéseir6l bizonyitunk aszimptotikus
formulakat. A 8. fejezet a |[F'V12| cikken alapszik.

Megjegyezziik, hogy a tézisfiizetben a tételek és formulak szamozasa megegyezik
a disszertacioban hasznalttal.

A disszertacié f6 eredményeit az alabbi tézisek foglaljak Ossze. A téziseket ugy
fogalmaztam meg, hogy szélesebb kozonség szaméra is érthetéek legyenek. Emiatt
ezek természetesen nem tekinthetéek preciz matematikai allitasoknak, de jol 6sszegzik
a dolgozat tartalmat. Az eredményeket matematikailag preciz médon a disszertécio
egyes fejezeteiben mondjuk ki.

1. Tézis. Megoldottuk az L, dudlis Minkowski-probléma egzisztencidlis részét a
p > 1,qg > 0 esetben, ami lényegében a kapcsoldd Monge-Ampére-egyenlet megol-
ddsdt is jelenti, ha a vizsgadlt mérték abszolut folytonos a Hausdorff-mértékre nézve
a gombfelileten. Tovdbbd vizsgdltuk a megoldds simasdgdt a Monge-Ampére-egyenlet
reqularitdast tulajdonsdgainak seqgitségével.

Az 1. tézis a doktori mi 3. fejezetén alapszik.

2. Tézis. Aszimptotikus formuldt bizonyitottunk d-dimenzios euklideszi térbeli konvex
test €s olyan véletlen politop silyozott térfogatkiilonbségének vdarhato értékére n — oo
mellett, amely a konvex testbdl adott valdszinidségi siriségfigguény dltal meghatdrozott
eloszlds szerint vdlasztott n fliggetlen véletlen pont konvexr burka. A wvaldsziniségi
striségfigguenyrdl és a sulyfigguényrdl feltessziik, hogy a konvex test hatdardanak egy
kérnyezetében folytonos, a siriséqgfiigguény pedig pozitiv is.
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Az 2. tézis a doktori mii 4. fejezetének tartalman alapszik.

3. Tézis. Aszimptotikus formuldt bizonyitottunk d-dimenzids euklideszi térbeli konvex
test és olyan, a konvex testet tartalmazo véletlen poliéder dtlagszélesség-kiilonségének
vdrhato értékére n — oo mellett, amely n fiiggetlen, adott valdsziniségi eloszlds sze-
rinti véletlen zdrt féltér metszete.

A 3. tézis a disszertacio 5. fejezetének anyagén alapszik.

4. Tézis. Aszimptotikus formuldt bizonyitottunk d-dimenzids euklideszi térbeli gor-
diilogombbel rendelkezd konvex test és olyan véletlen politop vegyes térfogatar kilonb-
ségének vdarhato értékére n — oo mellett, amely n fiiggetlen, a konvex test hatdrdrol
adott pozitiv és folytonos valdszinidségi suriségfiigguény dltal meghatdrozott eloszlds
szerint valasztott véletlen pont konvex burka.

A 4. tézis a dolgozat 6. fejezetének {6 eredményét fejezi ki.

5. Tézis. Aszimptotikus formuldkat bizonyitottunk euklideszi sikbeli elegendden sima
hatdri és megfelelden kerek (orsé-) konvex lemez és olyan véletlen konvex korpoligon
teriletkulonbségének és keriletkilonbségének varhato értékére, és a véletlen korpoli-
gon csucsai szamdnak varhato értékére n — oo mellett, amelyet a konvex lemezbdl
vdalasztott n fliggetlen, egyenletes valdsziniiségi eloszldsu pont hatdroz meg. Tovdb-
ba aszimptotikus becsléseket igazoltunk a csiucsok szamdra, illetve a kimarado terilet
szordasdra, €s analog dllitdsokat mutattunk eqy korilirt véletlen modell esetén.

A 5. tézis a disszertacio 7. fejezetében bizonyitott tételeken alapszik.

6. Tézis. Aszimptotikus formuldkat bizonyitottunk megfelelden sima hatdri és kellden
kerek (orso-) konvex lemez és beleirt illetve koré irt n oldali korpoligonok minimdlis
tavolsdgara n — oo mellett, a Hausdorff-metrika, terileti eltérés és keriileti eltérés
szerint.

Az 6. tézis a doktori mi 8. fejezetének {6 eredményét foglalja Gssze.
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2. fejezet

Bevezetés

A disszertacio 2.1. alfejezete a Minkowski-probléma, illetve a konvex testek polito-
pokkal val6 kozelitésének rovid torténeti attekintését és sajat eredményeink vazlatos
ismertetését tartalmazza. A 2.1. alfejezetben igyekeztiink a dolgozatban szerepld
tételek tartalmat kozérthetGen és lényegében formulédk hasznalata nélkiil elmondani,
illetve elhelyezni 6ket az elméletben. Tekintettel a Minkowski-problémaéval, illetve a
konvex testek véletlen és legjobb approximéacidjaval foglalkoz6 hatalmas mennyiségt
irodalomra, a doktori md 2.1. alfejezetében 1évG attekintésben szigortian csak olyan
témakat emlitiink meg, amelyek szorosan kapcsolodnak sajat eredményeinkhez.

A disszertacié 2.2. alfejezetében bevezetjiik a dolgozatban hasznalt legfontosabb
jeloléseket és fogalmakat. Itt ezek kozil csak azokat ismételjiik meg, amelyek {6
eredményeink kimondésahoz feltétleniil sziikségesek.

A konvex testek elméletével és azok poliéderekkel vald kozelitésével kapcsolatos
tovabbi informaciokat példaul a kévetkezd monografidkban talalhat az olvasd: Schne-
ider [Sch14] és Gruber |Gru07].

A dolgozatban mindvégig euklideszi térben dolgozunk, a dimenziot n-el vagy d-vel
jeloljik, a tobbi jelolés fiiggvényében, az litkozéseket elkeriilends. A tér pontjait al-
talaban kisbettikkel, részhalmazait pedig nagybetiikkel jeloljiik. Egy X C R? halmaz
esetén int X a halmaz belsejét, 0X pedig a hatarat jelenti.

Az origd kézépponti d-dimenzids egységgdmb B¢, hatara pedig S¢'. Konvex
testen olyan kompakt konvex halmazt értiink, amelynek belseje nem iires. Specialisan,
a sfkban konvex test helyett a konvex lemez kifejezést is hasznaljuk.

A j-dimenziés Hausdorff-mértéket H7 jeloli, de a térfogatra a V' szimboélumot is
hasznaljuk. Specialisan, ay := V(B?) (a 3. fejezetben a kg jeldlést hasznaljuk az
egységgdmb térfogatara)) és wy := HI71(S91) = day. A sikban a teriiletre az A(-),
a kertiletre a Per(-) illetve £(-) jelolést is hasznaljuk.

Az X, Y C R? halmazok Minkowski-0sszegén az

X+Y ={z+y:zeXésyeY}

halmazt értjilk. Egy K C R? konvex test és A > 0 esetén a K + ABY 6sszeget a K
test A sugaru paraleltartoméanyanak nevezziik, és Ky-val jeloljiik.
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Két kompakt A, B C R? halmaz Hausdorff-tavolsagat a kovetkezé modon defini-
aljuk:
dH(A, B) = mm{)\ Z 0:A g B)\ és B g A)\}

Jelolje f;(P),i € {0,...,d— 1}, a P poliéder i-dimenzios lapjainak szamét.

Az f(n) és g(n) sorozat aszimptotikusan egyenls, ha lim, ., f(n)/g(n) = 1, je-
16lésben f(n) ~ g(n). Ha f,g: I — R fiiggvényekhez létezik olyan v > 0 konstans,
hogy |f| < g teljesiil I-n, akkor ezt a f < g vagy f = O(g) szimbolummal jeloljiik.
Ha f < g és g < f, akkor f =~ g.

Azt mondjuk, hogy egy K C R? konvex test hatara C* sima, ha 0K az R%nek
CF osztalyt részsokasiga. Ha pedig ezen feliil a Gauss-féle x(z) szorzatgorbiiletre
teljesiil, hogy k(z) > 0 minden = € 0K esetén, akkor K hatéara C_’f_.

A disszertacioban gyakran hasznaljuk a kétszeres differencialhatosidgnak egy olyan
altalanositasat, amely gyengébb a szokasos definicidonal, és lényegében csak azt ko-
veteli meg, hogy 0K-nak legyen az adott pontban masodrendi sorfejtése. Az igy
kapott pozitiv szemidefinit kvadratikus alak jatssza a masodik alapforma szerepét, és
ennek determinansa az (altalanositott) Gauss-féle szorzatgorbiilet, sajatértékei az (al-
talanositott) fogorbiiletek, amelyek j-edik elemi szimmetrikus fiiggvényét H,(x)-szel
jeloljiik. Ha OK kétszer differencialhato z-ben a szokasos értelemben, akkor ezek meg-
egyeznek a differencidlgeometriaban szokésos megfeleld mennyiségekkel. A kétszeres
differencialhatosag ezen altalanositasa azért fontos a konvex testek elméletében, mert
Alexandrov nevezetes tétele szerint egy konvex test H9 ! szerint majdnem minden
hatarpontjaban kétszer differencialhaté ebben az értelemeben.

A dolgozat tobb fejezetében hasznaljuk még a kovetkezd fogalmat. Legyenek
K,L C R? konvex testek. Azt mondjuk, hogy L szabadon siklik K-ban, ha tet-
sz6leges x € OK esetén létezik olyan p € RY, hogy x € L +p és L +p C K, lasd
[Sch14] Section 3.2]. Abban a speciélis esetben, ha L = B goémb, akkor B gordiil
(vagy siklik) K-ban, mig ha K = B gémb, akkor L szabadon siklik B-ben. Ha K-nak
van gordiil6gémbje, akkor minden hatarponjtaban létezik egyértelmd tamaszhiper-
sikja, ha pedig K szabadon siklik egy gombben, akkor kiils6 normalis egységvektora
Lipschitz folytonos (Hug [Hug00]).

Egy K C R? konvex test és egy u € S9! vektor esetén a K u-irdnyt w(u)
szélessége a két u-ra merdleges tamaszhipersikjanak tavolsaga. A K test W (K) at-
lagszélességét a kovetkezd modon defnialjuk: W(K) = wid Jga—r w(u) K (du).

A disszertacioban hasznaljuk még az un. V;(K) vegyes térfogatokat. Ezek alap-
vetd fontossdgi mennyiségek a konvex testek Brunn-Minkowski-elméletében, és a
Steiner-polinom egyiitthatoiként allnak el6 a koévetkezé modon. Jol ismert, hogy
A > 0 esetén

V(K +AB%) = Z)\d Tag_;Vi(K).

Konkrétan V;(K) a K térfogata, Vd_l(K) a K felszinének fele, Vi (K) a K atlagszé-
lességének egy konstansszorosa, és Vo(K) = 1 minden konvex testre.
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3. fejezet

Az Ly dualis Minkowski-probléma

Ez a fejezet a Boroczky, Fodor [BF19] cikk tartalmén alapszik.

A klasszikus Minkowski-probléma arra keres sziikséges és elégséges feltételeket,
hogy egy Borel-mérték az S"~! gombfeliileten mikor lehet a feliileti mértéke egy kon-
vex testnek. A probléma diszkrét valtozatat, illetve amikor a tekintett mérték abszo-
lat folytonos a szférikus Lebesgue-mértékre nézve, még Minkowski oldotta meg, az al-
talanos esetet pedig Alexandrov, és téle fiiggetlenul Fenchel és Jessen. A problémanak
pontosan akkor van megoldasa, ha a mérték nem koncentralédik semmilyen f&szfé-
ran és egyben stlypontja az origoba esik. Hasonld problémakat vizsgaltak részletesen
més, a konvex testek Brunn-Minkowski-elméletében eléfordulé mértékre is, mint pl.
az Alexandrov-féle integralgorbiilet-mérték, L, feliileti mértékek, kuptérfogat-mérték,
sth.

A duélis Brunn-Minkowski-elmélet f6leg Lutwak munkéja nyomén az 1970-es évek-
ben alakult ki. Ugyan nincs formalis dualitas a klasszikus és a dudlis elmélet kozott, de
nagyon sok a hasonlésag és analogia. A duélis elmélet csillagszerti kompakt halmazok-
kal foglalkozik, és benne a radialis fiiggvény hasonlé szerepet jatszik, mint a klasszikus
esetben a tamaszfiggvény. Egy S C R™ halmazt a p € S pontra nézve csillagszert-
nek neveziink, ha a [p, s| szakasz benne van S-ben, mindahanyszor s € S. A konvex
testek természetesen csillagszertiek minden pontjukra nézve. Jelolje S"O) az olyan R"-
beli o-ra nézve csillagszerd kompakt halmazokat, amelyek belsejiikben tartalmazzak
az origot. Egy S € S(’”;) halmaz radiélis figgvénye os = max{t > 0 : ts € S}.
Lutwak [Lut75| definialta a dualis vegyes térfogatokat olyan K konvex testre, amely
belsejében tartalmazza az origot: ¢ € R esetén legyen

VE) =~ [ e ),

n

ami gy van normalizalva, hogy Vn(K ) = V(K). Sziikségiink van a dudlis vegyes
térfogat kiterjesztésére arra az esetre, amikor az origdb K hatéaran is lehet. Ezt a
q > 0 esetben lehet megtenni, és a fejezet (illetve a [BF19| cikk) jelentSs része ezzel
foglalkozik. A dudlis vegyes térfogatok lokalizalasaval (ami bevett eljaras a konvex
testek klasszikus elméletében), jutunk a duélis gorbiileti mértékek fogalmahoz (Hu-

6
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ang, Lutwak, Yang, Zhang [HLYZ16|): ha K € K&y a€RésnC S"~1 Borel-hamaz,

akkor |
Colteon) = [ ohluH (),
" Jai(m)

ahol aj;(n) az n forditott radialis Gauss-leképezés (lasd disszertacio 25. o.) melletti
képe. Hasonldan a duélis vegyes térfogatokhoz, a dualis gorbiileti mértékeket is ki-
terjesztjiik arra az esetre, amikor ¢ > 0 és o a K hataran van. A duélis gorbiileti
mértékek fontos tulajdonsaga, hogy pl. a kuptérfogat-mérték és az Alexandrov-féle
integralgorbiileti mérték is eldallithato segitségiikkel. Lutwak, Yang, Zhang |[LYZ18]
bevezette a dualis gorbiileti mértékek egy még altalanosabb véltozatéat, amelyben egy
csillagszert halmaz jatssza az egységgomb szerepét: legyen () € S("O), n C S™ ! Borel
halmaz, ¢ € R és K € ICELO), ekkor

CoK.Q == [l "(wH" " (du)
" Jas(n)
A @ halmaz szerepének el6nye a duéalis gorbiileti mértékek és az ekviaffin transzfor-
maciok kapcsoldban van.

Az L, dualis gorbiileti mértékeket Lutwak, Yang, Zhang |LYZ18| vezette be: ¢ €
R, Q € S(Z), peRéEéBKE IC?O) esetén a K test (Q-ra vonatkozd L, g-adik dualis
gorbiileti mértéke _ B

dCI%lI(Ku Q? ) = hl_(pdCQ(K7 Qa )

Az L, duéalis gorbiileti mértékek fontossdga abban rejlik, hogy a p és ¢ megfelel§
valasztasaval visszakapunk tobb fontos mértéket a klasszikus (L,) Brunn-Minkowski-
elméletbdl és a dualis elméletbdl: L, feliileti mértékek, L, inegralgorbiilet mértékek,
duélis gorbiileti mértékek.

Lutwak, Yang, Zhang |LYZ18| fogalmazta meg az L, dualis Minkowski-problémét:
Adott p,g e R és Q € 8(7;) esetén milyen sziikséges €s elégséges feltételeket kell teljes-

sitenie eqy j Borel-mértéknek az S"1 gémbfeliileten, hogy létezzen olyan K € IC?O)

konvex test, amelyre y = 5p,q(K, Q,)?

Az L, dualis gorbiileti mértékek tulajdonsédgai miatt az L, dudlis Minkowski-
probléma, a p és q paraméterek alkalmas valasztasaval, magaban foglalja a Minkowski-
probléma korabban vizsgalt valtozatatait: L, Minkowski-probléma, dualis Minkowski-
probléma, L, Alexandrov probléma.

Ha Q = B™ és a p abszolut folytonos mérték strtségfiiggvénye f, akkor az L,
dualis Minkowski-probléma a kovetkezé Monge-Ampére-egyenlet megoldasat jelenti:

det(V2h + h1d) = L WP~ (||VA|* + B2) 2" - f,

ahol f nemnegativ Borel fliggvény, amelyre teljestil, hogy f5"71 fdH™ > 0 (lasd
8016. o. (93), [BF19], Section 7). Ha @ € Sf;,, akkor a megfelel6 Monge-Ampere
egyenlet (see 8016. o. (94), [BF19], Section 7)

det(V2h(u) + h(u) Id) = L h(u)P | Vh(u) + h(u) ullg - fu).

7
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A fenti egyenletekben az ismeretlen a h tamaszfiiggvény, a Vh a h gradiense S™ !-en,
V2h pedig h Hesse-matrixa, a || - || a @ altal definialt félnorméat jelenti.

Az L, duélis Minkowski-problémaval és a Minkowski-probléma korabban vizsgélt
valtozataival kapcsolatos relevans eredményeket réviden attekintjiik a disszertacio
3.1. alfejezetében. Ezeket itt terjedelmi okokbol nem ismételjiik meg.

A disszertacio 3. fejezetében f6 eredményeink a kovetkezok.

3.1.1. Tétel (Béroczky, Fodor [BF19], Theorem 1.1). Legyen Q € Sp,, p > 1 és

q >0, p# q, tovdbbd legyen p olyan diszkrét mérték ST t-en, ami nem koncentrdlodik
semmilyen zdrt félgombon. Ekkor létezik olyan P € IC?O) politop, hogy Cp4(P,Q,-) =
L.

Megjegyezziik, hogy ha p > ¢, akkor a megoldas egyértelmd Lutwak, Yang and
Zhang |LYZ18| Theorem 8.3| eredménye alapjan.

Hug, Lutwak, Yang, Zhang|HLYZ05| adott példat olyan u mértékre, amely pozitiv
és folytonos stirtiségfiiggvénnyel rendelkezik a Hausdorff-mértékre nézve S™ !-en, és
amelyre ¢ = n és 1 < p < n esetén megtorténhet, hogy a problamanak csak olyan
megoldéasa van, amelynek a hataran van az orig6. Ebben az esetben hx-nak zérohelye
van S"'-en. Igy, ha Q € S&), p > 1ésq > 0, akkor az L, duélis Minkowski-probléma
természetes formaja a kovetkezd (lasd Chou, Wang [CWO06| és Hug, Lutwak, Yang,
Zhang |[HLYZO05] ha ¢ = n).): Legyen p nemtrividlis véges Borel-mérték S™ !-en.
Keressiink olyan K € K testet, hogy

dCy(K,Q,") = hdp.

A megoldas folyaman kideriil, hogy természetes feltenni a kovetkezét a K testrol:
H" Y (Zk) = 0, ahol

Ex = {z € 0K : létezik olyan u € S"! kiils6 normalis z-ben, hogy hx (u) = 0}.

A fenti feltétel garantalja, hogy K feliileti mértéke abszolut folytonos 5(1([( ,Q,)-ra
nézve.

3.1.2. Tétel (Boroczky, Fodor |[BF19|, Theorem 1.2). Legyen Q) € Sy p>16ésqg>0
olyan, hogy p # q, tovdbbd leqyen p véges Borel-mérték S™'-en, ami nem koncentrd-
l6dik semmilyen zdrt félgombon. Ekkor létezik olyan K € K", amelyre H" ' (Zk) = 0,

intK # 0 és dCy(K,Q,-) = hiedp. Tovibbi K € K7, ha p > q.

A disszertacioban a 3.1.1. és 3.1.2. tételt csak abban az esetben bizonyitjuk teljes
részletességgel, amikor () = B™. Az altalanos eset bizonyitasa megtalalhato a [BE19)
cikkben.

A 3. fejezet tovabbi f6 eredményei az L, duélis Minkowski-probléma megoldasa-
nak simasagat irjak le abban az esetben, amikor a éq(K , @, ) g-adik dudlis gorbiileti
mérték abszolut folytonos a Hausdorff-mértékre nézve az S~ gombfeliileten. Eze-
ket az eredményeket a disszertacioban csak kimondjuk és bizonyitdsukat terjedelmi

8
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okokbdl nem részletezziik. A részletes gondolatmenetek megtalalhatok a [BF19] cikk
7. fejezetében (Section 7).

Az alabbi harom tétel bizonyitasa Caffarellinek [Caf90a;,Cafd0b| a Monge-Ampére-
egyenlet megoldésainak regularitasara vonatkozo egyes eredményeit hasznalja.
3.1.3. Tétel (Boroczky, Fodor [BF19|, Theorem 1.3). Legyenp > 1, ¢ > 0, Q € S("O),
0 < ¢ < cg, €slegyen K € K7 olyan, hogy H" 1 (Zk) = 0, int K # 0, dlletve

dCy(K,Q,-) = hb. f dH"™?
valamely f Borel-fligguényre S™t-en, amelyre ¢; < f < cs.
(i) OK\Zx = {z € 0K : hg(u) > 0 minden u € N(K, z)} és OK\Ex C* és nem

tartalmaz szakaszt, tovdbbd hx C' az R"\N(K,0) halmazon.

(ii) Ha f folytonos, akkor minden u € S""1\N(K,o0) pontnak létezik olyan S™'-beli
U kérnyezete, hogy hx megszoritdisa U-ra CY* minden o € (0, 1)-ra.

(iii) Ha f € C*(S" 1) valamely o € (0,1)-ra és 0Q C3, akkor OK\Eg C%, és minden
u € S"I\N(K, o) pontnak létezik olyan kérnyezete, amelyre a hyx megszoritdsa
C?e,

A @ tétel szerint, ha p > ¢ > 0 és p > 1, akkor K € K{,, teljesiil az L,
dualis Minkowski-probléma K megoldasara. Masrészt, a |[BF19| cikkben mutatunk
egy példat (Example 7.1, 8015. o.) arra, hogy ha 1 < p < ¢, akkor megtorténhet, hogy
az L, duélis Minkowski-probléma tétel altal garantalt K megoldasara o € 0K
és 0 a OK nem sima pontja. A kovetkezs tételben megmutatjuk, hogy azonban ha
q < n, akkor K szigoruan konvex.

3.1.4. Tétel (Bordczky, Fodor [BF19], Theorem 1.4). Hal <p <g<mn, Q € S,
0<c <cy és KeK?olyan, hogy H" 1 (Zx) = 0 és intK # (), tovdbbd

dC,(K,Q,-) = kb f dH"

valamely f Borel-fligguényre S™t-en, amelyre c; < f < ¢y, akkor K szigorian kon-
vex; vagy mdsképpen, hx C* a R™\o halmazon.

Megjegyezziik, hogy ha o € intK, akkor a tétel bizonyitasaban felhasznalt
gondolatmenetek tetszéleges p, ¢ € R esetén miikodnek.

3.1.5. Tétel (Boroczky, Fodor |[BF19|, Theorem 1.5). Legyen p,q € R, Q € Sio
0<c <, éslegyen K € IC?O) olyan, hogy

ACyy(K, Q) = faH""!
valamely f Borel-fiigguényre S™-en tgy, hogy c; < f < cy. Ekkor

(i) K sima és szigorian konvex, és hx C' az R"\{o} halmazon;
(ii) ha f folytonos, akkor hyx megszoritisa S™~'-re C1* tetszéleges a € (0,1)-ra;

(iii) ha f € C*(S™ 1) valamely o € (0,1)-ra, és 0Q C%, akkor OK C%, és hix C**
aS"lon.
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4. fejezet

Stlyozott térfogatapproximacié beirt
politopokkal

Ez a fejezet a Boroczky, Fodor, Hug |[BFH10| cikk egyes részeit tartalmazza.

Ebben a fejezetben a kovetkezd véletlen modellt vizsgaljuk. Legyen C konvex test
a d-dimenziés R? euklideszi térben, és legyen o egy korlatos, nemnegativ mérhetd
fiiggvény C-n. Jelolje H? C' a d-dimenziés Hausdorfl-mérték megszoritasat C-re. Ha

I o(a) Hé(dx) > 0, akkor

1
Pyc = (/ o(x) dw) oHLC.
c

valoszintiségi mértéket definial C-n. A P, szerinti varhato értéket E, o jeloli. A
P, o valoszintiségi eloszlas szerint valasztott n fiiggetlen véletlen pont konvex burkat
Cmy-el jeloljik. A fenti konstrukcié véletlen politopok egy meglehetésen altaldnos
modelljét szolgaltatja.

F6 eredményeink kimondasahoz sziikségiink van a kovetkezs konstansra:

(P +d+2)(2+1) (d®>+1\ [(d+1\7 "
2(d+3) - (d+1)! (d+1)( )

(lasd Wieacker |Wie78]). Az alabbiakban a H%(dz) d-dimenziés Hausdorff-mérték
szerinti integréalas jelolésére egyszertien a dx szimboélumot hasznaljuk.
Schiitt [Sch94] eredményét atalanositva, bebizonyitjuk a kévetkezs tételt.

4.1.1. Tétel (Boroczky, Fodor, Hug [BFH10, Theorem 3.1]). Legyen K egy Re-beli
konvex test, o wvalosziniségi suriségfigguény K-n, és X\ : K — R eqy integrdlhato
fiigguény. Teqyiik fel, hogy X és o folytonos, o pedig pozitiv is OK eqy K -ra vonatkozo
kornyezetében. FEkkor

Cq =

4.1.1.
o (4.1.1)

—2

lim na E&K/ MNz)dr = cd/ Q(:v)ﬁ)\(x)/f(x)d%l H (dx),  (4.1.2))
n—oo K\K (1) oK

ahol a cq konstans a -ben van definidlva.

10
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Abban a speciélis esetben, amikor ¢ = A = 1, az Gn. uniform modellt kapjuk.
Az uniform modell vizsgélata hosszt multra tekint vissza. A aszimptotikus
formulat Rényi és Sulanke [RS63| bizonyitotta be a sikban abban az esetben, amikor C'
olyan konvex lemez (stkbeli konvex test), amelynek hatara C%. Ezt Wieacker [Wie7§|
kiterjesztette a d-dimenzios gomb esetére. Barany igazolta —t olyan d-dimenzos
konvex testekre, amelyek hatara C? tulajdonsagi. Schiitt végiil megmutatta, hogy a
aszimptotikus formula teljestil tetszdleges konvex testre anélkiil, hogy a hatar
simasagara barmilyen feltételt tennénk.

A[L1]] tételre adott bizonyitasunkat Schiitt [Sch94]-beli gondolatmenete inspi-
ralta, ahol Schiitt a ¢ = A\ = 1 specialis (uniform) esetet vizsgalta. Megjegyezziik,
hogy a [Sch94| cikkben a 2. lemmara, amely létfontossagn a gondolatmenet szem-
pontjabol, a szerz6 nem ad bizonyitast, hanem M. Schmuckenschliger egy hasonlo,
de nem publikalt eredményére hivatkozik. A [Sch94| cikk 2. lemmaéaja nem teljesiil a
cikkben kimondott altalanossagban: példaul nem igaz szimplexekre. Ez valoszintileg
javithat6, azonban a [£.1.1] tétel altalunk adott bizonyitasaban a [Sch94, Lemma 2|
helyett az annél egyszertibb 3.2.2. lemmat hasznaljuk.

Vegyiik észre, hogy a formula jobb oldalan lévé hatarérték csak a o és A
fiiggvények 0K -n felvett értékeitdl fiigg. Specidlisan, elgirhatunk tetszdleges pozitiv és
folytonos o fiiggvényt K hataran. Ekkor o tetszéleges K-n értelmezett valoszintiségi
stirtiségfiiggvénnyé valo kiterjesztése kielégiti a [A.1.1] tétel feltételeit a o fiiggvény
OK-n elGirt értékeivel.

A1} tétel jelentGsége abban is all, hogy a K konvex test hataranak simaségara
nem tesziink semmilyen feltételt, ami nagyban neheziti a bizonyitast. Tovabba a o
valoszintiségi strtiségfiiggvény és a A silyfiiggvény is nagyon altalanos. Hangstlyoz-
zuk, hogy a[d.1.0] tétel altalanossaga sziikséges ahhoz, hogy a dolgozat 4. fejezetében
a koriilirt véletlen poliédrikus halmazokkal kapcsolatos allitasok bizonyitasahoz hasz-
nalhassuk fel a polaritis segitségével.

Egy Efrontol |Efr65| szarmazo klasszikus gondolatmenet szerint

E, x (fO(K(n))) =n- IEQ,K/ o(x)dx,
K\K(n—l)

amelynek segitségével a [1.1.1] tételbdl kovetkezik az alabbi allitas:

4.1.2. Kovetkezmény (Boroczky, Fodor, Hug [BFH10, Corollary 3.2|). Legyen K
eqy Re-beli konvex test, o valdszintségi striségfigguvény K-n, és A : K — R eqy in-
tegralhato fiigguény. Tegyiik fel, hogy A és o folytonos, o pedig pozitiv is OK eqy K-ra
vonatkozo kérnyezetében. Ekkor

im 55 By (oK) = ca [ ola) () i 1),
0K

n—oo

ahol a ¢4 konstans a -ben van definidlva.
A [T tétel bizonyitasat a 3.2. alfejezet tartalmazza.
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5. fejezet

Korulirt véletlen politépok

Ez a fejezet a Boroczky, Fodor, Hug |[BFH10| cikk egyes részeit tartalmazza.

A disszertéacio 5. fejezetében a kdvetkezs modellt vizsgaljuk. Jelolje H az Ré-beli
hipersikok terét a szokasos topologiaval (lasd [SWOS8, Chapter 13]). Legyen Hx C H
a H azon altere, amelynek elemei metszik a K egység sugara K, paraleltartomanyat,
de diszjunktak K belsejétsl. Egy H € Hy hipersik esetén H~-al jeloljiikk azt a H
altal hatarolt zart félterét R%nek, amelyre K C H~.

Legyen u az az egyértelmi, mozgasinvaridans Borel-mérték H-n, amelyre teljesiil,
hogy tetszbleges L C R? konvex test esetén azoknak a H-beli hipersikoknak a p
mértéke, amelyek metszik L-t megegyezik az L test W (L) atlagszélességével. Ekkor a
pr = (1/2)uH g mérték, amely az (1/2)p megszoritdsa H-ra, valoszintiségi mérték
Hi-n, ugyanis teljesiil ra a kovetkezd Osszefiiggés

1 1 1
prc(Hic) = Sp(Hie) = S (WK + BY) = W(K)) = SW(BY) = 1.
Legyen n > 0 egész szam, és legyenek Hi, ..., H, fliggetlen, uy eloszlast véletlen

hipersikok R%ben. Ekkor
KM . m H
i=1

egy véletlen poliédrikus halmaz, amely tartalmazza K-t.

F6 célunk az 5. fejezetben a K véletlen poliéder geometriai tulajdonsagai-
nak vizsgalata. Az 5.2. és 5.3. alfejezetben aszimptotikus formulat bizonyitunk az
EW (K™ N K;) varhato értékre. A K™ helyett azért tekintjiik K™ N K;-t, mert
K™ pozitiv valoszintséggel nem korlatos. Megjegyezzilk, hogy K; helyett hasznal-
hatnank tetszéleges méas olyan konvex testet is, amely K-t a belsejében tartalmazza,
de ez csak a konstansokon valtoztatna, a kozelités rendjén nem.

Az 5. fejezet {6 eredményeit a kivetkezs két tétel foglalja Ossze.

5.1.1. Tétel (Boroczky, Fodor, Hug [BFH10, Theorem 2.1]). Ha K egy R%-beli konvex

test, akkor
hmmiwwmwmmywwmpﬂ@wﬁﬁ/nwwﬂﬂﬂm%
n—00 oK

12
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ahol a cg4 konstans a -ben van definidlva.

5.1.2. Tétel (Boroczky, Fodor, Hug [BFH10, Theorem 2.2]). Ha K egy R%-beli konvex
test, akkor

d—1

lim =@ B(fa_1(K™)) = cqw, [ w(z)@T 1 (da),

ahol a ¢4 konstans a -ben van definidlva.

A . tételben az eredmény befolyasolasa nélkiil helyettesithetnénk K-t a
K™ &s egy tetszéleges olyan politoép metszetével, amely belsejében tartalmazza K-t.

Valojaban az 5.2. és 5.3. alfejezetben a és[p.1.2] tételneél joval altalanosabb
allitasokat bizonyitunk: az 5.2.2. tételt és a 5.2.3. tételt, amelyek specialis eseteként
allnak el a fenti allitasok. Az 5.2.2. és 5.2.3. tételek az el6bbiekben bevezetettnél
lényegesen altalanosabb eloszlasokra vonatkoznak.

Bizonyitasukban a disszertacioé 4. fejezetében igazolt, beirt politopok silyozott
térfogatapproximaciojara vonatkozo aszimptotikus formulakat (4.1.1] és|4.1.2] tétel)
és polaritast hasznalunk.

Hangsilyozzuk, hogy a fenti eredményekben a K test teljesen &ltaldnos, azaz
hatardnak simasagéra nem tesziink semmilyen feltételt.

A polaritds hasznossigat a beirt és koriilirt politopok egyes tulajdonsagainak
osszekapcesolasara mar Ziezold |Zie70| észrevette és kés6bb masok is alkalmaztak.
Glasauer ¢s Gruber |[GG97| hasznaltak példaul polaritast az atlagszélesség és tér-
fogat esetén, amelynek segitségével aszimptotikus formulakat bizonyitottak konvex
testek legjobb kozelitéseire.

13
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6. fejezet

Véletlen pontok konvex testek
hatararol

Ez a fejezet a Boroczky, Fodor, Hug |[BFH13| cikken alapszik.

A disszertacio 6. fejezetében a kdvetkezs valoszintiségi modellt vizsgaljuk. Legyen
K olyan konvex test R%ben, amelyben egy r sugari gémb szabadon gordiil.

Legyen p a K hataran definialt, a K felszinmértékére nézve folytonos és pozitiv

valészintiségi strtiségfiiggvény. Legyenek az x4, . .., x, fliggetlen, véletlen pontok 0K -
rol, amelyek eloszlasa o szerinti. A K, := [z1,...,x,] konvex burok olyan véletlen

politépot hatéroz meg, amely K-ba irt abban az értelemben, hogy minden csticsa
K hataran van. A célunk, hogy a K, véletlen politop vegyes térfogatainak varhato
értékét vizsgaljuk.

Egy esemény valoszintségét Py-val, a varhato értéket pedig E,-val jeloljiik ebben
a modellben. Egy adott K konvex test esetén a K, véletlen politop j-edik vegyes
térfogatanak E,(V;(K,)) varhato értéke tart V;(K)-hoz, ha n tart a végtelenbe. A
Vi(K)—E,(V;(K,)) mennyiség aszimptotikus viselkedését K hataranak tulajdonsagai
hatarozzak meg. M. Reitzner [Rei02] bizonyitotta a kovetkezd tételt.

6.1.1. Tétel (Reitzner, |Rei02]). Legyen K olyan R%-beli konvex test, amelynek hatdra
C2 sima, és legyen o folytonos, pozitiv valdszinidségi striségfiggvény OK -n. Ekkor

Vi(K) = By(V;(Ky)) ~ O / Q(x)_%del(tt)ﬁdej(ai) H (da) - N1

oK
(6.1.1.)
ha n — 0o, ahol a VY konstansok csak j-tél és a d dimenzidtdl fiiggenek.

Ha j = d, azaz a térfogat esetében, C. Schiitt és E. Werner [SW03| kiterjesztették
az formulat olyan konvex testekre, amelyek egyszerre rendelkeznek r sugarta
gordiilégombbel és gordiilnek szabadon egy R sugart géombben valamely 0 < r < R
esetén.

Ez utoébbi feltétel, azaz hogy K szabadon gordiil egy gémbben, uniform felsé
korlatot biztosit 0K f6gorbiileteire, ahol azok léteznek. A [SWO3| cikkben a szerzdék

14
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a @4 konstans értékét is kiszamoltak:

dt1
o A= DEN 1)
2(d + D![(d = 1)ag ]

Ezen feliil C. Schiitt és E. Werner [SW03| azt is megmutattak, hogy rogzitett K esetén
az (6.1.1.]) formulaban szerepld integral akkor minimaélis, ha a stirtiségfliiggvény éppen

_ Hd_l(l')ﬁ
Joe Haa () 757 HA=Y(d)

00()

A 6. fejezetben a f6 célunk, hogy kiterjessziik a [6.1.1] tételt minden j =1,...,d
esetén olyan konvex testekre, amelyekrél csak azt tessziik fel, hogy van gordiil6gémb-
jik. Azt is megengedjiik, hogy K hataranak Gauss gorbiilete nulla legyen egy pozitiv
mértéki darabon. A fejezetben a kiévetkezd tételt bizonyitjuk.

6.1.2. Tétel (Boroczky, Fodor, Hug [BFH13, Theorem 1.2|). Az (6.1.1)) aszimptoti-
kus formula érvényes minden olyan K konvex testre, amelynek van gordildgombie.

A 6.1.2] tetel bizonyitésa kiilonbozik mind a Reitzner [Rei02], illetve a Schiitt,
Werner [SWO03| cikkben hasznalttol. A bizonyitas gondolatmenetét a Boroczky, Fo-
dor, Hug [BFH10]| cikkiinkben talalhato modszer inspiralta (lasd 4.2. alfejezet), ahol
konvex testek sulyozott térfogatapproximéciéjat vizsgaltuk. Azonban a konvex test
hatararol valasztott véletlen pontok esetén a gondolatmenet lényegesen bonyolultabb,
és olyan eszkozoket is hasznal, amelyekre a [BFH10|-ban nem volt sziikségiink; igy a
két bizonyités jelentGsen eltér egymastol.

Példak mutatjak, hogy a gordiilégdmb létezését kovetels felétel nem hagyhato el
a[6.1.2] tételbsl. Az 5. fejezetben az alabbi altalanos korlatokat bizonyitjuk a j =1

esetben.

6.1.3. Tétel (Boroczky, Fodor, Hug [BFH13, Theorem 1.3]). Legyen K egy R-beli
konvex test, és legyen o folytonos, pozitiv valdsziniiségi striségfigguény OK -n. Ekkor
léteznek olyan K-tol és p-tdl fiiggd pozitiv ¢y, co konstansok, hogy tetszdleges n > d+1
esetén

en” T < B (Vi(K) — Vi(K,)) < con” a7

Az also korldt optimdlis nagysdgrendd, ha K-nak van gordilégombje, a felsd korldt
pedig optimalis nagysdagrendi, ha K politop.

A6.1.2] tétel bizonyitasa az 6.2., 6.3. és 6.4. alfejezetben, az tételé pedig
az 6.5. alfejezetben talalhato.
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7. fejezet

Kozelités véletlen korpoligonokkal

7.1. Varhato értékek

Ez az alfejezet a Fodor, Kevei, Vigh [FKV14] cikken alapszik.

Legyen K C R? konvex lemez, és legyenek x1,...,x, fiiggetlen véletlen pontok
K-bol, amelyeket az egyenletes valoszintiségi eloszlas szerint valasztunk. Jelolje K,
az ri,. .., T, pontok konvex burkat. Ekkor K, egy uniform véletlen (konvex) sokszog
K-ban.

Jelolje fo(K,) a K, csiucsainak szaméat, A(K) a K teriiletét, I'(-) pedig az Euler-
féle gamma fliggvényt. Rényi és Sulanke klasszikus cikkiikben bebizonyitottak (lasd
[RS63, Satz 3|), hogy ha K hatara C% sima, akkor

Tim E(fo(K,)) M= 3A?K)F (g) /aK k(x)3dz, (7.1.1.)

ahol a K hataran az ivhossz szerint integralunk. Megjegyezziik, hogy az Efron-féle
azonossag |[Efr65| segitségével (7.1.1.)-bol azonnal kovetkezik, hogy

Rényi és Sulanke a formulat kozvetleniil szamolta ki, lasd [RS64, Satz 1
formula (48)].

Feltéve, hogy 0K elegendGen sima és k(z) > 0 minden x € OK esetén, Rényi és
Sulanke megmutattak (lasd [RS64, Satz 1 formula (47)]), hogy

lim E(A(K \ K.)) - n%? = {f 2AES <§> / k()P da. (7.1.2)

lim E(Per(K) — Per(K,)) - n?/* — T (3) (124(K))> / w(2)3dz. (7.1.3)

A disszertacionak ebben a fejezetében a fenti véletlen modell R-ors6konvex val-
tozatat vizsgaljuk. Legyen R > 0. Egy konvex lemezt R-orsokonvexnek neveziink,
ha el6all R sugart zart korlemezek metszeteként. Véges sok, R sugart, zéart korle-
mez metszetét konvex R-korpoligonnak nevezziik. Legyen X olyan kompakt halmaz
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R2-ben, amelyet tartalmaz egy R sugari zart korlemez. Az X-et tartalmazo osszes R-
orsokonvex halmaz metszetét az X R-orsokonvex burkidnak nevezziik, amely szintén
R-orsokonvex. Az R = 1 esetben az l-orsokonvexités (illetve 1-korpoligon) helyett
egyszertien orsokonvexitast (korpoligont) mondunk. Az orsékonvexitas sz6 magyara-
zatat az adja, hogy két, legfeljebb 2R tavolsagra 1évé pont R-orsdkonvex burka orso
alaku, és hasonldan a szokésos konvexitashoz, egy R-orsokonvex halmaz barmely két
pontjaval egyiitt azok R-orsokonvex burkat is tartalmazza.

Ismert, hogy egy d-dimenzids konvex test esetén az R-orsokonvexités tulajdonsag
ekvivalens azzal, hogy a test szabadon gordiil egy R sugart gombben, illetve azzal,
hogy egy R sugart gémb Minkowski-Osszeadandoja, lasd Schneider [Schl4, 3.1. és
3.2. alfejezet].

A kovetkezs véletlen modellt tekintjiik. Legyen S C R? egy R-orsékonvex lemez.
Legyenek x1, xo, ... fliggetlen véletlen pontok S-bdél, amelyeket az egyenletes elosz-
las szerint valasztunk. Jelolje S® az X,, = {z1,...,x,} ponthalmaz R-orstkonvex
burkét, amely egy uniform véletlen R-korpoligon S-ben. F& eredményként, a Ré-
nyi és Sulanke-féle ((7.1.1)), (7.1.2]) és (7.1.3)) aszimptotikus formulak R-orsokonvex
analogonjait bizonyitjuk, lasd a[7.1.1],[7.1.2] és([7.1.3] tételeket.

Az orsokonvexitas bevezetését Mayertol [May35| szarmaztatjak, aki 1935-6s cik-
kében tekintett ilyen halmazokat. A fogalom elég természetes annak fényében, hogy
euklideszi térbeli konvex testek elGallnak zart félterek metszeteként. Az orsdkonve-
xitas esetében a félterek szerepét R sugart gombok veszik at. Heurisztikusan azt is
mondhatjuk, hogy a szokasos konvex eset az R = oo-nek felel meg.

Megjegyezziik, hogy az orsdkonvexitéasra kiilonbozé nevek léteznek az irodalom-
ban. Mayer [May35| eredetileg ,,Uberkonvexitit"-nek nevezte ezt a fogalmat, és az
1930-as és 1940-es években megjelent korai cikkekben éltalaban a Mayer-féle név
forditasat hasznélték, innen szarmazik a hiperkonvexitas kifejezés. Fejes Toth Lész-
16 R-konvexnek nevezte ezeket a halmazokat. Az orsokonvexitas tjabb keletii név,
amelyet példaul Bezdek et al. [BLNPO7| és Kupitz et al. [KMPO05, KMP10| kezdett
hasznéalni.

Az orsokonvexitas vizsgalata visszanyulik az 1930-as évekig, errél egy rovid at-
tekintés talalhato a Danzer, Griinbaum, Klee |[DGKG63| cikkben. Az utobbi évek-
ben keletkezett eredményekrsl a koévetkez6 mitvekben lehet tajékozodni: Bezdek
|Bez10,Bez13|, Bezdek et al. [BLNPO7|, Kupitz et al. [KMP05, KMP10].

Az orsokonvexitas fontos szerepet jatszik szamos problémaban, ahol természetes
modon felmeriil egybeviagd gombok metszete. Ilyen példaul a konvex testek diamet-
ralis teljessége, illetve az in. gombi metszet tulajdonsag és ezek kapcsolata allando
szélességii testekkel euklideszi és Minkowski-terekben, lasd Eggleston |[Egg65|, Moreno
és Schneider [MS12,MS07|. Egy mésik természetes példa a Toth Balint-féle fogyo vé-
letlen folyamat, lasd pl. Ambrus et al. [AKV12].

A disszertacio 7.1 alfejezetének {6 eredményeit az alabbi harom tétel tartalmazza.

7.1.1. Tétel (Fodor, Kevei, Vigh [FKV14, Theorem 1.1]). Legyen R > 0, és legyen
S olyan R-orsckonver lemez, amelynek hatdra C? sima, és amelyre teljestil, hogy
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k(x) > 1/R minden x € 0S esetén. Ekkor

Tim E(fo(S5) -0 = f%' r (g) /as (/ﬁ(a:) - %)1/3 d,  (7.14)

lim E(A(S\ SF)) - n?3 = ¢ 2405 (5) /as (K(x) — 1)1/3 de.  (7.1.5)

€s

7.1.2. Tétel (Fodor, Kevei, Vigh [FKV14, Theorem 1.2]). Legyen R > 0, és legyen
S olyan R-orscékonvex lemez, amelynek hatdra C° sima, és amelyre teljesiil, hogy
k(x) > 1/R minden x € S esetén. Ekkor

lim E(Per(S) — Per(S%)) - n*3

B YN () [ (0 7) " (s 7)ar. w109

7.1.3. Tétel (Fodor, Kevei, Vigh [FKV14, Theorem 1.3]). Legyen R > 0, és legyen
S = Bg eqy R sugari zdart korlemez. Ekkor

2

. m
Jlim E(fo(S,) = 5 (7.1.7.)
2 3
lim E(A(Bg \ $%)) - n = 2 QW , (7.1.8.)
n—oo
és

3
lim E(Per(Bg) — Per(S%)) - n = Rom :

n—oo 2

(7.1.9.)

Elég meglepd, hogy a koérlemezben uniform véletlen kdrpoligonok cstcsszamanak
varhato értéke egy meglehetGsen kis konstanshoz tart. Ez nagyjabol azt jelenti, hogy
ha egy R sugaru korlemezbdl valasztunk sok fiiggetlen véletlen pontot az egyenletes
eloszlés szerint és vessziik az altaluk meghatarozott konvex R sugart korpoligont,
akkor annak koriilbeliil 6t cstcsa lesz. A szokasos konvex esetben ennek a jelenségnek
nincs analogonja.

Tovabba megjegyezziik, hogy ha K egy olyan szokasos konvex lemez, amelynek
hatara C? sima, akkor a (7.1.4)) és (7.1.5)) aszimptotikus formulainkboél rendre ko-
vetkeznek a Rényi és Sulanke altal bizonyitott ((7.1.1.) és (7.1.2.) formulak. Hasonlo
modon, ha K hatara C? sima, akkor a formulankbol kovetkezik a Rényi és
Sulanke-féle formula. A fentieket a disszertacio 7.1.2. alfejezetében bizonyit-
juk. A 711 és[T.1.2] tételek tekinthet6k Rényi és Sulanke megfelels eredményei
altalanositdsanak.

A és a[T.1.2] tételt a 7.1.4. alfejezetben, a [T.1.3] tételt pedig a 7.1.5.
alfejezetben bizonyitjuk be.
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7.2. Szo6ras

Ez az alfejezet a Fodor, Vigh [FV18§| cikken alapszik.

Ebben a részben az el6z6 alfejezetben vizsgalt véletlen modellben a csticsszam és a
kimarado teriilet szorasat vizsgaljuk. Olyan K konvex lemezeket tekintiink, amelyek
hatara C? sima. Jelolje s, (k) a K hataran a gorbiilet minimumét (maximumat).
Ekkor ismert (lasd pl. [Sch14, Section 3.2]), hogy egy 7, = 1/ sugara kor szabadon
gordil K-ban, illetve K szabadon siklik egy 7y, = 1/k,, sugara korben. FEnnek
kdvetkezményeként K orsdkonvex minden r > ry, sugarral. Legyen r > rj; rogzitett.
Jelolje a K| szimbolum n K-bdl valasztott egyenletes eloszlasi, fiiggetlen véletlen
pont r sugari orsdkonvex burkat. A K halmaz egy konvex kérpoligon, ahol a hatarolo
korivek sugara r, és K orsokonvex tulajdonsdga miatt K] C K. Ekkor fo(K7) jeloli
a csucsok (oldalak) szaméat és A(K)) a teriiletet.

A disszertacio el6zs 7.1. alfejezetében, tobbek kozott, az fo( ") csticsszam és az
A(K \ K7) kimarado teriilet varhato értékére bizonyitottunk aszimptotikus formulat.
Ebben az alfejezetben ezen mennyiségek szorasat vizsgéaljuk. Véletlen politopokkal
kapcsolatos mennyiségek mésodrendii tulajdonsagaira vonatkozo eredmények joval ke-
vesebben vannak, mint a varhato értékre vonatkozok. Csak a kozelmultban sikeriilt
egyes mennyiségek szordsrara korlatokat adni, illetve nagy szamok torvényeit és cent-
ralis hatareloszlastételeket bizonyitani. A teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany
ilyen eredményt tartalmazo cikket: Barany, Fodor, Vigh [BEV10|, Barany, Reitzner
[BR10|, Barany, Vu [BV07|, Boréczky, Fodor, Reitzner, Vigh [BFRV09|, Fodor, Hug,
Ziebarth [FHZ16|, Reitzner |Rei03}Rei05], Schreiber, Yukich [SYO0S8|, Théle, Turchi,
Wespi [TTW18|, Turchi, Wespi [TW1§|, Vu [Vu05,|Vu06]. Az ismert eredmények
attekintése megtalalhato pl. a kovetkezs Osszefoglalo cikkekben: Barany |Bar08] és
Schneider [Sch18].

Ebben az alfejezetben az fo(K]) és A(K!) mennyiségekre igazolunk aszimptotikus
korlatokat. Bizonyitasaink Reitzner [Rei03] gondolatmenetén alapulnak és az Efron-
Stein formulat hasznaljak. F6 eredményeinket a kovetkezd tételek foglaljak Gssze.

7.2.1. Tétel (Fodor, Vigh [F V18|, Theorem 3). Legyen K olyan konvex lemez, amely-
nek hatdra C% sima. Ekkor tetszdleges r > 1y esetén igazak az aldbbiak:

Var(fo(KD)) < n3, (7.2.1)

és
Var(A(KT)) < n”3, (7.2.2)

ahol a konstansok csak K-tol és r-tdl fliggenek.

Abban a specialis esetben, amikor K egy r sugaru zart korlap, a kovetkezd allita-
sokat bizonyitjuk.

7.2.2. Tétel (Fodor, Vigh [FV1§|, Theorem 4). Ha K egy r sugari zdrt kérlap, akkor

Var(fo(K)) ~ const., (7.2.3.)
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Var(A(K?))) < n™2, (7.2.4.)

ahol a konstansok csak r-tdl fiiggenek.

A tételbsl standard gondolatmenettel (lasd pl. Barany, Steiger |[BS13, 174.
0.], Reitzner |Rei03} Section 5], vagy Boréczky, Fodor, Reitzner, Vigh [BFRV09, 2294.
0.]) kovetkezik a nagy szamok erds torvénye is.

7.2.3. Tétel (Fodor, Vigh [FV18|, Theorem 5). Legyen K olyan konvex lemez, amely-
nek hatdra C_% sima. Ekkor tetszdleges r > ry; esetén 1 valosziniséggel igaz, hogy

. S I T £ AT
Jim fo(Ky) - n™H = &Au{fﬁ<3>lé;f(”@» r) dz,

lim AGK\ K7 023 = ¢ 2AE (g) /GK (m(x) _ 1>1/3 dr.

n—00 3

€s

A disszertacio 7.2.4. alfejezetében mutatunk egy lehetséges véletlen modellt C% ha-
tara konvex lemezek koriilirt véletlen kérpoligonokkal valo kozelitésére, lasd. 7.2.6. té-
tel és 7.2.7 kovetkezmény.
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8. fejezet

Legjobb kozelitések korpoligonokkal

Ez a fejezet a Fodor, Vigh [FV12] cikk egyes részeit tartalmazza.

A disszertacio 8. fejezetében sikbeli orsokonvex halmazok legjobb kozelitéseit vizs-
galjuk beirt, illetve koriilirt konvex korpoligonokkal. A legjobb kozelités mértékét a
Hausdorff-tavolsag, teriileti eltérés, és keriileti eltérés szerint mérjiik. Beirt korpoli-
gonon ebben a fejezetben azt értjiik, hogy a korpoligon cstcsai mind az orsokonvex
lemez hataran vannak, koriilirt korpoligon esetében pedig az oldalak érintik a lemez
hatarat.

Legyen K, Ky C R? (szokésos) konvex, kompakt halmaz, amelynek belseje nem
tires, és amely belsejében tartalmazza az o origot. Jelolje A(-) a teriiletet. A keriiletet
ebben a fejezetben, a korabbiaktol eltéréen az ¢(-) szimboélummal jeloljiik.

A K, és K5 halmaz teriileti eltérésén a kovetkezdt értjiik

(SA(Kl, KQ) = A(Kl U KQ) - A(Kl N KQ),
mig keriileti eltérésén a
5@([(1, KQ) = E(Kl U KQ) - K(Kl N KQ)

mennyiséget. Ebben a fejezetben dy jeloli az R%-beli kompakt halmazok Hausdorff-
tavolsagat.

Legyen S C R? kompakt, orsokonvex halmaz (azaz szabadon gordiil egy egység
sugari koérben), amelynek hatara kétszer folytonosan differencialhato. Az S hal-
maz kozelitéseit fogjuk vizsgalni beirt és koriilirt (1 sugart) konvex kérpoligonokkal,
amelyeknek legfeljebb n cstcsa van a Hausdorff-metrika, teriileti eltérés és kertileti
eltérés szerint. Ennek alapjan hat kiilonb6z6 probléméval kell foglalkoznunk minden
n-re. Jeloljon rendre S, S4 és St (S(Ifl), S(ﬁ‘l) és S(gn)) egy olyan S-be irt (S koré irt)
konvex korpoligont, amelynek legfeljebb n oldala van és téavolsaga S-t6l minimélis a
Hausdorff-tavolsag, teriileti eltérés illetve keriileti eltérés szerint. Ilyen korpoligonok
léteznek, bar nem feltétleniil egyértelmiiek. Az is nyilvanval6, hogy az extremaélis
korpoligon és S tavolsaga mind a hat esetben nullahoz tart, ha n tart a végtelenbe.
A 8. fejezet 6 eredménye a kovetkezs tétel, amelyben pontos aszimptotikus formulét
adunk a kozelités rendjére.
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8.1.1. Tétel (Fodor, Vigh [FV12, Theorem 1|). Legyen S kompakt, orsékonvex hal-
maz R2-ben, amelynek hatdra kétszer folytonosan differencidlhato. Ekkor a kévetkezdk

fon
5550 ~ o ([ 29 ~vtas) - ()
s~ ([ S(x(s)—l)sds)g = (i)
suts, s~ 4 ([ s -vtas) L (i)
5,(5., 5¢,) ~ i (/as(zrﬁ(s) — 3n(s) + 1)3ds)3 - % (iv)
5a(8.5) ~ o ([ st - has) - L, ©
ou(s. st~ 5 ([ S(m(s)—w%ds)z L (vi)
ha n — oc.

A fenti tételben az S hataran a ds ivhossz szerint integralunk.

A BI.1] tételben szerepls formulakhoz els6 hasonlo allitasokat Fejes Toth Lasz-
16 fogalmazott meg |[FT53| konyvében. O azt az esetet tekintette, amikor egy K
(szokésos) konvex lemezt kozelitiink beirt és koriilirt konvex n-szogekkel a Hausdorff-
tavolsag, teriileti eltérés és keriileti eltérés szerint. Az altala megfogalmazott aszimp-
totikus formulédkat McClure és Vitale [MV75| bizonyitotta be.

A B.1.1] tétel bizonyitasaban mi is felhasznaljuk a McClure és Vitale [MV75)
altal kifejlesztett analitikus modszert, amit az egyes esetben kiilénb6z6 geometriai
gondolatmenetekkel kombinalunk. A McClure és Vitale [MV75]| cikkbdl hasznélt
eszkozoket a dolgozat 8.2. alfejezetében vezetjiik be. Ebben a disszertacioban csak a
B.1.1] tétel i), ii) és iii) részét bizonyitjuk részletesen, lasd 8.3. alfejezet. A tSbbi rész
bizonyitasa megtalalhato a [FV12, Section 5| cikkben.
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