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Convex bodies and their approximations
c. MTA Doktori Disszertacidjarol

A disszertacid 146 nagyalaki TEX oldalt tartalmazo, egy abrat tartalmazo, szép kial-
litasti gondos munka, amely a palyazo hat cikkének anyagat oOleli fel. Ezen cikkek vezetd
kiilfoldi folyoiratokban jelentek meg.

A dolgozat els6 két fejezete egy tartalomjegyzéket, egy 13 oldalas Gsszefoglalast majd
egy 5 oldalas bevezetést tartalmaz. A tovabbi hat fejezet tartalmazza a tézisfiizetben
pontosan megfogalmazott 6 tézis kifejtését az emlitett hat cikk alapjan. A munkat egy
teljes irodalomjegyzék zarja.

Minden fejezetet azon cikk adatainak pontos kozlése kezdi, melybdl a fejezet eredmé-
nyeket tartalmaz. Mivel az irodalomban nincs kiilon kiemelve a dolgozat alapjat képezd
6 cikk ez egyszertsiti az olvaso helyzetét az eredmények attekintésében.

A 3. fejezet alapjat képezd munka a J. Differential Equation folydiratban jelent meg a
tarsszerzo Ifj. Boroczky Karoly. A kapcsolodo allitasokat a szerzé az alabbi médon foglalja
Ossze a tézisfiizet elsd tézisében:

Megoldottuk az L, dudlis Minkowski probléma egzisztencidlis részét a p > 1, ¢ > 0
esetben, ami lényegében a kapcsolodo Monge-Amper-egyenlet megolddsdt is jelenti, ha a
vizsgdlt mérték abszolit folytonos a Hausdorff-mértékre nézve a gémbfelileten. Tovdabbd
vizsgdltuk a megoldds simasdgdt a Monge-Amper-egyenlet regqularitdsi tulajdonsdgainak
megfelelden.

A dolgozat (és igy a 3.fejezet) egy klasszikus és igen fontos 6rokzold Minkowski problé-
méahoz kapcsolodik. Az eredeti kérdés az, hogy milyen a gémbfeliileten értelmezett mérté-
kek geometrizdlhatok abban az értelemben, hogy megegyeznek valamely konvex test altal
definialt felszinmértékkel. A kérdést Minkowski oldotta meg olyan mértékekre, melyek
abszolut-folytonosak a Lebesgue mértékre nézve, az altalanos eset megoldéasa pedig Ale-
xandrov (illetve Fenchel és Jensen) nevéhez fiizédik. A lezartnak ting kérdés uj lendiiletet
nyert Lutwak 70-es évekbeli munkassdgaval, aki elinditja az G.n. dualis Brunn-Minkowski
elmélet kidolgozasat, melyben Minkowski Gsszeg helyett a radidlis dsszeg fogalma jelenik
meg. Tovabb altalanosithato a feladat, ha az Euklideszi egységgdmb helyett egy az ori-
got belsejében tartalmazo origora nézve csillagszert halmazt tekintiink egységgémbnek; a
legaltalanosabb formahoz pedig gy jutunk, ha a szokasos felszin mérték helyett a problé-
maban az altalanosabb L, felszin mértéket tekintjiik a vizsgalat targyanak. A szerzék ezen
legéltalanosabb feladatra taldlnak megoldast. Abban az esetben, amikor a feladat meg-
oldhato, vizsgélhat6 a megoldéas simasaga is. A dualis L, probléma esetén is vannak olyan
paraméterértékek, amikor a megoldas hatarara esik az orig6. ilyenkor a tadmaszfiiggvény-
nek is zérushelye van az S"'-en igy a dudlis L, probléma kimondasat és a végeredményt
is modositani kell, a 3.1.2. Tétel tartalmazza ezt az eredményt. A megoldasok simasagarol
is talalhatok tovabbi tételek ebben a fejezetben és a hozzatartozo cikkben egyarant.

A negyedik és az 6todik fejezet a "Silyozott térfogatapproximacio beirt politopok-
kal" illetve a "Koriilirt véletlen politopok" cimet viselik. Mindkett6 a J. London Math.
Soc folyoiratban megjelent Boroczky, Fodor, Hug cikk tételeit tartalmazza, mely véletlen
politopokkal valo kozelitések aszimptotikajat vizsgalja. A negyedik fejezetben egy olyan
tételt bizonyit a szerzé (4.1.1 Tétel), mely a disszertacio legfontosabb eredményei kozé



sorolhat6. A 2.Tézis megfogalmazasa szerint:

Aszimptotikus formuldt bizonyitottunk d-dimenzids térbeli konvex test és olyan véletlen
politop sulyozott térfogatkiilonbségének vdrhato értékére n — oo mellett, amely a konvex
testbdl adott valosziniségi sturiségfigguény dltal meghatdrozott elosztds szerint valasztott n
fiiggetlen véletlen pont konvex burka. A valdsziniségi striséqgfigguényrdl és a sulyfiggvény-
rol feltessziik, hogy a konvex test hatdranak egy kornyezetében folytonos, a siriségfiigguény
pedig pozitiv is.

A tétel rendkiviil altalanos, a szerzék jelentGsen nehezitik a dolgukat a test hatarara
vonatkozo extra feltevések kigyomlalasaval. A bizonyitas gondolatmenetét Schiitt véletlen
politopokrol és az affin felszinmértékrsl 1994-ben irt cikke motivalta. Ebben a cikkben
mind a sulyfiiggvény mind a stiriiségfiiggvény az identitas, mutatva, hogy ezen a pon-
ton is jelentGs altalanositas tortént; ugyanakkor egy ottani lemma hidnyz6é bizonyitasa
helyett azt egy szélesebb korben alkalmazhato egyszertibb allitasra cserélik (4.2.2 Lem-
ma). A 4.1.1 Tétel altalanossaga az 5. fejezet eredményeinek bizonyitasahoz is kell, igy
ezt kell értékelnem ezen két fejezet kozponti allitasanak. Az eredmény egy kozvetlen ko-
vetkezménye a 4.1.2 Kovetkezmény, mely Efron egy a véletlen politop csiicsai szaménak
varhatoértékérsl szolo gondolatmenete szerint ezen érték aszimptotikus értékét adja meg
pontosan. Sajnos sem a dolgozatbol sem a tézisfiizetb6l nem deriil ki az, hogy a harom
formula (a (4.1.2) formula, az Efron formula a 4.1.2 Koévetkezmény el6tt illetve a 4.1.2
Kovetkezményben szereplé formula) A(z) és p(x) fiiggvényei milyen viszonyban vannak
egymassal, azt latom, hogy a kévetkezmény formélisan igaz, ha a két fiiggvény megegyezik
és formalis kovetkeztetést mas esetben nem lehet levonni. (Mivel a 4.1.2 Kovetkezmény
formulajaban \(x) nem szerepel, de a szévegezésben igen ez azt sejteti, hogy itt keresendd
a sajtohiba.)

Attérve az 6t6dik fejezet eredményeinek ismertetésére elGszor egy specidlisan de-
finialt px valoszintségi mértékkel kell megbaratkoznunk, mely definicioja a K atlagszé-
lességéhez kapcsolodik. Filiggetlen iy eloszlasu véletlen hipersikok definialjak a K-koriili
véletlen politopot. A valoszintiségi mértékkel egyiitt az atlagszélesség varhatd értékének
aszimptotikaja keriil célkeresztbe, mivel a tovabbi bizonyitasok a polaritas alkalmazasaval
az el6z0 fejezetben bizonyitott térfogatra vonatkozo tételre tdmaszkodnak. Az 5.1.1 illetve
5.1.2 tételek vannak bizonyitva a dolgozatban és idézve a tézis fiizetben, de az eredeti cikk-
ben az ezeknél altalanosabb a dolgozatban 5.2.2 illetve 5.2.3 tételként jegyzett allitasok
vannak igazolva. Klasszikus geometriai vizsgalatok kapcsan a beirt poliéderekre vonat-
kozo allitasok adaptélasa koriilirt poliéderekre altalaban nem valtoztatja a célfiiggvényt,
azaz, ha térfogatokrol szol a beirt poliéderekrsl szolo tétel, akkor szintén térfogatokrol
szokott szolni az analog allitas koriilirt poléderekre. Itt a polaritas alkalmazéasa indokolja
az atlagszélességre vonatkozo allitas kimondasat és szintén ennek koszonhetd, hogy a nem
konnyen felépitett ¢y konstans bukkan fel az 6t6dik fejezet eredményeiben is. A kdvetkezd
kérdés a (4.1.2) formula altal definialt "véletlen felszinmeérték" fogalmanak "folytonossa-
gara" kérdez ra:
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A hatodik fejezet véletlen beirt poliéderek vegyes térfogatainak varhato értékeirél
szol. Ez is az el6z6 két fejezet szerzéharmasanak egy tovabbi a Trans. Amer. Math. Soc.-
ban megjelent cikkén alapul, mintegy folytatva a korabbi vizsgalatokat. Most a konvex
test hataran definialt striiségfiiggvény és valoszintiségi mérték van rogzitve és a hataron
valasztunk fiiggetlen és véletlen modon n pontot a valoszintiségi eloszlasnak megfelelGen.
A pontok konvex burka adja a véletlen politopot, mely vegyes térfogatai varhato értékének
az eltérése a test ugyanezen vegyes térfogatatol képezi az aszimptotikus vizsgalat targyat.
Az eredményben szereplS aszimptotikat C2 hatara konvex testekre Reitzner bizonyitotta
2002-ben, ezt terjesztette 2003-ban Schiitt és Werner ki olyan testekre, melyeknek van
bels6 r sugara gordiilé gombje és ugyanakkor szabadon gordiilnek egy R sugari gombben.

A disszertacioban idézett, a szerzGharmastol szarmazo 0j bizonyitas csak azt feltétele-
zi, hogy a konvex testnek van bels6 gordiils gombje. (Ez azt is jelenti, hogy lehet pozitiv
meértékd darabon is nulla szorzatgorbiilet a test hataran. Ez a jelenség az ilyen tipusu
allitasokban tipikusan nem megengedett.) Vilagos, hogy a bizonyitasnak lényegesen kii-
16nbozni kell a korabbi bizonyitéasoktol. Az Gj gondolatot szintén a 4. fejezet vizsgalatai
inspiraltak, ahol stulyozott térfogatapproximacio jatszotta a szerepet. A gondolatmenet
formalis adoptalasanak a nehézséget a véletlen poliéder csicspontjainak valasztasara vo-
natkoz6 megszoritas jelentette (miszerint nem a testbdl, hanem csak annak hatararol
valaszthatjuk a pontokat). A megvalositas (még a disszertacioban letisztult valtozatban
is) egy komoly szamolasokat tartalmazé hosszi bizonyitast eredményez.

A fejezet a V) vegyes térfogat tekintetében pontos also illetve felsG korlatra vonatkozo
eredményt tartalmaz, egy még altalanosabb esetben, hiszen a gordiil6 gémb feltétel sincs
mar megkovetelve a konvex testre. Az also korlat a gordiil6 gombbel rendelkezd testek
esetén valosul meg, mig a felsG korlat a politopok esetén all fenn. A kapcsolodo tétel a 6.1.3
Tétel, ami onmagaban is ezért jelentGséggel bir. Ennek az allitdsnak is komoly torténeti
el6zményei vannak, mutatva, hogy nem trivialis altalanositas talalhaté a dolgozatban.

A hetedik fejezet két cikk eredményeit tartalmazza, melyek koziil az els6t Kevei Pé-
terrel és Vigh Viktorral, a masodikat Vigh Viktorral irta a szerz6. Ezek megjelenési helyei
az Adv. in Appl. Probab. illetve J. Appl. Probab. folyoiratok. MindkettGben klasszikus
véletlen poligonok geometria adatai varhatoértékének aszimptotikajarol szolo eredmények
talalhatok, orsokonvex lemezek véletlen kérpoligonokra vonatkozo aszimptotikaira atdol-
gozva. Az els6 cikk a varhatoértékekrsl a masodik a szorasokrol szol. Taldlunk itt olyan
eredményt is, mely jelentGsen eltér a standard konvexitas alkalmazasa esetén megvalo-
suld lehet&ségektol. Meglepd, példaul, hogy a korlemezben az egyenletes eloszlas szerint
valasztott csicsokkal rendelkezé véletlen korpoligonok csicsszama varhatoértékének a ha-
tarértéke a w2/2 értékd konstans. Minden probléma altaldnositasnél fontos kérdés, hogy
az altalanosabb probléma megoldasa a megfelelG specidlis esetben visszaadja-e a specialis
probléma megoldasat. Jelen esetben az Gj probléma hatar eseteként kapjuk vissza a ki-
indulasi problémat. Meggy6z6, hogy az eredmények ugyanennél a hataratmenetnél vissza
adjak a klasszikus eredményeket (a dolgozatbeli simasagi feltételek automatikus atirasa
mellett).

Az orsokonvexitas fogalma elGszor Mayer egy 1935-0s cikkében bukkan fel hiperkonve-



xitas néven. Felting, hogy az orsokonvexitashoz kapcsoldodo aszimptotikus allitasok igen
erds simasagi feltételek mellett teljesiilnek (a 7.1.1 Tételben a hatar C? sima a 7.1.2 Té-
telben C° simasagi mig a 7.1.3 Tétel a korlaprol szol). Ez két természetes kérdést vet
fel:

e AT7.1.1illetve 7.1.2 tételek beli simasagi feltételek a Taylor kozelités sziik-
séges nagysigrendjébdl a bizonyitas alapjan adédnak. Tortént-e vizsgalat
ezen feltételek gyengithetGségével kapcsolatosan?

e Az orsdkonvexitas fogalma természetes médon értelmezheté Minkowski
terekben (véges dimenzios Banach terekben), igy az Gsszes felvetett prob-
léma atfogalmazhat6 ebbe a kornyezetbe. A vizsgalt geometriai mennyisé-
gek léteznek, de tipikusan nem affin invaridnsak; az analitikus apparatus
kidolgozott igy a bizonyitadsokhoz kapcsoldédé lokilis eszkdztar a norma
megfelels simasaga mellett alkalmazhato6. A kérdés az, hogy kdzvetlen at-
fogalmazasa a bizonyitasoknak lehetséges-e? (Ezek mennyire tamaszkod-
nak olyan metrikus Osszefiiggésekre, melyek jelentSsen 1j szamitasokat
kovetelnek altaldnos norma esetén?)

A fejezet méasodik cikke az elsG direkt folytatasa, azonban adott r-re vonatkoz6 orso-
konvex alaplemezek helyett pozitiv gorbiiletd hatarral rendelkez6 konvex lemezeket tekin-
tiink. Ezek orsokonvexek minden olyan értékre, mely meghaladja a maximalis gorbiileti
sugarat. A vizsgalt geometriai mennyiségek (az alaplemezbdl egyenletes eloszlas szerint
véletleniil és fiiggetleniil valasztott pontok orsokonvex burkiaban) a csucsok szama illetve
a teriilet. Ezen mennyiségek szorasat akarjuk becsiilni. Kiilon vizsgalandé a korlap esete
mert az altaldnos feltételrendszernek a korlap nem felel meg. A kapcsolodd eredmények
a 7.2.2 Tételben vannak Osszefoglalva. A fejezetben taladlunk még centralis hatéreloszlas
tételeket, az altalanos orsokonvex lemez esetére (itt is a korlapot ki kell zarni a megfelels
gorbiiletre vonatkozo feltétellel). A fejezet végén a szerzdk definidlnak egy olyan valo-
szintiségi modellt, mely R2 hatart konvex lemezek koriilirt véletlen korpoligonokkal valo
kozelitését tudja kezelni. Az Gtlet itt is a dualitas, melynek egy specidlis formaja adha-
t6 meg az adott r sugarral rendelkezé korpoligonok osztalyara. Erdekes tény, hogy ezen
dualitas fogalomnak nincs megfelelGje a linearis konvexitas elméletében.

A nyolcadik fejezet szintén korpoligonokkal foglalkozik, de eztuttal nem jatszik sze-
repet a véletlen. A kérdés klasszikus, sikbeli orsokonvex halmazok legjobb kozelitéseit
vizsgaljak a szerzGk, beirt illetve koriilirt korpoligonokkal. A fejezet alapjat add cikk
egy Vigh Viktorral kozos, az Acta Sci. Math. (Szeged) folyoiratban megjelent publika-
ci6. Aszimptotikus eredményeket kapunk a beleirt és koriilirt kdrpoligonok és a vizsgalt
lemez tavolsagara, ahol a tavolsdgot keriileti eltérés, teriileti eltérés illetve Hausdorff met-
rika szerint is tekintjiik. Ez 6 kiilonb6z§ formulét jelent, melyek koziil a dolgozatban a
beirt poligonokra vonatkozok vannak bizonyitva. A bizonyitas magja McClure és Vitali
1975-ben megjelent cikkének két altaldnos tétele, melyet alkalmazni lehet a szerzdk altal
vizsgalt probléma aszimptotikijanak a meghatarozasara is. Mindezek ellenére a bonyolult
feltételrendszerek ellenGrzése, az azokban szerepld altalanos fiiggvények konkrét formé-
janak a megkeresése nem egyszeri feladat, melyet a szerz6k oOtletesen és néha technikas
szamolasokkal oldottak meg.

Ratérve a dolgozat értékelésére leszogezhetjiik, hogy a disszertaci6 a modern geo-
metriai kutatasok fGsodrasahoz tartozo teriiletekhez szol hozza, eredeti és igen altalanos
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modon. A szerzének a témakor vezetd egyéniségeivel illetve fiatal tanitvanyaval irt olyan
cikkein alapul, melyek vezet6 folydiratokban jelentek meg. A matematikai tartalom messze
megfelel a szokasos elvarasoknak, a szerz6 nagy rutinnal hasznalja az integralgeometria,
geometriai mértékelmélet, konvex geometria, differenciadlgeometria eszkozeit, otthonosan
mozog mind a technikai jellegii hosszas szamolasok, mind a 6tletes rovid bizonyitasok vi-
lagaban. A dolgozat stilusa, szerkezete, attekinthetGsége, nyelvhaszndlata egyarant elss-
osztalyt, lényegében nem tartalmaz sajtohibat, ami egy ilyen terjedelmii munkaban kivalo
teljesitmény. A tézisek megfogalmazasa tomor és vilagos, a dolgozat tartalma egységes,
melyben a kozponti szerepet a 4. 5. és 6. fejezet tartalmilag osszekapcsolhaté eredmé-
nyei adjak. Uj fogalmak bevezetése nem jellemz6, de rugalmasan és sikeresen kapcsolodik
olyan kozelmultban megjelent fogalmakhoz, melyek a jelen kutatasok fokuszaba keriiltek,
ahogy azt a 7. illetve 8. fejezet eredményeibdl lathatjuk. Mint geométer egy igazi kritikat
kell megfogalmaznom, a teljes dolgozatban mindossze egy (nagyon kicsi) abrat talaltam.
Ez a megértést és igy a haladast az olvasasban neheziti. (Az ok nyilvan a disszertécio
oldalszaméra vonatkozo korlatozas, ezért negativumként nem rovom fel.)

A fentiekbdl latszik, hogy a disszertacio anyaga megfelel az MTA doktoraval szemben
tamaszthato kovetelményeknek. Javaslom az értekezés nyilvanos vitara bocsatasat.
Tovabba melegen javaslom a palydzénak az MTA doktora cim odaitélését.
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