OPPONENSI VELEMENY
FODOR FERENC
CONVEX BODIES AND THEIR APPROXIMATIONS
C. AKADEMIAI DOKTORI DISSZERTACIOJAROL

A disszertacié 146 oldal terjedelmti, szép kiallitasi, gondos munka.

Az 1. fejezet, amely egy Osszefoglalas, 1ényegében a tézisekkel egyezik meg, de
kissé kibovitve. A 2. fejezet a bevezetés, amely egy torténeti attekintésrol, és abban
elhelyezve a disszertacié eredményeinek ismertetésérol szol, és még egy jeloléseket
és alapdefinicidkat tartalmazo részbdl all. A 3.-8. fejezetek a disszertécié érdemi
része, amelyek a jelolt eredményeit tartalmazzék.

A disszertacié témdja természetszertien két részre oszthatd. A 3. fejezet az L,-
dudlis Minkowski problémardl sz6l, mig a 4.-8. fejezetek kiilonféle approximéciés
kérdéseket vizsgalnak.

A disszertacié olvashatdsagat nagyban megkonnyiti, hogy minden fejezetnek az
els6 paragrafusdban kimondja az ott bizonyitandé tételeket (kivéve a 7. fejezetet,
ahol ugyanezt a 7.1 és a 7.2 alfejezeteknél teszi meg), majd a fejezet tobbi része
a bizonyitasokat tartalmazza. Megjegyzendd, hogy a kimondott tételek (teljes)
bizonyitasat nem mindig adja meg, hanem idénként csak utal az eredeti cikkeire.

Most ratérek a disszertaciobeli eredmények szemelvényes ismertetésére.

3. FEJEZET

A 3. fejezetben 6t tétel szerepel, 3.1.1-3.1.5. Ezek koziil csak a 3.1.1 és a 3.1.2
tételek bizonyitasat adja meg, de azokat is csak abban az esetben, ha a benniik
szereplé () test B"-nel egyenl6. A viszonylag sok definicié miatt a definiciékat
megismételni nem tudom, csak a disszertaciéra tudok utalni. Mindkét ezen tételben
a kiindulds egy diszkrét, ill. véges pu Borel mérték S™ !-en, amely nincs kon-
centralva semmilyen zart félgombre, és p > 1és q > 0és p # q. A 3.3.1 tételben
bizonyitja egy konvex P politop létezését, amelyre 0 € int P, és amelyre az L, sze-
rinti g-adik dudlis gorbiileti mérték éppen p. A 3.2.2 tételben egy 0-t tartalmazo
konvex K test létezését bizonyitja, amelynek feliiletén csak egy 0 mértéki halma-
zon lehet olyan wu kiils6 egységnormadlis, amelyre a tamaszfliggvény értéke 0 (ez a
3.3.1 tétel esetében ez éppen a 0 € int P feltétel), és amelyre az el6z6 mérték éppen
p (pontosabban ezt az egyenlGséget egy nevezivel atszorzott formaban adja meg,
nehogy 0-val kelljen osztani). Tovabba p > ¢ esetén 0 € int K.

A 3.1.1 tétel bizonyitasaban a P poliédert a klasszikus esethez analég médon egy
véges sok valtozéju extrémumprobléma megoldasa segitségével taldlja meg. Ezutan
ebbol a 3.3.2 tétel bizonyitdsa, szintén a klasszikus esethez anal6g moddon, egy
hataratmenettel torténik. Itt természetesen garantalni kell, hogy a beirt gomb
sugara pozitiv maradjon, és a koréirt gomb sugara véges maradjon. Tovabba
hasznalja, hogy q¢ > O-ra, és 0-t tartalmaz6 konvex testekre a g-adik dudalis “in-
trinsic” térfogat folytonosan fligg a testtdl, és a g-adik dudlis gorbiileti mérték
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gyengén folytonosan fiigg a testtél. Mindezek részletei 26 oldalt tesznek ki, 16
segédallitassal, és Osszességében ez egy eléggé komplikalt bizonyitas. Viszont, mivel
jol van megirva, konnyen lehet kovetni.

A bizonyitas nélkiil megadott 3.1.3-3.1.5 tételek a 3.1.2 tételnek olyan variansai,
hogy ha a p mérték elég “szép”, azaz a Lebesgue mértékre abszolit folytonos, és
aszerinti Radon-Nikodym derivaltja bizonyos regularitasi feltételeknek eleget tesz,
akkor a K test is bizonyos, jobb regularitasi feltételeknek tesz eleget. Ehhez Monge-
Ampere tipusi egyenletek megoldasainak regularitasat kell bizonyitani, ha az ada-
tok elég szépek.

4. FEJEZET

A 4. és 5. fejezetben konvex testek approximaciojat vizsgalja beirt, ill. kortlirt
konvex politépokkal. Fzen azt érti, hogy a politop a test része, ill. a testet tartal-
mazza. A csicsoknak nem kell a test hatardn lenni (ez az eset a 6. fejezet targya
lesz), sem pedig a hiperlapoknak nem kell tdmaszhipersikokat kifesziteni. A két
kérdés kozott egy érezhetoé dualitas van, és valoban az 5. fejezet eredményei du-
alizalassal fognak kovetkezni a 4. fejezet eredményeibol. Erre a célra tekintettel,
a 4. fejezetben a problémat elegendo altaldnossiagban vizsgalja, hogy a polarizdlas
menjen.

Tehét a 4. fejezetben a kovetkezd kérdést vizsgdlja. Legyen K C R? konvex
test, simasagi feltételek nélkiil. Ha K-ban vesziink n véletlen, egyenletes eloszlasu,
fiiggetlen pontot, arra jol ismert, hogy azok konvex burkanak térfogatat levonva
a test térfogatabdl, a kiilonbség aszimptotikusan konstansszor V(K)2/(4+1)_szer
n~2/(4+1)_gzer a test affinfelszine, ahol az affinfelszin a Gauss gorbiilet 1/(d+1)-edik
hatvanyanak feliileti integrélja, a H% ! mérték szerint (1. disszertécié, 76. oldal,
legalsé sor). Ttt a V(K)?/(4+1) tényez6t az integréljel ald bevihetjiik, mint a K-
beli egyenletes eloszlas 1/V (K) stirliségfiiggvényének —2/(d+1)-egyedik hatvanyat.
Megjegyzendo, hogy a Gauss gorbiilet majdnem mindeniitt 1étezik 0 K-n, és mérhe-
t0, igy ez a integrdl értelmes. Tovabba az ekviaffin izoperimetrikus egyenlétlenség
szerint (1. disszertécid, 70-edik oldal) ez az integral becsiilhet a térfogat egy pozitiv
hatvanyanak egy konstansszorosaval, igy specidlisan véges.

Ennek a kovetkezo altalanositasat tekinti a szerz6. Legyen o egy korlatos,
mérhetd valdsziniiségi strtiségfiiggvény K-n, amely szerint valasztja a pontokat
K-bdl, és egy A € Lqi(K) silyfliggvény, amivel sulyozza a kimaradd térfogatot
(értéke lehet negativ is). Tovabba 0K -nak egy K-re vonatkoztatott kérnyezetében
legyenek g és A folytonosak, ezenkiviil p még pozitiv is. Ekkor a 4.1.1 tétel szerint a
véletlen politopbdl kimarado, a A stulyfiiggvénnyel silyozott térfogat varhato értéke
aszimptotikusan konstansszor n~ /(1 _szer egy integral 0K-n, a H* ! mérték
szerint. Az integrandus a Gauss gorbiilet 1/(d + 1)-edik hatvanya, megszorozva
o(z)~2/(d+1) )\ (1)-szel.

A 4.1.1 tételnek kovetkezménye a 4.1.2 korollarium. Ez a fenti véletlen politép
csucsszamanak varhato értékét aszimptotikusan meghatarozza, mint konstansszor
nld=D/(d+1) _gzer egy integral 0K -n, a H ! mérték szerint. Az integrandus a Gauss
gorbiilet 1/(d + 1)-edik hatvéanya, megszorozva o(z)(@=1/(d+1)_gyel,

A 4.1 paragrafus tovabbi részében vazolja a 4.1.1 tétel bizonyitasanak lépéseit,
ami jol is jon az olvasénak, mivel ez a bizonyitas 13 oldalt tesz ki, és 6 lemmat
tartalmaz.
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5. FEJEZET

Az 5. fejezetben tér ra a koréirt politépokkal valé kozelitésre. Itt eloszor a
megfelel6 valdsziniiségi modellt vezeti be. A hipersikok altal alkotott affin Grass-
mann sokasdgon van — mégpedig konstans szorzé erejéig egyetlen — egybevagdsagin-
varians lokalisan véges Borel mérték. Ezt igy normaélja, hogy barmely konvex testet
metsz6 hipersikok mértéke annak atlagszélessége legyen. Ez a mérték az egész af-
fin Grassmann sokasagon persze végtelen, de ennek egy alkalmas, 2 mértékii részét
tekinti. Ez a rész azon hipersikok halmaza, amelyek int K-t nem metszik, de K-nak
1 sugari paralleltartomanyat metszik. A mérték megszoritasat erre a részhalmazra
elosztja 2-vel, igy kap ezen a részhalmazon egy valdszinliségi mértéket, ami lesz
a vizsgalt modell. Mivel n hipersik altal hatarolt bels6 félterek metszete pozitiv
valosziséggel korlatlan, ezért a térfogat varhatd értéke végtelen. Emiatt ezt a
poliedralis halmazt elmetszi a K konvex test 1 sugaru paralleltartomanyéval, K-
gyel. Itt az elmetsz6 K, valasztasa esetleges, mas K-t belsejében tartalmazo konvex
testtel is helyettesithetné. Ezzel szemben a modell K valasztasatol lényegesen fiigg,
ami egyszersmind egy tavolsidgegységet is kitlintet. (fgy lehetséges, hogy az 5.1.1
tételbeli tavolsdg dimenzidji mennyiség, és az 5.1.2 tételbeli tavolsag a 0-adikon
dimenzidji mennyiség ugyanazzal az integrallal adhat6 meg.)

Az 5.1.1 tételben belatja, hogy a véletlen poliedrélis halmaz és K7 metszetének és
K-nak &tlagszélességei kiilonbsége aszimptotikusan konstansszor n~2/(4+1) _gzer egy
integral 0K -n, ahol az integrandus a szorzatgorbiiletnek d/(d 4 1)-edik hatvanya.
Az 5.1.2 tételben belatja, hogy a véletlen poliedralis halmaz hiperlapjai szamanak
varhaté értéke aszimptotikusan konstansszor n(4=1/(4+ 1) _gzer az el6z6 integral K-
n.

Az 5.2.2 tétel az 5.1.1 tételnek a sulyozott valtozata. A fenti valdsziniiségi mérték
helyett egy masik valdszintiségi mértéket tekint, amely az el6zore abszolut folytonos,
és amelynek Radon-Nikodym derivaltja — tehat a sulyfiiggvény — pozitiv és folytonos
a K-hoz elég kozeli hipersikokban. FEzenkiviil felteszi, hogy 0 € int K. Az 5.1.2
tételbeli formula helyett egy olyan formulat kap, ahol annyi a kiilonbség, hogy az
integrandus meg van szorozva a sulyfiiggvénynek a 0K > z-ben vett (majdnem min-
deniitt egyértelmiien 1étezd) kiilsé egységnormalisatol fiiggd helyen vett értékének
—2/(d + 1)-edik hatvanyaval.

Az 5.2.2 tételt alkalmasan specializalva a jobb oldalon szerepld integral a K*
poléris konvex testnek affinfelszinével lesz egyenlo, amely feliilél becsiilheté kon-
stansszor a K* térfogatdnak egy hatvanyaval. Mindezekbdl kovetkezik hogy a
5.1.1, 5.1.2, 5.2.2 és 5.2.3 tételekben szereplo fiiggvény, amely a szorzatgorbiilet
d/(d+ 1)-edik hatvénya, a 0K halmazon véges integréld, igy mind a négy tételben
végesek a jobb oldalakon szerepl integralok. (Erre sziikség is van, hiszen ha egyikiik
végtelen lenne, akkor az csak azt jelentené, hogy a megfelel6 tétel a vizsgalt men-
nyiségnek nem a helyes nagysagrendjét adja meg, hanem n~=2/(¢+1)_nél csak rossz-
abb nagysagrendben lenne kozelithetd 4tlagszélesség tekintetében., ill. n(d—1/(d+1)
nél nagyobb nagysigrendii csicsszama lenne.)

Az utolsé specializalds mas szdéval azt jelenti, hogy adott V(K™) esetére, a fenti
specialis sulyfiiggvény esetében, az atlagszélesség tekintetében aszimptotikusan a
legrosszabbul kozelithetéek az ellipszoidok (70. oldal).

Az 5.2.3 tétel az 5.1.2 tétel sulyozott valtozata, az 5.2.2 tételbeli sulyfliggvénnyel.
Az 5.2.3 tétel jobb oldalan szerepld integral csak annyiban tér el az 5.2.2 tétel jobb-
oldalén szerepl6 integraltél, hogy a sulyfiiggvénynek (d —1)/(d + 1)-edik hatvénya
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szerepel benne.
Megjegyzend6, hogy az 5.1.1 és 5.1.2 tételeket azok silyozott formajaban bi-
zonyitja, azaz az 5.2.2 és 5.2.3 tételek formdajaban.

6. FEJEZET

A 6. fejezetben tér ré arra az esetre, amikor a K konvex test hatarabdl valaszt
ki n fiiggetlen pontot, a dK-n egy adott p folytonos, pozitiv valészintiségsiiriiség
szerint. Azaz, a megfelel6 valoszintliségeloszlas a K felszinmértékére abszolit folyto-
nos, és a Radon-Nikodym derivaltja po. A vizsgalt mennyiségek az n pont K,, konvex
burkaként el6allé konvex politép j-edik “intrinsic” térfogatainak varhaté értékei,
1 < 5 < d esetén, pontosabban azok eltérései a K test j-edik “intrinsic” térfogatai-
tol, és ezeknek aszimptotikdjat vizsgalja.

A reguldris — pontosabban C? — eset mar kordbban ismert volt. Ezt dltaldnositva
a bels6 gordiillégombbel rendelkezé konvex testek esetére a 6.1.2 tételben belatja a
fenti eltérésre ugyanazt az aszimptotikus formuléat, amely a 042_ esetre érvényes. Az
ebben szerepld integral a feltételek szerint nemnegativ és véges.

Itt a belsd gordiillégomb létezése nem csak technikai szempontbdl van feltéve.
Ha ezt elejti, a 6.1.3 tétel szerint az eltérés nagysagrendje megvaltozik: csak annyit
lehet allitani, hogy nagysdgrendileg n=2/(4=1) &g n=1/(d=1) k5zé esik (a konstans
szorzok a K-tél és a p-tdl fliggnek), mikozben a alsé becslés a gordiilégombbel
rendelkez6 testekre, mig az felsé becslés a politépok esetére pontos, nagysagrendileg.

A 6.1.2 tétel bizonyitasanak vazlatat megadja a 6.1 paragrafusban, ami igencsak
szerencsés, mivel a bizonyitas, amely integralgeometriai megfontolasokat hasznal,
19 oldalt tesz ki, és 6 lemman nyugszik. A bizonyitas egyik 1épéseként a K testre
vonatkozé formuldkat az egységgdmbre vonatkozé formuldkkal hasonlitja Ossze,
mintegy visszavezetve az altalanos K test esetét az egységgdémbre. A 6.1.3 tétel
bizonyitasa lényegesen egyszeriibb.

7. FEJEZET

7.1 fejezet.

Ennek a részfejezetnek a célja a 7.1.1, 7.1.2, 7.1.3 tételek bizonyitasa. Ezek
R-orsokonvex lemezekkel foglalkoznak. A korabbi tételekkel ellentétben, itt csak
az elegendéen sima R-orsékonvex lemezekkel foglalkozik. (Megjegyzends, hogy
kivételesen, a szintén korabbi 6.1.2 tételben a gordiilé gomb létezése is egy bi-
zonyos simasagi feltétel.) Tovabbd, a pozitiv gorbiilet helyett itt az 1/R-nél na-
gyobb gorbiiletet koti ki. (Az R-orsékonvex lemezek esetében ez a természetes
analogonja a szokdsos konvex lemezek pozitiv gorbiiletének.)

A kérdés a kovetkezd. Legyen S egy R-orsékonvex lemez, és vesz bel6le n egyen-
letes, véletlen, fliggetlen pontot. Ezek R-orsokonvex burka lesz a véletlen modell,
amit “R-disc-polygon”-nak nevez, és S-rel jelol.

A 7.1.1 tételben S-re C?-t tesz fel, és S csicsszamdnak, valamint az SZE-bsl
kimaradé tertiletnek varhaté értékeire ad aszimptotikus formulat. A 7.1.2 tételben
az S és SE keriiletei kiilonbségének varhaté értékére ad aszimptotikus formuldt, de
itt a C° feltevés mellett. Megjegyzendd, hogy Rényi-Sulanke klasszikus tételei, a
megfelel6 simasagi feltételek mellett, kdvetkeznek ezekbdl a tételekbdl (az R — oo
hatardtmenettel). Tovabbd, az integrandusok R-rel monoton nének, igy a maxi-
mumukat az R = oo vélasztasra érik el, ami annak felel meg, hogy az orsékonvex
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burok nagyobb a szokasos konvex burokndl, igy teriilet és keriilet szempontjabodl
jobban kozelit.

A 7.1.3 tételnek nincs a szokasos konvex lemezek esetében analogonja. Itt az R
sugaru korre adja meg a fenti aszimptotikus formulakkal analég formulakat. Itt a
7.1.1 és 7.1.2 tételektdl eltéréen persze a gorbiilet egyenld 1/R-rel. Kissé meglepd
moédon, mig a teriiletkiilonbség és a keriiletkiilonbség 1/n nagysdgrendii (ami jobb
mint a 7.1.1 és 7.1.2 tételben), a csicsszamnak véges varhat6 értéke van. A 7.1.3
tétel bizonyitasa vazlatos.

Itt lenne egy kérdésem: van-e a 7.1.3 tételnek “R-disc-polygon”-okra érvényes
valtozata, analég modon mint a szokasos konvexitas esetén a konvex sokszogek
véletlen kozelitésének?

7.2 fejezet.

Ennek a részfejezetnek a célja a 7.2.1 és a 7.2.2 tételek els6 Allitasainak bi-
zonyitasa. A 7.2.1 és a 7.2.2 tételek mésodik allitasait, valamint a 7.2.3 tételt csak
kimondja, és csak annyit mond, hogy a megadott bizonyitadsokhoz hasonléan, ill.
korabbi cikkekhez hasonldéan bizonyithatok.

A terminolégiat a 7.1 részfejezethez képest kissé megvaltoztatja, az r-orsékonvex
kifejezés helyett r-hiperkonvexet hasznal, de a tovabbiakban én maradni fogok az
r-orsokonvex kifejezésnél.

A 7.2.1 tételben egy Ci, r-orsékonvex lemezre, amelyre a gorbiileti sugar szigoru-
an kisebb mint r, a véletlen “r-disc-polygon” csiicsszamanak, és teriiletének szorasa-
ira ad nagysdgrendi becsléseket, ha n — oo (a konstansok K-t6l és r-tdl fiiggnek). A
7.2.2 tételben ugyanezt az r sugari korre teszi meg (amelyre persze a gorbiileti sugar
egyenl6 r-rel), ahol nagysagrendileg jobb eredményeket kap (a konstansok r-t6l
fiiggnek). A 7.2.3 tételben egy Ci, r-orsokonvex lemezre, amelyre a gorbiileti sugar
szigordan kisebb mint r, a véletlen “r-dics-polygon” cstcsszamara és a kimarado
terliletre nagysagrendileg pontos 7.1.1 tétel helyett annak erdsitését mutatja meg.
Nemcsak a varhaté értékek nagysigrendje hatarozhaté meg, hanem igazabdl egy
majdnem mindeniitti konvergencia is fenndll, tehdt egy nagy szamok erds térvénye
teljestil mindkét esetben.

7.2.4. fejezet.

Ennek a részfejezetnek a célja a 7.2.6 tétel bizonyitasa. Itt a kérdés a kovetkezo.
K legyen C2, r-orsékonvex lemez. Ennek van egy K*" dudlisa, ami szintén C’_2|_,
r-ors6konvex lemez: K*" = {z € R? | K C rB? + x}. Feltéve, hogy a gorbiileti
sugar szigoruan kisebb mint r, a valdszintiségi modell a kovetkez6. K*"-bol valaszt
n fiiggetlen, egyenletes véletlen pontot, és a koréjiik irt r sugari korok metszetét
tekinti, mint véletlen koréirt “r-disc-polygon”-t. A 7.2.6 tételben, megfelel6 re-
gularitasi feltételek mellett, aszimptotikus formulakat ad a varhaté csicsszamra,
valamint a keriiletek, ill. tertiletek kiilonbségeire. A 7.2.7 korollariumban a cstcs-
szam szorasara ad nagysagrendi korlatot, ahol a megfelel6 konstans a K-tél és az
r-tol fiigg.

&. FEJEZET

A 8. fejezetnek célja az 1-orsékonvex lemezek legjobb approximécidinak vizsgéla-
ta. A korabbi jelolésektol ez csak annyiban tér el, hogy a kordbban hasznalt R (7.1
részfejezet) ill. r (7.2 részfejezet) most normélva lesz, értéke 1 lesz.
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Vizsgdal beirt, és koréirt “l-disc-polygon”-okat. Héarom kiilonféle értelemben
vizsgalja a legjobb kozelitést: a tertiletek ill. keriiletek kiilonbségeként, és a Haus-
dorff-metrika értelmében. Ez Osszesen hat kérdés, és a 8.1.1 tételben a C? fel-
tevésével egy 1-orsdkonvex lemez esetén a legjobb kozelitésekre megad Osszesen hat
aszimptotikus formuldt, mind const/n? alakid. Csak a beirt esetekre adja meg a
bizonyitast, a koréirt esetek tekintetében az eredeti cikkre utal.

Itt lenne egy kérdésem. Ha a kozelité “l1-disc-polygon” sem nem beirt, sem
nem koréirt, hanem tetszoleges, akkor a klasszikus eredmények analogonjaiképpen
tovabbi harom kérdés meriil fel, amelyek bizonyara megoldhatdk a disszertacidbeli
modszerek segitségével. Itt a disszertacidbeli 131. oldalon szerepld teriileti és
keriileti eltéréseket lehetne hasznalni.

OsszEGZES

A disszertacio jol megirt, konnyen olvashaté. Mindamellett sok bizonyitas na-
gyon technikas, és komoly, kitarté munka eredménye. Az olvasd szerencséjére ezek
altalaban fel vannak bontva részallitasokra, tovabba a tényleges bizonyitasuk elott
sokszor vazolva vannak a gondolatmenetek.

A disszertaciéban szereplé mindkét tertilet, az L,-dudlis Minkowski probléma,
és konvex testek véletlen, ill. legjobb approximaciéi a konvex geometrianak jelenleg
igen intenziven kutatott agai, a kutatas élvonalaba tartoznak. Réadasul az app-
roximacios kérdések tulajdonképpen a konvex geometria és a valdszinliségszamitas
hatarteriilete, mindkét teriilet modszereit hasznalja. A jelolt otthonosan mozog
mindezen tertileteken.

A disszertacié érdemi részét képezo 3.-8. fejezetek alapjat a jeloltnek hat,
tarsszerzos cikkének részei képezik, amely cikkeket kivalé tarsszerzokkel irt, és ame-
lyek jé folyodiratokban jelentek meg, amelyek koziil négy szakfolydirat. Ezzel kap-
csolatban kiemelend6 a jeloltnek a kozos cikkekben egyiittmiikodésre vald képessé-
ge, amely egyiittmiikodés tjabban elterjedt, és amely a cikkek szinvonalat emeli.

A fentiek alapjan megallapithat6, hogy Fodor Ferenc akadémiai doktori disz-
szertacidja bdségesen kielégiti az akadémiai doktori disszertaciokkal szemben té-
maszthato kovetelményeket. Ezért Fodor Ferenc nyilvanos védésének kitlizését, és
szamara az MTA doktora cim odaitélését a legmelegebben javaslom.

Budapest, 2021. II. 12.
Makai Endre



