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El16sz6

Geometriai vizsgilatok soran igen gyakran taladlkozhatunk olyan problémakkal, melyek
megoldasa, illetve megoldhatosaga differencialrendszerek (kozonséges differencialegyenle-
tek, parcialis differencidlegyenletek és egyenletrendszerek, illetve egyenl&tlenségek) vizs-
galatara vezethets vissza. A disszertacioban ilyen problémakra vonatkozo eredményein-
ket mutatjuk be. Ismertetjiik a

1. varidcioszamitas inverz problémajara,

2. metrizalhatosagi és projektiv metrizalhatosidgi problémékra,
3. Finsler-tipusu terek holonémiajara,
4

. sikbeli 3-szdvetek linearizalhatosagéara

vonatkozo eredményeinket. A fenti probléméak mindegyike igen régota, tobb évtizede,
vagy akar egy évszazada vizsgalt klasszikus geometriai probléma, melyek jelenleg is a
kutatasok aktiv teriiletei és melyekben kival6 matematikusok értek, illetve érnek el ered-
ményeket. Hogy csak néhany nevet emlitsiink a kezdeti id6kbd6l: a variacidoszamités inverz
probléméjara vonatkozo els6 eredmények 1887-b6l H. Helmholtz nevéhez fiiz6dnek, aki
sziikséges és elégséges feltételt adott a megoldhatosigra az altala bevezetett varidcios
multiplikdtor segitségével. A metrizalhatosag és a projektiv metrizalhatosag problémaja
szorosan kotddik a variacioszamitas inverz problémajihoz, és specialis esetként magaban
foglalja D. Hilbert nevezetes negyedik probléméjat, azaz azon metrikik meghatarozasat
és jellemzését, melyek geodetikus vonalai egyenesek. A sikbeli 3-szévetek linearizalha-
tosdgara vonatkozé probléma mara mér tobb mint széz éves, hiszen T.H. Gronwallnak
a linearizalhato de nem parallelizalhato sikbeli 3-szovetekre vonatkozo sejtése 1912-bél
szarmazik. A holonémia fogalmat E. Cartan vezette be 1926-ban és a Finsler-terek ho-
lonémiajara vonatkozd elsG eredmények Szabd Zoltan nevéhez fliz6dnek, aki 1981-ben
megadta a Berwald-tipust Finsler-terek holonémia struktardjat.

A fenti négy teriilet mindegyike nemcsak klasszikus, hanem — ahogyan az e témakra
vonatkoz6 publikiaciokbdl is kideriil — a mai napig nemzetkozi szinten intenziven ku-
tatott probléméi a geometridnak. Ezen négy teriileten elért eredmények szerepelnek a
disszertacio négy fejezetében.

A Tézisek szerkezete megegyezik a Disszertacio szerkezetével: az egyes fejezetek és
alfejezetek szamozasa azonos, az irodalomjegyzék a két miiben megegyezik. Annak ér-
dekében, hogy a Disszertacioban, illetve a Tézisfiizetben szereplé eredmények kénnyen
beazonosithatok legyenek, azok az eredmények, melyek a Tézisfiizetben szdmozott for-
méaban jelennek meg, ugyanazt a szamot kaptédk, mint a Disszertacioban. Ugyanakkor a
Tézistiizetben a kompaktabb megfogalmazés érdekében nem szédmozott formaban jelenik
meg az 0sszes eredmény, igy el6fordul, hogy a szamozas nem folyamatos.
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Az értekezés tézisel

. Tézis. Megadjuk a variadcios multiplikatorra vonatkozo algebrai feltételek

széles rendszerét és meghatarozzuk homogén sprayk 2-homogén variaci-
6s szabadsagfokat, karakterizaljuk Lie-csoportok kanonikus struktarajanak
variacios tulajdonsigat.

. Tézis. Megadjuk a Finsler- és Landsberg-metrizalhatosag feltételét, ka-

rakterizaljuk a konstans és a skalar gorbiileti Finsler-metrizalhatésagot,
valamint Lie-csoportok illetve geodetikus orbit struktirak invarians met-
rizdlhatosagat és projektiv metrizdlhatosagat.

. Tézis. A diffeomorfizmus-csoport részcsoportjaihoz tartozéd érinté Lie-al-

gebra bevezetésével 1j modszert adunk a diffeomorfizmus-csoport részcso-
portjainak vizsgalatdra, melyet sikeresen alkalmazunk Finsler-sokasédgok
holonémiacsoportjanak vizsgalatdban.

. Tézis. Megmutatjuk, hogy a Riemann- és Finsler-sokasagok holonémia-

struktiraja nagyon eltérhet egymastol azonositva olyan Finsler-feliileteket,
melyek holonémiacsoportja maximalis, azaz lezartja izomorf a kor iranyi-
tastarto diffeomorfizmus-csoportjaval.

. Tézis. Karakterizaljuk a véges illetve végtelen dimenzi6és holonémiacso-

portid konstans gorbiilet sikprojektiv Finsler-sokasagokat és megadjuk a
konstans gorbiiletd, sikprojektiv Randers-feliiletek holondémiacsoportjait.

. Tézis. Megadjuk a sikbeli 3-szovetek linearizdlhatosdganak feltételét és

megmutatjuk, hogy egy nem parallelizdlhato 3-szovet esetén legfeljebb 15
kiilonboz6 linearizacio létezhet.
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1. fejezet
A variacidészamitas inverz problémaja

1.1. Bevezetés

A varidcidszamitas inverz probléméja egy igen régi, mintegy 100 éve vizsgalt klasszi-
kus probléma. A cél az, hogy karakterizaljuk azon méasodrendii kozonséges differencial-
egyenlet-rendszereket, melyek varidcios problémabol szarmaztathatoak. E témaban az elsé
eredmények H. Helmholtz nevéhez két6dnek, aki 1887-ben megmutatta, hogy a Lagrange-
fiiggvényre vonatkoz6 Euler-Lagrange masodrendi parcialis differencidlegyenlet-rendszert
helyettesiteni lehet az tgynevezett varidciés multiplikatorra felirt, algebrai egyenleteket
és egyenlGtlenséget, valamint elsérendi parcialis differencidlegyenleteket egyarant tartal-
maz6 differencidlrendszerrel, melyet ma a szakirodalom Helmholtz-feltételeknek nevez
[5, 61, 78].

A varidcioszamitas inverz problémajanak témajaban az els6 igazan komoly eredménye-
ket a Fields-dijas J. Douglas érte el a Helmhotz-feltételek integralhatosdganak vizsgala-
taval. A Riquier-féle elméletet felhasznalva [36]-ban megadta a kétdimenzios sokasagokon
a variacios sprayk klasszifikiciojat. Ahogy azt Douglas cikke is vilagosan mutatja, még
ez az alacsony dimenzios eset is igen bonyolult, mert szamos obstrukcio, integralhatosagi
feltétel jelenik meg a szamolas soran. Eppen ezért igen nehéz feladat Douglas eredményeit
magasabb dimenziora altalanositani, hiszen a ttuldeterminalt Helmholtz-rendszer integ-
ralhatosagi feltételeinek a szama jelentsen novekszik. Igy természetesen nem meglepd,
hogy magasabb dimenzios esetekben a probléménak altaldban nincs reguléaris megoldésa.
Az 1980-as évektdl kezdGdGen tobb kutatomiihely is aktivan foglalkozik a varidcioszamitas
inverz probléméjaval, melynek mara kiterjedt irodalma van [5, 6, 25, 34, 59, 61, 78, 79, 80].
Erdemes megjegyezni, hogy ezekben a publikiciokban a szerzék, Douglashez hasonloan,
a Helmholtz-rendszer vizsgalataval értek el eredményeket. A [104, 105] viszont Douglas
modszerétdl egészen eltéré megkozelitésben és 0 eszkozokkel vizsgélja a problémat. En-
nek lényege, hogy a variaciés multiplikdtorra vonatkozo Helmholtz-feltételek helyett az
Euler—Lagrange parcialis differencidlegyenlet-rendszert tekinti kiindulasi pontnak. Mivel
az ismeretlen nem a variaciés multiplikator, hanem maga a reguléris Lagrange-fiiggvény,
igy az algebrai feltételek és elsérendd parcialis differencidlegyenleteket tartalmazé rend-
szer helyett egy masodrendii parcidlis differencidlegyenlet-rendszer megoldhatosagat kell
vizsgalni. A megkozelitési mod mellett a felhasznalt eszk6zok, a differencidlformak deriva-
cidinak Frolicher—Nijenhuis-féle elmélete és a Spencer—Goldschmidt-féle integralhatosagi



dc 1714 19

elmélet is ijdonsag volt ezen a teriileten. Az 1j szemléletmod és eszkozok segitségével az
eredményeket sikeriilt természetes moédon szarmaztatni, és invarians, koordinatamentes
formaban megadni.

A disszertacio 1.2 alfejezetében taldljuk azon legfontosabb fogalmakat és jeloléseket,
melyek sziikségesek a dolgozat elsé fejezetének megértéséhez.

Az 1.3 alfejezetben vizsgaljuk a varidciészamitas inverz problémajanak megoldasakor
fellep6 parcialis differencidlegyenlet-rendszerek integralhatosagi feltételeiben megjelend
tenzorok algebrai strukturdjat. Megmutatjuk, hogy az integralhatosagi feltételek meg-
hatarozasanal megjelenik a gorbiileti tenzor és ennek szemibézikus derivaltjai, valamint
a mésodrendii kézonséges differencidlegyenlet-rendszerhez tartoz6 Ags gradalt Lie-algebra
elemei. Ennek szerepe kiilondsen magasabb dimenziés esetekben jelent&s, hiszen az adott
sprayhez tartozo gradalt Lie-algebra meghatarozasaval az esetek tobbségében a lehetséges
energiafiiggvényekre kapott megszoritasok egyszertien szdmithatok, és sok esetben a spray
variacios elvbdl valo szarmaztathatosaga kizarhato.

Az 1.4 alfejezetben vizsgaljuk, hogy egy adott spray esetén hany kiilonb6z6 variacios
elv létezik és melyek azok a geometriai mennyiségek, melyek ismeretében ez meghataroz-
hato. Vizsgalataink soran arra a specialis esetre fokuszaltunk, amikor a keresett Euler—
Lagrange-fiiggvény 2-homogén, hiszen a Riemann- illetve a Finsler-geometridban, tovabba
a relativitdselméletben a geodetikusokat meghataroz6 energiafiiggvény ilyen tipusd, igy
ennek az esetnek a vizsgalata kiilondsen indokolt.

Magasabb dimenzioban olyan eseteket érdemes vizsgalni, ahol a spray valamilyen spe-
cidlis geometriai tulajdonsaggal rendelkezik. A lapos és izotrop gorbiiletd spraykre vo-
natkoz6 eredmények megtalalhatok a [104, 105]-ben. Az 1.5 alfejezetben Lie-csoportok
kanonikus geodetikus struktarajat, azaz az l-paraméteres részcsoportok és ezek balel-
toltjai altal meghatarozott geodetikus strukturat vizsgaljuk. A kérdés az, hogy vajon
szarmaztathato-e ez a balinvaridns geodetikus struktira egy balinvarians variacios elvbdl,
azaz megadhato-e egy olyan balinvarians regularis Lagrange-fiiggvény, amihez tartozo
funkcional extremalisai éppen a Lie-csoport kanonikus geodetikus gorbeseregének a gor-
béi. Meglepé modon a [114] alapjan kideriilt, hogy a kanonikus geodetikus strukttira nem
mindig szarmaztathaté balinvarians varidcios elvbél.

A fejezetben bemutatott eredmények a [102, 113, 114, 115, 126] cikkekben keriiltek
publikilasra.

1.2. Alapfogalmak

Az M sokasag érintGterén adott S vektormezd egy spray, ha lokalis koordinata kifejezése

o .2

S=y o

alakii, ahol a G*(z,y) fiiggvények 2-homogének az y valtozoban. Az S spray geodetikusai
azon v gorbék az M sokasdgon, melyekre teljesiil az S o 4 = 4 feltétel. Megjegyezziik,
hogy egy gorbe pontosan akkor lesz az & geodetikusa, ha megoldasa az

i = 2G" (z,%), i=1,...,n,
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méasodrendi kézonséges differencidlegyenlet-rendszernek. Ilyen értelemben egy spray nem
més, mint a sokasdgon koordindtamentesen megadott méasodrendi kdzonséges differencial-
egyenlet-rendszer.

Az § sprayhez asszocialt I' = [J, S] segitségével megadhaté egy Ehresmann-konnexio,
mely a goérbék horizontalis liftjét felhasznalva egy parhuzamos eltolast szarmaztat a so-
kasdgon. A horizontalis disztribicié integralhatosagarol ad informéciot a konnexiéo R =
= 1[h, h] gorbiilete, illetve a & = isR Jacobi-endomorfizmusa.

Lagrange-fiiggvény alatt olyan E: TM — R fliggvényt értiink, mely sima a TM\{0} =
= T M-en és Ct-osztalyt a zérus metszésen. Az F regularis, ha az Qp = dd; E maximélis
rangi, tovabba k-homogén, ha Lo E = kE, ahol C = y'-2; a Liouville-vektormezs. Ha E

oy?
regularis, akkor az isQp — d(E — LoFE) = 0 formulaval definialt S vektormezs T'M-en
egy spray, melynek geodetikusai megoldasai az %% — % = 0 Euler-Lagrange méasodren-

dii kozonséges differencialegyenlet-rendszernek |41]. Ennek alapjan azt kapjuk, hogy egy
adott masodrendii differencidlegyenlet-rendszer vagy S spray pontosan akkor variacios,
ha van olyan F regularis Lagrange-fiiggvény, amire teljesiil az

wp =iy +dLcE —dE =0 (1.2)

egyenlet, ahol wg az adott S spray esetén az E-hez tartozé Euler-Lagrange differencial
1-forma. Ha az (1.2) teljesiil, akkor E-t az S spray egy Euler-Lagrange-fiiggvényének
nevezziik.

1.3. A variacios multiplikator algebrai feltételei

A szakirodalomban a varidcidszamitas inverz problémajara vonatkozo szinte valamennyi
eredményt J. Douglashez hasonldan, a Helmholtz-feltételek vizsgélataval érték el. Az agy-
nevezett variaciés multiplikdtorra vonatkozé, algebrai feltételeket és elsérendi parciélis
differencidlegyenleteket tartalmazé Helmholtz-rendszer pontosan akkor megoldhato, ha a
spray variacios, hiszen amennyiben E egy olyan regularis Lagrange-fiiggvény, mely megol-
dasa az adott sprayhez tartozé Euler—Lagrange parciélis differenciadlegyenlet-rendszernek,
akkor a g;; := % meghataroz egy variacios multiplikatort, illetve forditva: ha adott egy
variacios multiplikator, akkor segitségével megadhato egy regularis megoldasa az Fuler—
Lagrange PDE rendszernek.

1.3.1. Allitas. /113, Property 6.] Ha E az M sokasdgon adott Lagrange-fiigguény, akkor
dyjwg = irQlg. Amennyiben S varidcios és E az S egy requldris Fuler—Lagrange-fiigguénye,
akkor az S-hez tartozo horizontdlis disztribicio Lagrange tipusi az Qg szimplektikus 2-
formdra vonatkozoan.

Bevezetve a vektor értékd szemibazikus L forma S-hez tartozé L' := h* (v[S, L)),
illetve d"L := [h, L] derivaci6jat, legyen As a vektorértéki differencidlformék azon gra-

dalt Lie-részalgebraja, melyet a J vertikalis endomorfizmus, a ® Jacobi-endomorfizmus, a
most bevezetett derivaciok, valamint a Frolicher—Nijenhuis-zéréojel general. Ekkor As =
= ar_ Ak, ahol A% a vektor értéki differencial k-formak alterét jeloli As-ben.

1.3.5. Tétel. [113, Theorem 2.] Ha E az S spraynek eqy Euler—Lagrange-figguénye, ak-
kor minden L € As-re teljesiil azi.Qp = 0 egyenlet, igy az As elemei algebrai feltételeket
adnak a varidcios multiplikdtorra.
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Az 1.3.5 tételbol adodik Douglas [36] VIL. tételének n-dimenzios altalanositésa, mely
szerint ha egy p € T'M pontban a {J, I U LN } rangja nagyobb, mint "("TH),
akkor az S spray nem szarmaztathato varidcios elvbél. Magasabb dimenziés esetben to-
vabbi algebrai feltételeket talalhatunk az As segitségével, hiszen ha van olyan p € M pont
és k < n amire dim A%(p) > k:(Zﬁ), akkor az S spray nem szarmaztathato variacios elv-
bél. Vezessiik be az S spray p-beli rangjdt, mely legyen a szimmetrikus g;; ismeretlenekre

vonatkozo '
{3 )L, i =0 | L€ Asp) . (1.3)

1€6 1

homogén linearis egyenletrendszer rangja. Az Ag gradélt algebra kiilonb6z6 szintjein meg-
jelend algebrai feltételek figyelembevételével kapjuk az alabbi eredményt:

1.3.9. Tétel. [113, Theorem 5.] Ha az M sokasdg egy p pontjdban az S spray rangja

nagyobb, mint w, akkor az S nem szdrmaztathato varidcios elvbdl.

1.4. Variacios szabadsagfok: a 2-homogén eset vizsgalata

Sprayk variacios tulajdonsagat vizsgalva azt tapasztalhatjuk, hogy vannak olyan sprayk,
a) melyek nem szarmaztathatok variacios elvbdl, b) melyekhez lényegében egyetlen re-
gularis Euler-Lagrange-fiiggvény talalhato, ¢) melyekhez t6bb eltérd regularis Euler—
Lagrange-fiiggvény is talalhato. Természetes tehat annak a probléménak a vizsgalata,
hogy egy adott spray esetén hany variacios elv létezik és melyek azok a geometriai mennyi-
ségek, melyek ismeretében ez a szam meghatarozhato. [102|-ben bevezetjiik a Vg, illetve
a Vs, k € N varidcios szabadsagfok fogalmat, melyek megadjak, hogy hany kiilonbo-
76 regularis Euler—Lagrange-fiiggvény illetve k-homogén Euler—Lagrange-fiiggvény létezik
az adott S sprayhez. Vizsgalataink soran leginkdbb a & = 2 specidlis esetre fokuszal-
tunk, hiszen a Riemann- illetve a Finsler-geometridban, tovabba a relativitdselméletben
a geodetikusokat meghatarozo energiafiiggvények ilyen tipusiak. Adott sprayhez tarto-
z6 2-homogén Euler-Lagrange-fiiggvények £, halmaza vektortér az R felett. A linearis
kombinécion tul, a megfelel6 homogenitasi fiiggvény-kombinaciot hasznélva Gj varidcios
elvet kaphatunk:

1.4.2. Allitas. [102, Proposition 4.2] Az S spray 2-homogén Euler—Lagrange-fiiggué-
nyeinek 1-homogén fiigguénykombindcioja szintén 2-homogén Fuler—Lagrange-fligguénye
az S-nek.

A kérdés az, hogy milyen geometriai struktira segitségével és hogyan lehet meghata-
rozni a Vgo = rank (Es2) értékét. Adott spray esetén legyen Dy, az a legsziikebb involutiv
disztribicio, mely tartalmazza a horizontalis altereket. A Dy vertikalis komponense ponto-
san akkor trivialis, ha a gorbiilet azonosan zérus. Ha a Dy egy reguléris disztribucio, akkor
integralhato, és egy v € T'M-re illeszked§ integralsokasdga nem mas, mint a szdrmaztatott
parhuzamos eltolasra vonatkozo orbitja. Egy fiiggvényt holonémia-invariansnak neveziink,
ha a parhuzamos eltolassal szemben invarians. A 2-homogén holonémia-invarians fiiggveé-
nyek halmazat Hgo-vel jeloljiik. Igaz, hogy egy 2-homogén Lagrange-fiiggvény pontosan
akkor lesz az S spray Euler-Lagrange-fiiggvénye, ha holonémia invaridns [102, Lemma
4.3.]. A h(2)—variacios szabadsagfok meghatarozasara vonatkozik az alabbi

5
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1.4.3. Tétel. [102, Theorem 4.4] Ha az S eqy metrizdlhatd spray, melyhez tartozd pdr-
huzamos eltolds requldris, akkor Vso = codim Dy.

1.5. Invarians variacioés elv Lie-csoportok kanonikus geo-
detikus struktarijahoz

Legyen G egy Lie-csoport. A GG érintétéren hasznaljuk az (x, ) koordinata-rendszert, ahol

/////

a Maurer-Cartan formabol szarmazo a = (a') az érint6tér invaridns koordinatazasat adja.

1.5.1. Allitas. [96, Proposition 4.3] Az E Lagrange-figguény pontosan akkor lesz egy
balinvaridns megolddsa a kanonikus sprayhez tartozo Euler—Lagrange parcidlis differencidl-
eqyenlet-rendszernek, ha teljestilnek az aldbbi eqyenletek :

oL

- OL
- =0 ! =
ozt ’

dai

la, o] 0, Vaeg, i=1,...,n. (1.4)

Kovetkezményeként adodik, hogy a kanonikus sprayhez pontosan akkor létezik balin-
varians variacios elv, ha megadhato egy regularis, ad-invarians £ € C*(g) fiiggvény a G
Lie-csoport g Lie-algebrajan. Ha ij jeloli a g struktarakonstansait, akkor igaz az alabbi

1.5.3. Tétel. [114, Theorem 3.] Egy G Lie-csoport kanonikus sprayje pontosan akkor
szdrmaztathato invaridns varidcios elvbdl az o € g eqy kérnyezetében, ha a

{C’fjajmk:O, Olijk“‘cjk Qi =0 |Zaj:1’7n}

linedris egyenletrendszernek van olyan {x; = €;, x;j = €;;} megolddsa, melyre det(e;;) # 0.

Ennek alapjan adodik, hogy egy kommutativ Lie-csoport kanonikus sprayje lokali-
san variacios elvbdl szarmaztathato, illetve amennyiben a kommutator-részalgebra 1-
dimenzios, akkor a kanonikus spray nem szarmaztathatd invaridns variacios elvbél. A
tétel alapjan megadhato a legfeljebb négy-dimenzios Lie-csoportok teljes leirdsa [114].

Megjegyezziik, hogy a 3-dimenzios Lie-csoportokat vizsgalva G. Thompson [93|-ban
megmutatta, hogy a kanonikus spray minden esetben varidcios elvbél szarmaztathato.
A [114] alapjan viszont kideriilt, hogy a kanonikus geodetikus struktiira — a balinvarians és
variacios tulajdonsaga ellenére — nem mindig szarmaztathaté balinvaridns variacios elvbdl.
Erre az esetre egy konkrét példat ad a Heisenberg csoport, melynek kanonikus sprayje
variacios, de mégsem szarmaztathaté balinvarians variaciés elvbél. A 4-dimenzios Lie-
csoportok vizsgalatahoz felhasznaltuk [73] osztélyozasat, illetve [40] eredményeit. Ennek
alapjan a kanonikus sprayre az alabbi esetek lehetségesek:

- nem variacios: Ay 7, As11, ahol 0 < a, és Ay, ahol —1 < b < 1,
- varidci6s és van invaridns varidcios elv: Ay g és Ay 10,
- variacios, de nincs invaridns variacios elv: Ay, As 24, Aa s, Asa, A sap, Aaeab, Aag, Ad 2.
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2. fejezet

Metrizalhatosag és projektiv
metrizalhatosag

2.1. Bevezetés

A variacidészamitas inverz probléméjan beliil egy igen érdekes specialis eset a metrizal-
hatosdg probléméaja. Itt a masodrendd differencidlegyenlet-rendszerhez, illetve sprayhez
keresett regularis Lagrange-fiiggvény nem mas, mint egy Riemann- vagy Finsler-sokasig
energiafiiggvénye. Amennyiben a megfelel6 metrika, illetve energiafiiggvény létezik, akkor
a masodrendt differencidlegyenlet-rendszerhez illetve sprayhez tartoz6 gorbesereg gérbéi
a Riemann- illetve Finsler-sokasag geodetikusai.

A metrizalhatosaghoz hasonld a projektiv metrizalhatosag problémaja, ahol a kérdés
az, hogy adott méasodrendt differencidlegyenlet-rendszer illetve spray esetén létezik-e olyan
Riemann- vagy Finsler-metrika, melyhez tartoz6 kanonikus spray és a kiindulési spray
geodetikus gorbeserege mint ponthalmazok megegyeznek. Mind a metrizalhatosag, mind
a projektiv metrizdlhatosag témakorében szamos eredmény és cikk sziiletett.

A 2.3 alfejezetben a Finsler- és Landsberg-metrizalhatésagi probléméat vizsgéljuk.
Mindketts leirhato egy-egy differencidlrendszer segitségével: a Finsler-metrizdlhatosagot
leiré differencidlrendszer az (1.2) Euler-Lagrange parcidlis differencidlegyenletekbdl, a
homogenitési és a regularitasi feltételbsl allo rendszer, a Landsberg-metrizalhatésagot
leir6 differencidlrendszer a Finsler-metrizalhatosag feltételein til a metrika parhuzamos
eltolassal szembeni invariancidjat ado harmadrendd (2.2) egyenleteket is tartalmazza.
Az 1.4 alfejezetben bevezetett Dy holondémia disztribicio segitségével jellemezni lehet a
Finsler-metrizalhat6 masodrendi differencidlegyenlet-rendszereket, illetve sprayket. Meg-
mutatjuk, hogy a metrizdlhat6sdg masodrendi parcialis differencidlegyenlet-rendszere el-
s6rendiivé redukalhato (2.3.1 és 2.3.3 tétel), és egy regularis Lagrange-fiiggvény pontosan
akkor lehet egy Finsler-struktura energiafiiggvénye, ha a holonémia disztribuicié vala-
mennyi vektormez§je ennek infinitezimalis szimmetridja. Hasonlé eredményt bizonyitunk
a Landsberg-metrizalhatosagra is, ahol a horizontdlis vektormezdk és a Berwald-gorbiilet
képtere &altal generalt disztribucié jatszik lényeges szerepet (2.3.4 és 2.3.5 tétel). Ezen
eredmények igen jol alkalmazhato effektiv modszert adnak konkrét egyenletrendszerek
metrizalhatosdganak vizsgalatara, hiszen a kérdéses disztribuciok kénnyen meghataroz-
hatoak.
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A 2.4 alfejezetben specialis gorbiileti tulajdonsidgu Finsler-metrizalhatésagot vizsga-
lunk. A c¢él az, hogy megadjuk annak sziikséges és elegendd feltételét, hogy adott spray
esetén létezzen olyan konstans, illetve skalar gorbiiletd Finsler-metrika, melynek geodeti-
kusai megegyeznek a spray altal meghatarozott gorbesereggel. Zérus gorbiilet(i esetben a
holonémia trivialis, igy az ilyen terek lokalisan metrizalhatoak [97, 29, 115]. A nemzérus
gorbiiletd esetekre ez a kérdés nyitott volt, de szerzétarsammal sikeriilt mind a konstans,
mind a skalar gorbiiletii eset problémajat megoldanunk. A konstans gorbiiletd esetben a
metrizalhatosagot a 2.4.1 tétel irja le a sprayhez tartozoé Jacobi-endomorfizmusra, illetve
gorbiiletre vonatkozo sziikséges és elegendd feltételek megadasaval. Az alfejezet méaso-
dik részében a skalar gorbiiletii esetet vizsgaljuk. A 2.4.3 tételben a Jacobi-tenzorral ka-
pott sziikséges és elegendd feltételekkel karakterizaljuk azokat a rendszereket, melyek ska-
lar gorbiiletii Finsler-sokasig geodetikus strukturajaként szarmaztathatdéak. A bizonyitéas
egyben eljarast is ad, mellyel meghatarozhat6 egy izotrop metrizalhat6 sprayhez tartozo
Finsler-metrika. Az eredmények segitségével Hilbert negyedik problémaja 0j megkozelités-
ben vizsgalhato. Itt a feladat gy fogalmazhaté meg, hogy irjuk le azon geometridkat, ahol
az egyenesek a geodetikusok [4], [82, page 191], illetve adjuk meg azon Finsler-metrikakat,
melyek geodetikus sprayje projektiv ekvivalens a zérus gorbiileti sprayvel [31]. Az ilyen
tipusu Finsler-metrikakhoz tartozo spray sziikségképpen izotrop, és igy konstans vagy ska-
lar gorbiiletd. Erre vonatkozo eredményeket talalunk példaul a [22, 62, 86, 85] cikkekben.
A [101]-ben adott modszer alkalmas arra, hogy olyan metrikdkat konstrualjunk, melyek
megoldéasai Hilbert negyedik problémajanak.

A 2.5 alfejezetben a projektiv Finsler-metrizalhatosag problémajat vizsgaljuk. Ez egy
igen régi, klasszikus, ugyanakkor a mai napig aktivan kutatott probléma [31, 32, 33, 33, 65,
68, 33, 97|, mely t6bb oldalrol is megkozelithets: [32]-ben a Helmholtz-feltételek megfelel
modositasaval, [97]-ben egy szemibazikus differencial 1-forma, [33|-ban pedig egy differen-
cidl 2-forma vizsgalataval értek el eredményeket. A projektiv Finsler-metrizalhatosagra
vonatkozo vizsgalatai sordn Rapcsik Andras egy parcidlis differencidlegyenlet-rendszer
integralhatosagara vezette vissza a probléma megoldhatosagat [75, 76]. Ezen egyenletek-
re ma Rapcsik-egyenletekként hivatkoznak [32, 91, 82|. Rapcsdk Andras eredményeit
felhasznalva [110, 111]-ben vizsgaltuk a projektiv Finsler-metrizalhatosagot. A Spencer—
Goldschmidt-féle integralhatosagi elméletet alkalmazva els6ként sikeriilt a lapos, illetve
izotrop esetre mar ismert [97, 29, 30] eredményeket meghaladni. A nehézséget ebben az
esetben az adja, hogy a rendszer nem elégiti ki az tgynevezett Cartan-teszt feltételeit,
ami arra utal, hogy magasabb rendd integralhatoséagi feltételek 1éphetnek fel. A Spencer-
kohomoloégia vizsgélataval sikeriilt meghataroznunk ezeket a magasabb rendii kompatibi-
litasi feltételeket.

A 2.6 alfejezetben a geodetikus struktira projektiv merevségét vizsgaljuk. A kérdeés
az, hogy a geodetikusok atparaméterezése, azaz a geodetikus spray projektiv transzfor-
méacidja soran megérzédhet-e példaul a metrizalhatosag tulajdonsiga. G. Yang |95]-ben
adott példat olyan konstans zaszlogorbiiletii Finsler sprayre, melynek projektiv osztalya
tartalmaz nem metrizélhato sprayt. [98]-ban altalanositottuk Yang példajat és megmutat-
tuk, hogy minden metrizalhato sprayre igaz, hogy projektiv osztalya tartalmaz (végtelen
sok) nem metrizalhat6 sprayt. Eredményiinket [103]-ban holonémia invaridns projektiv
deforméaciokra is kiterjesztettiik. Megmutattuk tovabba, hogy egy holonémia invarians
projektiv deformécio csak igen specilalis esetekben lehet metrizalhatd. Fzen eseteket si-
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keriilt a Finsler-sokasag principélis gorbiileteinek segitségével jellemezni.

A 2.7 alfejezetben Lie-csoportok és homogén terek kanonikus konnexiéjanak invari-
ans Riemann- és Finsler-metrizdlhatosagat, illetve projektiv metrizalhatosdgat vizsgaljuk.
Mivel a Riemann-metrika maga is egy specidlis Finsler-metrika, igy minden Riemann-
metrizalhato (sziikségképpen kvadratikus) spray egyben Finsler-metrizalhato is. A meg-
forditas altalaban nem igaz, de a kvadratikus sprayk esete specidlis, mert Szab6 Zoltan
[88] cikke alapjan tudjuk, hogy minden Finsler-metrizalhato kvadratikus spray Riemann-
metrizalhato is, igy ezen a spray osztalyon a Riemann- és Finsler-metrizalhatosig meg-
egyezik. Azonban a projektiv Riemann- illetve Finsler-metrizalhatésag altalaban még a
kvadratikus sprayk esetén sem egyezik meg. Viszont eredményeink alapjan a Lie-csoportok
kanonikus konnexi6ja pontosan akkor invaridns Riemann-metrizilhato, ha invarians pro-
jektiv Finsler-metrizalhato, ami mutatja a struktdra bizonyos merevségét. A probléma al-
talanositasaként vizsgaltuk homogén térben geodetikus orbit struktirak (g.o. struktirak)
Riemann- és Finsler-metrizalhatosagat, illetve projektiv metrizalhatosdgat. Megmutattuk,
hogy egy g.o. struktira pontosan akkor invarians Riemann- illetve Finsler-metrizdlhato, ha
invaridns projektiv Riemann- illetve projektiv Finsler-metrizalhatd. Kvadratikus esetben
pedig a Lie-csoportok kanonikus konnexi6jdhoz hasonlé merevséget kapunk, miszerint egy
kvadratikus g.o. struktira pontosan akkor invarians Riemann-metrizdlhato, ha invarians
projektiv Finsler-metrizalhato.

A fejezet eredményei a [96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 110, 115] cikkekben jelentek
meg.

2.2. Alapfogalmak

Az M sokasagon az F': TM — R folytonos fiiggvényt Finsler-fliggvénynek nevezziik, ha
pozitiv 1-homogén, sima 7 M-en, tovabba konvex minden pont érintéterében. Az (M, F)
part Finsler-sokasagnak nevezziik. Az F-hez tartozé energiafiiggvény illetve Finsler-metrika
az E = 1F? illetve a g = g;;(x, y)da’ @da’, ahol g;; = %8535]-. A regularitési feltétel miatt
az. Qg = dd;E Euler-Poincaré 2-forma nemelfajulo, igy (1.2) egyértelmiien meghatéroz
egy S sprayt, amit a Finsler-sokasag kanonikus, vagy geodetikus sprayjének neveziink. Egy
S sprayt Finsler-metrizalhaténak neveziink, ha van olyan Finsler-metrika, melynek a geo-
detikus sprayje. Egy Finsler struktiira A konstans, illetve skalar gorbiilet, ha a geodetikus
sprayhez tartozo gorbiileti tenzor komponenseire az R%; = \(6}.95m (2, Y)Y =0 gem (2, y)y™)
teljesiil, ahol A egy konstans, illetve skalar fiiggvény 7 M-en.

2.3. Finsler-metrizalhatosag

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy mésodrendi kdzonséges differencidlegyenlet-
rendszer milyen feltételek mellett szarmaztathato egy Finsler-sokasag geodetikus egyen-
letrendszereként. Mivel egy Finsler fiiggvény energiafiiggvénye 2-homogén megoldésa az
Euler-Lagrange masodrendii parcialis differencidlegyenlet-rendszernek, igy az (1.2) mé-
sodrendt differencidlegyenlet-rendszer pontosan akkor Finsler-metrizalhato, ha van olyan
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regularis £ : TM — R Lagrange-fiiggvény, amely megoldésa a

OF - O’FE , O*FE oF
'— —2FE =0, S ——— 4 f(z, — — — =0, i=1,...,n, 2.1
Yo Y Seioy f(x y)ayjayl e i n (2.1)
n + 1 egyenletbdl allo parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek és melyre a g;; = %%

pozitiv definit. Mivel a rendszer tuldetermindlt, igy altaldnos esetben nincs nemelfajulo
megoldasa. A megoldhatdosagot jellemzi az alabbi

2.3.1. Tétel. [115, Theorem 1.] Egy E : TM — R Lagrange-fiigguény pontosan akkor
megolddsa a (2.1) rendszernek, ha megolddisa a LoE —2E = 0, dyE = 0, elsérendd
parcidalis differencidlegyenlet-rendszernek, ahol by eqy tetszdleges projekcic a Dy holondmia
disztribiciora.

2.3.3. Tétel. [115, Theorem 3.] Legyen az M analitikus sokasdagon S egy analitikus spray,
melynek Dy, holondmia disztribicidja requldris a v € T M eqy kérnyezetében. Az S pon-
tosan akkor Finsler-metrizdlhato a v egy kérnyezetében, ha a (2.53.1)-es PDE rendszerhez
v-ben megadhato eqy pozitiv definit kezdeti érték.

A Finsler-metrizalhatosdghoz hasonléan vizsgalhatjuk a Landsberg-metrizalhatosag
probléméajat, ahol egy olyan Finsler-metrikat illetve energiafiiggvényt keresiink, melyhez
tartozo parhuzamos eltolas megérzi a metrikat. Ez a geometriai feltétel leirhato a

oxt Loyl

09; 09;
Iik Fl Iik - Fikglj - Fi]glk = 07 Z.aja k= 1a sy My (22)

parcidlis differencidlegyenlet-rendszer segitségével. Mivel a Finsler-metrika g;; komponen-
sei az F energia fiiggvény masodik derivaltjaibol szarmaztathatoak, igy a (2.2) az E-re
egy %nQ(n + 1) egyenletbdl all6 harmadrendi parcialis differencidlegyenlet-rendszer. Az
S spray pontosan akkor Landsberg-metrizdlhato, ha Finsler-metrizalhato és teljesiil ra
a (2.2)-es Landsberg-tulajdonség.

2.3.4. Tétel. [115, Theorem 4.] A Landsberg-metrizdlhatosdgot leiré (2.1)~(2.2) egyen-
letekbdl dllo harmadrendd PDE rendszer ekvivalens az elsérendi LoE —2FE =0, diE =0,
egyenletrendszerrel, ahol I: TTM — £ egy tetszdleges projekcio arra a legszikebb £ invo-
lutiv disztribiciora, mely tartalmazza a horizontdlis alteret és a Berwald-gorbiilet képterét.

2.3.5. Tétel. [115, Theorem 5.] Legyen az M analitikus sokasigon S egy analitikus
spray, melyhez tartozo L disztribicidja requldris a v € TM eqy kérnyezetében. Az S
pontosan akkor Landsberg-metrizdlhatd a v eqy kérnyezetében, ha a 2.5.4 tételeben szerepld
eqyenletrendszerhez megadhato v-ben eqy pozitiv definit kezdeti érték.

Egy Finsler-metrika egyértelmtien meghatéirozza a hozza tartozé geodetikus sprayt, de
egy metrizdlhato S sprayhez tobb olyan metrika is tartozhat, melynek geodetikus sprayje
az S. Ezért a variacios szabadsagfokhoz hasonloéan [102]-ben bevezetjiikk az mg metri-
zalhatosagi szabadségfokot, mely megadja, hogy egy sprayhez hany kiilonboz6 metrika
tartozhat. Ez a holonémia disztribucié segitségével az alabbiak szerint hatarozhat6 meg:

2.3.6. Allitas. [102, Proposition 4.9] Legyen S egy metrizdlhatd spray, melyhez tartozd
pdrhuzamos eltolds requldris. Ekkor a metrizalhatosdgi szabadsdgfokra ms = codim Dy,.

10
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2.4. Specialis gorbiileti Finsler-metrizalhat6sag

A specialis (konstans, illetve izotrop) gorbiileti tulajdonsag extra feltételt ir el a kere-
sett metrikara, sziikitve a lehetséges megoldasok halmazat. Vizsgalataink eredményeként
kideriilt, hogy a konstans illetve skalar gorbiileti metrikdbol szarmazé sprayk illetve geo-
detikus egyenlet-rendszerek felismerhetdk, azaz megadhaté az ezeket karakterizalo felté-
telrendszer. Mivel zérus gorbiiletii spray esetén a lokalis metrizalhatésdgnak nincs obst-
rukcidja (lasd [97, 29, 115]), ezért itt csak a nemzérus gorbiiletl esetekre fokuszalunk.

Egy S spray izotrop gorbiileti, ha a Jacobi-endomorfizmusa & = pJ — a ® C' alaka.
Specidlisan egy izotrop gorbiiletd S sprayt gyengén Ricci-konstans illetve Ricci-konstans
gorbiiletiinek neveziink, ha teljesiil a Lsp = 0, illetve dpp = 0 feltétel.

2.4.1. Tétel. [99, Theorem 4.1] Pontosan akkor létezik olyan konstans nemzérus gor-
biletd Finsler-metrika, melynek a geodetikus sprayje egy adott S, ha az egy nemzérus
Ricci-gorbiiletd spray, melynek Jacobi-endomorfizmusa eleget tesz a

rankdd;(Tr @) =2n, 2(n—1)0—2(Tr®)J+d,;(Tr®) @ C=0, d,(Tr®) =0, (2.3)
feltételeknek.

2.4.2. Tétel. [99, Theorem 4.2] Legyen S eqy nemzérus Ricci-gorbiletd spray egy leg-
aldbb hdaromdimenzids M sokasdgon, melyre teljesil a (2.3) elsd, reqularitdsi feltétele. Ek-
kor S-re az aldbbi dllitasok ekvivalensek: i) Finsler-metrizdlhatd; ii) Finsler-metrizdlhatd
egy nemzérus skaldr gorbiletd Finsler-metrikaval; iii) Finsler-metrizdlhatd egy Einstein-
metrikdval; iv) Finsler-metrizdlhato egy nemzérus konstans gorbiletd Finsler-metrikdval;
v) Ricci-konstans gorbiletd.

A skalar gorbiileti metrikaval metrizdlhato sprayket az alabbi tétel jellemzi:

2.4.3. Tétel. [100, Theorem 3.1] Eqy S spray pontosan akkor metrizdlhatd eqy nemzérus
skaldr gorbiletd Finsler-metrikdval, ha S izotrop, p # 0, tovdbbd minden X € X(T M)
esetén Dypx(a/p) =0, valamint az Q = d(o/p) + 2igpa/p N\ o/ p 2-forma szimplektikus.

A tétel bizonyitasa egyben algoritmust is ad, melynek segitségével a sprayhez tartozo
skalar gorbiiletd Finsler-fiiggvény megkonstrualhato. Speciélis esetként a médszer alkal-
mas arra, hogy olyan metrikdkat talaljunk, melyek megoldésai Hilbert negyedik problé-
méajanak.

2.5. Projektiv Finsler-metrizilhatosag

Projektiv ekvivalensnek neveziink két sprayt, ha geodetikusaik egy iranyitastartd atpa-
raméterezés erejéig megegyeznek, azaz van olyan iranyitastartdé atparaméterezés, amely
az egyik spray geodetikusait a masik spray geodetikusaiba viszi at. Egy sprayt projektiv
metrizalhatonak neveziink, ha van olyan Finsler-metrika, melynek geodetikus sprayével
projektiv ekvivalens. A projektiv metrizalhatosag vizsgalatara tobb modszer, illetve meg-
kozelitési mod is alkalmas. A Helmholtz-feltételek vizsgalataval kaptuk az aldbbi ered-
ményt.

11
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2.5.1. Tétel. [97, Theorem 1.] Az S spray pontosan akkor projektiv metrizdlhatd, ha van
olyan szemibdzikus 1-forma 6 € AL(T M), melyre teljesiil, hogy is6 > 0, tovdbbd

rank (df) =2n—2, Lc0=0, d;0=0, d,0=0. (2.4)

A projektiv metrizalhatosag problémajat vizsgalhatjuk a Rapcsdk-egyenletek segit-
ségével is. Rapcsak Andras [75] cikkében megadta a projektiv metrizalhatosagot leird
masodrendd parcidlis differencidlegyenlet-rendszert. A homogenitasi feltételt is figyelem-
be véve ez nem méas, mint az 1-homogén Finsler-fiiggvényre vonatkozé Euler-Lagrange
PDE. Ennek alapjan azt gondolhatnénk, hogy a metrizalhatosidgot és a projektiv metri-
zélhatosagot leiro rendszer (azaz az Euler-Lagrange PDE kiegészitve a megfelels 2— illetve
1-homogenitasi feltétellel) vizsgalata hasonlo, és a projektiv metrizalhatosagra is a 2.3.1
tételhez hasonlé eredményt kaphatunk. A varakozassal ellentétben ez még sincs igy, és
a projektiv metrizalhatosag vizsgilata — kiilondsen azokban az esetekben, ahol a gorbii-
leti feltételeket is figyelembe kell venni — nagyon bonyolultta véalik. Ennek oka, hogy itt
magasabb rendi kompatibilitasi feltételek 1éphetnek fel.

Az els6 kompatibilitasi egyenletek a csatolt (nemlineéris) konnexiora ronak ki feltéte-
leket. Ezen feltételekkel kiegészitett rendszerre vonatkozik az alabbi

2.5.4. Tétel. [110, Theorem 4.6/ Az M sokasdigon adott S homogén spray kibévitett
Rapcesdk-rendszere pontosan akkor formdlisan integrdlhato, ha S izotrép gorbiiletd.

Kovetkezményként adodik, hogy analitikus esetben, ha a sokasag 2-dimenzids, vagy ha
a spray lapos illetve izotrop gorbiiletii, akkor az lokdlisan projektiv Finsler-metrizalhato.
A nem-izotrop esetben a gorbiiletre vonatkoz6 kompatibilitasi feltételekkel kiegészitett
Rapcsak rendszer megoldhatosagat kell vizsgalni. Erre vonatkozd eredményeink a [111]-
ben taladlhatok.

2.6. A geodetikus struktira projektiv merevsége

Finsler sokasdgok geometriai vizsgélata soran felmeriil az a természetes kérdés, hogy
mennyire merev a geodetikus struktira, azaz egy atparaméterezés, vagyis a geodetikus
spray projektiv transzformacioja soran megérzédnek-e bizonyos geometriai tulajdonsagok,
illetve mennyiségek. Ehhez kapcsolodoan vizsgaltuk, hogy bizonyos projektiv transzfor-
méaciok hogyan valtoztatjak meg a metrizalhatosigot, illetve a gorbiiletet.

Mivel a projektiv transzformacio soran felléps projektiv faktor egy 1-homogén fiigg-
vény, igy természetes vilasztasnak tiinik magét a geodetikus strukturat meghatarozo Fins-
ler fiiggvényt, illetve ennek nemzérus konstansszorosat valasztani. Az igy kapott projektiv
deforméci6 — azaz a megfelelGen atparaméterezett geodetikus struktira — metrizdlhatosa-
gara vonatkozik az alabbi tételiink:

2.6.1. Tétel. [98, Theorem 5.1] Legyen S az F Finsler-fiigguényhez tartozd geodetikus
spray. Ekkor majdnem minden A € R értékre az S =S — 2\F C projektiv deformdlt nem

Finsler-metrizdalhatd.

Ez az eredmény vildgosan mutatja a geodetikus struktira bizonyos éretelemben vett
merevségét, illetve azt, hogy minden spray projektiv osztalyaban végtelen sok nem metri-
zélhato spray talalhato. A 2.6.1 tétel altalanositja [95] konstans zaszlogorbiiletd esetekre
vonatkoz6 eredményeit.
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Altalanosabb eredmeényeket kapunk, ha a projektiv faktorrol csak annyit tételeziink
fel, hogy az a Finsler struktirara nézve egy holonomia invarians fiiggvény:

2.6.2. Tétel. [103, Theorem 1] Minden 1-homogén nemtrividlis holondmia invaridns fiigg-

vény és majdnem minden A € R konstans esetén az S Finsler spray S = § — 2APC
projektiv deformdcidja nem metrizdlhato.

A tétel bizonyitasabol kideriil, hogy csak nagyon specialis holonémia invarians fiigg-
vény és skaldrok esetén lehet az atparaméterezett struktira Finsler-metrizdlhato. Ha
{R1,...,Kkna} jeloli a Finsler-sokasag f6gorbiileteit (ezek lényegében a gorbiiletbdl szar-
maztathato Jacobi-endomorfizmus sajatértékei), akkor igaz az alabbi

2.6.7. Kovetkezmény. [103, Corollary 4.2] Legyen S egy (M, F') Finsler-sokasdg geo-
detikus sprayje és P egy nemzérus holondmia invaridns figgvény. Ha az S=8-2PC
projektiv deformdcid Finsler-metrizdlhatd, akkor P? + k; = 0 a Finsler-tér valamely k;
ie{l,...,n—1} fégorbiletére.

Igy ha a fégorbiiletek nemnegativak, akkor a Finsler-tér geodetikus struktrajanak
nincs metrizalhaté holonémia invarians projektiv deformacioja.

A sprayknek tekinthetjiik olyan specialis projektiv deformécioit is, melyek nem valtoz-
tatjak meg a gorbiiletet. Ezeket Funk-fiiggvényeknek nevezziik. Z. Shen [82, page 177|-ben
vetette fel a kérdést, hogy vajon létezik-e minden sprayhez nem-trivialis Funk-fiiggvény,
azaz gorbiilet-tarté projektiv deformacio. Erre vonatkozik az aldbbi eredmény :

2.6.8. Tétel. [101, Theorem 3.1] Konstans, nemzérus zaszlogorbiletd Finsler-metrikdnak
Funk-fiigguénye sziikségképpen konstans.

2.7. Invarians metrizalhatosag és projektiv metrizalha-
tOsag

Az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van egy Lie-csoport illetve geodeti-
kus orbit struktira kanonikus konnexi6janak invaridns Riemann-, illetve Finsler-metrizal-
hatdsidga és invaridns projektiv Riemann-, illetve projektiv Finsler-metrizdlhatosaga ko-
zOtt. A kérdés az, hogy az elvileg gyengébb invarians projektiv metrizalhatosaghol vajon
tudunk-e kovetkeztetni az er6sebb invaridns metrizalhatosagi tulajdonsagra.

2.7.4. Allitas. [96, Proposition 4.4] Egy Lie-csoport kanonikus sprayje pontosan akkor
mvarians Riemann-, illetve Finsler-metrizdalhato, ha invaridns projektiv Riemann-, illetve
Finsler-metrizdalhato.

Igaz tovabba az alabbi erdsebb tulajdonsag is:

2.7.5. Tétel. [96, Theorem 4.5] Egy Lie-csoport kanonikus sprayje pontosan akkor in-
varidns Riemann-metrizdlhalo, ha invaridns projektiv Finsler-metrizdalhato.

A tétel allitdsa az egyik irdnyban nyilvan trividlis, hiszen ha Riemann-metrizalhato,
akkor Finsler-metrizalhato, és igy projektiv Finsler-metrizalhat6 is. A megforditas egy-
részt hasznalja a 2.7.4 tételt, illetve Szab6 Zoltannak a Berwald-tipusi terek Riemann-
metrizalhatosagara vonatkozo eredményét [88].
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2.7.6. Koévetkezmeény. [96, Corollary 4.6/ Egy G Lie-csoport kanonikus sprayje ponto-
san akkor invaridns Riemann-, Finsler-, projektiv Riemann-, projektiv Finsler-metrizdlhato,
ha a G Lie-csoport g Lie-algebrdjin megadhato eqy olyan ( , ) belsd szorzat, melyre minden
a,a € g esetén teljesil az ([a,al,a) = 0 feltétel.

Erdekességként megjegyezziik, hogy annak ellenére, hogy a Lie-csoportok kanonikus
sprayje egy igen természetes balinvarians struktira, nem igaz, hogy ez mindig balinvarians
metrikabol lenne szarmaztathatd. Az 1.5 fejezetben talalhato példa olyan Lie-csoportra,
mely nem szarmaztathato variacios elvbél, igy ez természetesen nem is metrizalhato.
Erdemes azt is megemliteni, hogy ennek a balinvarians struktaranak még a metrizalhato-
sdga sem jelent automatikusan invaridns metrizalhatosagot. Erre jo példa a 3-dimenzios
Heisenberg-csoport, melynek kanonikus sprayje metrizalhato [40], de a 2.7.6 alapjan még-
sem szarmaztathaté invarians metrikabol.

Az alfejezet mésodik részében homogén terek geodetikus orbit strukturajat vizsgaljuk.
Legyen M egy Osszefliggd sokasig, melyen a GG Lie-csoport tranzitiven hat. Jelolje H az
0o € M ponthoz tartozo stabilizator részcsoportot és m : G — G/H a projekciot. Ekkor
M izomorf a G/H homogén térrel és az o € M-beli érint6tér izomorf a g/h-val, ahol
g, illetve b a G, illetve H Lie-csoportokhoz tartozo Lie-algebrak. Egy geodetikus struk-
tarat, sprayt, metrikat, Lagrange-fliiggvényt invaridAnsnak neveziink, ha ezek GG hataséval
szemben invariansak.

Egy o€ M-bol induld v geodetikust homogénnek vagy staciondriusnak neveziink, ha
van olyan X, € g, hogy a v a G-nek az {exptX, : t € R} egyparaméteres részcsoportja-
nak a palyéaja [89, 90]. Egy invarians geodetikus struktirat geodetikus orbit struktiaranak
(roviden g.o. strukturanak) neveziink, ha az o€ M pontbol indulé valamennyi geodetikusa
a fenti értelemben véve homogén. A g.o. strukturdkra igaz a 2.7.4 allitas altalanositasa:

2.7.9. Allitas. [96, Proposition 5.5] Egy g.0. spray pontosan akkor invaridns Riemann-,
letve Finsler-metrizdlhato, ha invaridns projektiv Riemann-, illetve Finsler-metrizdlhato.

Ha egy g.o. spray kvadratikus, akkor 2.7.5 allitdshoz hasonlbéan igaz az alabbi:

2.7.10. Tétel. [96, Theorem 5.6] [96, Corollary 4.6] Egy kvadratikus g.o. spray pontosan
akkor invaridns Riemann-metrizalhalo, ha invaridns projektiv Finsler-metrizdlhato.
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3. fejezet

Finsler-sokasagok holon6miajarol

3.1. Bevezetés

A Riemann- illetve Finsler-sokasagokon a gorbe menti parhuzamos eltolas a kanonikus
konnexiora vonatkozd kovarians derivalas, azaz egy differencidlegyenlet-rendszer segitsé-
gével definidlhato. A csatolt geometriai struktira — az E. Cartan altal bevezetett holono-
miacsoport — természetes moédon szarmaztathatd a zart gérbék mentén vett parhuzamos
eltolasok altal generalt transzformaciok csoportjaként.

Riemann-sokaségok kanonikus konnexiéja a Levi-Civita konnexi6, mely linearis és met-
rikus, aminek kovetkeztében a parhuzamos eltoldsok olyan lineéris transzforméaciok, me-
lyek megérzik a metrikat. Igy egy Riemann-sokasag holonémiacsoportja sziikségképpen az
ortogonalis csoport egy részcsoportja. Riemann esetben a holonémiacsoportok vizsgélata
kiemelt figyelmet kapott, és kival6 matematikusok — mint példaul M. Berger, D. Alek-
seevski, A. Gray, R.B. Brown, R.L. Bryant — munkijanak eredményeképpen méara ezek
teljes klasszifikacioja ismert.

Finsler esetben a kanonikus konnexié homogén (de altalaban nem lineéris) és megdr-
zi a Finsler-normat (de altaldban nem metrikus). A Riemann esethez képest a Finsler-
terek holonomiacsoportjarél meglepGen kevés informéacié all rendelkezésiinkre, és csak
igen specialis esetekben sikeriilt meghatarozni nem-Riemann tipust tér holonémiacso-
portjat. A legfontosabb eredmény Szabd Zoltantol szarmazik, aki [88]-ban megmutatta,
hogy minden Berwald-metrika (azaz olyan Finsler-metrika, melyhez tartozo kanonikus
konnexi6 linearis) esetén a sokasdgon megadhato olyan Riemann-metrika, melynek Levi-
Civita konnexioja megegyezik a Berwald-metrika kanonikus konnexiojaval. Igy speciali-
san minden Berwald-metrikdhoz létezik olyan Riemann-metrika, hogy a holon6miacso-
portjaik megegyeznek. Kozma Laszl6 megmutatta, hogy Landsberg-metrikék (azaz olyan
Finsler-metrikdk, melyhez tartozo kanonikus konnexié metrikus) esetén a holondémiacso-
port egy kompakt Lie-csoport, melynek elemei az indikatrixnak az indukélt Riemann-
metrikira vonatkozo izometriai [56, 57]. Homogén (nem-linearis) konnexiok holonomiajat
vizsgalva W. Barthelnél jelenik meg elGszor a holonomia algebra fogalma [13], majd ké-
s6bb P. Michor [69]-ben vizsgalta, hogyan lehet altalanos keretek kozott akar végtelen
dimenziés holonémiacsoportokat és holonémia-algebrakat leirni. Ennek alapjan kezdtiik
el vizsgalni a diffeomorfizmus-csoport részcsoportjanak érintGstruktiurajat [119], melynek
segitségével sikeriilt a Finsler-sokasagok holonémiajara vonatkozo 4j eredményeket elérni
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(cf. {108, 109, 120, 121, 122, 123, 124]). Ezeket az eredményeket mutatjuk be ebben a
fejezetben.

A 3.3 alfejezetben egy M sokasag diffeomorfizmus-csoportjanak részcsoportjahoz tar-
tozo érintd strukturat vizsgaljuk: a Diff (M )-nek egy tetszéleges G részcsoportjahoz be-
vezetjiik a G-t érinté vektormez6 fogalmat. Ezek halmazat T,G-vel jelolve megmutatjuk,
hogy 7,G egy Lie-részalgebra az M sima vektormezdSinek X(M) Lie-algebrajaban (3.3.3
tétel). Ennek kovetkeztében a T,G tetszGleges részhalmaza altal generalt Lie-algebra Lie-
részalgebra lesz T,G-ben, és igy valamennyi eleme rendelkezni fog az érinté tulajdonsag-
gal. Ez kiilonosen abban az esetben lehet érdekes, amikor a G-t érint§ két vektormezd
Lie-zaro6jele egy 1j irdnyt general, hiszen ekkor ebben az 1ij irdnyban is garantalni tudjuk
az érintési tulajdonsagot. Tovabbi fontos tulajdonsag, hogy amennyiben az M kompakt,
akkor a T,G exponencialis képét tartalmazza a G csoport Diff (M )-beli topologikus le-
zartja. Igy a T,G vizsgalataval értékes informaciot kaphatunk G lezartjarol, illetve magarol
G-r6l. A konstrukcié nemcsak a diffeomorfizmus-csoport részcsoportjaira, hanem tetszo-
leges (véges, vagy végtelen dimenzios) Lie-csoport részcsoportjaira is alkalmazhato.

A 3.4 és a 3.5 alfejezetekben a 3.3 alfejezet fogalmaira és eredményeire épitve a Finsler-
sokasagok holonoémiacsoportjanak és a fibralt holonémiacsoportjanak az érintéalgebra-
jat és ezek részalgebrait vizsgdljuk. Bevezetjiik a gorbiileti-algebra és az infinitezimalis
holonémia-algebra fogalmat, és megmutatjuk, hogy elemeik érintik a holonémiacsopor-
tot. Igy mind a gorbiileti-algebra, mind az infinitezimalis holonémia-algebra informacioval
szolgadlhatnak a Finsler-sokasag holonomiacsoportjarol.

A 3.6 alfejezetben megmutatjuk, hogy egy ketténél magasabb dimenziés nemzérus
konstans gorbiiletd nem-Riemann Finsler-sokasag gorbiileti algebrajanak a dimenzioja
nagyobb, mint az érintéterén hatod ortogondlis csoport dimenzidja, igy ebben az eset-
ben a holonémiacsoport nem lehet egy kompakt Lie-csoport. Adunk példat a 3-dimenzios
Heisenberg-csoporton egy olyan szingularis Berwald—Moor-tipusi Finsler-metrikara, mely-
nek gorbiileti algebraja végtelen dimenzios, ami azt mutatja, hogy ennek a térnek a holo-
nomiacsoportja nem lehet egy véges-dimenzios Lie-csoport. Ez az eredmény pozitiv vilaszt
ad S.S. Chern és Z. Shen kérdésére: "Van-e olyan Finsler-sokasdg, mely holonémiacso-
portja nem lehet egyetlen Riemann-sokasdg holondmiacsoportja sem ¢" [28, page 85|.

A 3.7 alfejezetben a konstans nemzérus gorbiiletii lokalisan stkprojektiv Finsler-sokasa-
gok holonomiacsoportjat vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy nem-Riemann esetben az infi-
nitezimalis holonémia-algebra nem lehet véges dimenzios. Az infinitezimalis holon6mia-
algebra holonémiacsoportot érinté tulajdonsiaga alapjan kapjuk, hogy egy konstans nem-
zérus gorbiiletii lokalisan sikprojektiv Finsler-sokasag holonémiacsoportjanak dimenzidja
pontosan akkor véges, ha a metrika Riemann-tipusi, vagy ha a Finsler-strukttura zérus
gorbiilet.

A 3.8 alfejezetben a konstans nemzérus gorbiileti lokalisan sikprojektiv egyszeresen
Osszefiiggd Finsler 2-sokasagok egy specidlis osztalyanak, valamint a konstans gorbiile-
td lokalisan sikprojektiv egyszeresen Osszefiiggd 2-dimenziés (nem Riemann) Randers-
sokasagoknak a holonomiacsoportjat vizsgaljuk. A vizsgalati modszerek és az eredmé-
nyek a két esetben igen hasonloak. Megmutatjuk, hogy ezen Finsler-feliiletek holon6émia-
csoportjanak a lezartja izomorft a kor irdnyitastartoé diffeomorfizmusainak csoportjaval,
azaz Diff$°(S')-gyel. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben a holonémiacsoport maxi-
malis. A kapott eredmény jelentGségét az adja, hogy ezek az els§ esetek, ahol végte-

16



dc 1714 19

len dimenzios Finsler holonémiacsoportot sikeriilt azonositani. Eredményeinkbél adodik,
hogy a standard Funk-metrika (ami konstans negativ gorbiiletii), illetve a Bryant—Shen-
féle Finsler-metrika (mely konstans pozitiv gorbiiletd [21, 85]) holon6miacsoportjanak
a lezartja izomorf Diff*(S')-gyel. Ami a Randers-tereket illeti, ezek elmélete azért kii-
l6ndsen érdekes, mert ezen metrikik talan a legszemléletesebb Finsler-metrikak, hiszen
Riemann-sokasagokon vett Zermelo navigacios probléméakbol szarmaztathatoak [11]. Mi-
vel egy Randers-norma nem mas, mint egy Riemann-norma egy 1-forméval deformélva,
ennek alapjan azt gondolhatnank, hogy a Randers-sokasagok és a Riemann-sokasagok ho-
lonémia tulajdonsigai hasonléak. A fentebb emlitett eredményeink azonban azt mutatjak,
hogy ez messze nincs igy.

A fejezet eredményei a [108, 109, 119, 120, 122, 123, 124] publikaciokban jelentek meg.

3.2. Alapfogalmak

Legyen (M, F') egy n-dimenzios Finsler-sokasag, amihez tartozé geodetikus sprayt jelolje
az S. A 2.2 alfejezetben bevezetett horizontalis disztribticibhoz tartozé horizontélis liftet
hasznalva bevezethetjiik a horizontélis kovaridns derivalast az alabbi formulaval: ha & =

=€/ (2, ) 65 X (1) = X1(w) 2, akkor V= (55 — GEES + Gl ) X9 2 A e [0.1] -
M gorbe menti X vektormez$ parhuzamos, ha teljesiil a V.. X = 0 feltétel. A szokasos
modon bevezethets a P.: T, M — T, M parhuzamos eltolds. Amennyiben a c kezd§ és
végpontja ugyanaz a p € M pont, akkor P.: T,M — T,M egy homogén, Finsler-normat
meglrzd transzformacio. Az ilyen P, transzforméaciot p-beli holonémia-transzformacionak,
az ezek altal generalt csoportot pedig holonémiacsoportnak nevezziik. Finsler (és igy a
Riemann esetben is) a homogenitas és a normatartds miatt a holonémia-transzformacio,

illetve a holonémiacsoport tekinthets az 7, := {y € T,M : F(y) = 1} indikatrixon:

3.2.1. Definicié. Az (M, F) Finsler-sokasdg p € M pontbeli holonémiacsoportja az 7,
indikatriz Diff>*(I,) diffeomorfizmus-csoportidnak azon Hol,(M) részcsoportja, melyet a
p-b6l indulo, szakaszonként sima, zdrt gorbék menti pdrhuzamos eltolisok generdlnak.

3.3. Diffeomorfizmus-csoport részcsoportjanak érinté Lie-
algebraja

Legyen G egy részcsoportja az M sima sokasag Diff (M) diffeomorfizmus-csoportjanak.
(Nem tételezziik fel, hogy G egy Lie-részcsoportja a Diff > (M )-nek.)

3.3.1. Definicié. [109, Definition 3.1 and 5.2/

— A Diff°(M) egy sima t — ¢, gorbéjét az X € X (M) vektormezd integralgorbéjének
nevezzik, ha @y = idy, és van olyan k € N, melyre minden p € M esetén a t — pi(p)
az X (p) vektor egy k-ad rendd integrdlgorbéje.

- Az X € X(M) vektormezd érinti a G C Diff (M) részcsoportot, ha van X -nek G-beli
integrdlgirbéje. A G-t érintd vektormezdk halmazdt T,G-vel jeléljiik.
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Az X € 7T,G pontosan akkor teljesiil, ha létezik ¢: I — Diff>°(M) diffeomorfizmusok
olyan 1-paraméteres sima csaladja, melyre ¢, € G, és valamilyen k € N-re

Opy A 0" oy

—— =0, ... —/——| =0, —| =X. 3.1
ot li=o oth=1 li=o 7 Otk li=0 (3.1)
3.3.3. Tétel. [109, Theorem 3.4] Ha G egy részcsoportja a Diff (M )-nek, akkor T,G
egy Lie-részalgebrdja X(M)-nek.

Yo = ZdMa

T.G-t a G részcsoport érintd Lie-algebrdjdinak nevezziik. Nyilvan tetszéleges 3 C T,G
esetén (X ). C 7,9, azaz a generalt Lie-algebra megérzi az érintési tulajdonsagot.

3.3.7. Tétel. [109, Theorem 3.10] Legyen M egqy kompakt sokasig, G C Diff*°(M)
részesoport, melynek a C™ topoldgidra nézve vett lezdrtjdt jeldlje G. Ekkor a T,G érintd
Lie-algebranak az exp: X(M) — Diff (M) exponencidlis leképezésre vonatkozd képe dltal
generdlt csoport a G eqy részcsoportja.

Megjegyezziik, hogy a részcsoportot érint6 Lie-algebra konstrukcioja tetszéleges (vé-
ges, vagy végtelen dimenzios) Lie-csoport részcsoportjaira is alkalmazhaté. Abban az
esetben, amikor G egy Lie-részcsoport, akkor a fent bevezetett 7,G a G-nek a szokasos
Lie-algebraja.

3.4. Fibralt holonémia-algebra és Lie-részalgebrai

Legyen (M, F') egy Finsler-sokasag. Fibralt holonomiacsoportnak nevezziik az (ZM, 7, M)
indikatrix nyaléb fibrummegtrzé ¢ diffeomorfizmusainak azt a Hol;(M) részcsoportjat,
melyre minden p € M esetén teljesiil, hogy ®, = ®|z, a p-beli Hol,(M) holonémiacso-
port eleme. A Hol;(M) fibralt holonémiacsoport a Diff > (ZM) egy részcsoportja. A fib-
rélt holonomiacsoport hol,(M) := To(Holr(M)) érints Lie-algebrajat fibralt holonomia-
algebranak nevezziik.

3.4.1. Tétel. [109, Theorem 4.2] A fibrdlt holonomia-algebra bol (M) egy Lie-részalgebrdja
X(ZIM)-nek.

Mivel a fibralt holonémiacsoport elemei fibrummegérzs diffeomorfizmusok, igy a hol (M)
elemei az indikatrixnyalab vertikalis vektormezGi lesznek.

3.4.3. Definicid. Egy £ € X(ZM) vektormezdt gorbiileti vektormezének nevezink, ha
van olyan X,Y € X(M), melyekre ¢ = R(X", Y"). A gorbiileti vektormezdk dltal generdlt
R Lie-algebrdt gorbiileti algebranak nevezziik.

Megmutathato, hogy minden gorbiileti vektormez6hdz konstrualhatd méasodrendd in-
tegralgorbe a fibralt holonémiacsoportban, ezért igaz az alabbi

3.4.4. Allitas. [109, Proposition 4.4]
1. A gdrbileti-algebra elemei érintik a Holp(M) fibrdlt holonomiacsoportot.
2. A gorbiileti-algebra egy Lie-részalgebrdja holy(M)-nek.
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3.4.6. Definicio. Eqy (M, F) Finsler-sokasdg hol* (M) infinitezimdlis holondmia-algebrdja
az indikdatriznyaldb sima vektormezdinek az a legszitkebb Lie-algebrdja, mely tartalmazza
a gorbuleti vektormezdket és zdart a horizontdlis Berwald derivdldsra nézve.

3.4.7. Allitas. [109, Proposition 4.7]
1. Az infinitezimdlis holonomia-algebra elemei érintik a fibrdlt holondmiacsoportot.
2. Az infinitezimdlis holondmia-algebra egy Lie-részalgebrdja hol,(M)-nek.

3.5. Holon6mia-algebra és Lie-részalgebrai

Legyen (M, F) egy n-dimenziés Finsler-sokasiag. Ekkor tetszéleges p € M pont esetén
az 7, indikatrix egy kompakt hiperfeliilet 7,,M-ben, igy a Diff*(Z,) diffeomorfizmus-
csoportja egy végtelen dimenziés Fréchet—Lie-csoport, melyhez tartoz6 Lie-algebra az 7,
sima vektormez@inek X(Z,) Lie-algebraja. Mivel a p-beli Hol,(M) holonémiacsoport egy
részesoportja a Diff °(Z,) diffeomorfizmus-csoportnak, igy a 3.3 alfejezet alapjan tekint-
het& a holonémiacsoport

hol,(M) = To(Hol,(M))

érint6 Lie-algebraja, melyet a Finsler-sokasidg p-beli holondomia-algebrdjinak neveziink.
A 3.3.3 tétel alapjan

3.5.1. Tétel. [109, Theorem 4.9] Egy (M, F) Finsler-sokasdg p-beli hol,(M) holondmia-
algebrdja az X(Z,) egy Lie-részalgebrdja.

A tovabbiakban a holonémia-algebra fontos Lie-részalgebraival, az adott pontbeli
gorbiileti-algebraval és pontbeli infinitezimalis holonémia-algebraval foglalkozunk. Mind-
kettd jelentGségét az adja, hogy konkrét Finsler-sokasdgok esetén ezen Lie-algebrik segit-
ségével a holonémiacsoportra vonatkozoé informéaciokhoz juthatunk.

3.5.4. Definici6. Legyen (M, F') egy Finsler-sokasdg és p € M. Ekkor a £ €X(Z,) egy p-
beli gorbiileti vektormezd, ha van olyan X,,Y, € T,M, melyekre ¢ = R(X" Y1), A p-beli

pr-p
gorbileti vektormezdk dltal generdlt R, Lie-algebrdt p-beli gorbiileti algebranak nevezziik.

A 3.4.3 és a 3.5.4 definiciokban bevezetett gorbiileti algebrak kozotti kapcsolatot az
M, = {¢|z, | € € R} adja. Ennek alapjan a 3.4.4 allitashol adodik az alabbi

3.5.5. Allitas. [109, Proposition 4.4] Az R, girbiileti-algebra elemei érintik a p-beli
holondmiacsoportot, igy a p-beli gorbileti-algebra egy Lie-részalgebrdja a hol,(M) holond-
mia-algebranak.

3.5.6. Definici6. Legyen (M, F') egy Finsler-sokasdg és p € M. Ekkor az I, indikatriz
sima vektormezdinek hol (M) = {f|zp | € € ho[*(M)} részalgebrdjdt a Finsler-sokasdg
p-beli infinitezimdlis holondmia-algebrdjanak nevezzik.

A 3.4.7 allitas alapjan adodik az alabbi
3.5.7. Allitas. [109, Proposition 4.7] A hol (M) infinitezimdlis holondmia-algebra egy

Lie-részalgebrdja hol,(M)-nek, elemei érintik a p-beli Hol,(M) holondmiacsoportot.
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Egy (M, F) Finsler-sokasag p € M pontjaban az indikatrix sima vektormezsinek Lie-
algebrajaban a bevezetett rész Lie-algebrak kozotti kapcsolat:

R,(M) C hol’(M) C hol,(M) C X(Z,). (3.2)

Megjegyezziik, hogy egy adott pontban a gorbiileti-algebra altalaban szigortian sztikebb,
mint az infinitezimélis holonémia-algebra, ugyanakkor el6fordulhat az is, hogy e két Lie-
algebra megegyezik. Erre adnak példat az olyan konstans, nemzérus gorbiiletd Finsler-
feliiletek, melyek Berwald-atlaggorbiilete zérus. Z. Shen [84]-ben az S?(C R?)-n, illetve
a D?*(C R?)-n megadott Randers-metrikdknak egy olyan l-paraméteres csaladjit, mely
konstans zaszlogorbiilet(, nem sikprojektiv és elting S-gorbiileti [84, Thm 1.1 and 1.2].
Ezen metrikak Berwald-atlaggorbiilete zérus, és barmely pontban a gorbiileti-algebra és
az infinitezimalis holonémia-algebra megegyezik.

3.6. Konstans gorbiiletti Finsler-sokasag

Legyen (M, F) egy n-dimenziés nemzérus, konstans gorbiileti Finsler-sokasag. Ekkor egy

p € M pontban a gérbiileti vektormezs R(X,Y)(y) = A&’ grm (y)y™"— igjm(y)ym)Xij%
alakd, ahol A € R, A # 0. Ezen vektormezdék altal generalt Lie-algebra a p-beli R,
gorbiileti-algebra. Riemann esetben a gorbiileti-algebra dimenzi6ja éppen "("2_1), és egy
n-dimenziés konstans, nemzérus gorbiileti Riemann-sokasag holonémia-algebrédja izomorf

az o(n) ortogonalis Lie-algebraval. Finsler esetre vonatkozik az alabbi

3.6.3. Tétel. [120, Theorem 12.] Legyen (M,F) egy n-dimenzids, nemzérus konstans
gorbileti Finsler-sokasdg, ahol n > 2. Ha p € M nem (szemi-)Riemann tipusi pont,
akkor dim R, > @

Kovetkezményként adodik, hogy egy n-dimenzios, nemzérus konstans gorbiiletii Finsler-
sokasag esetén dim R, = "1 akkor és csakis akkor teljesiil, ha n= 2, vagy ha a p € M
pont (szemi-)Riemann tipust. A gorbiileti-algebra holonémiacsoportot érinté tulajdonsa-
gat felhasznélva kapjuk az alabbi eredményeket:

3.6.5. Tétel. [120, Theorem 13.] Egy n > 2 dimenzids, nemzérus konstans gorbiiletd
(M, F) Finsler-sokasdg holonémiacsoportja pontosan akkor véges dimenzids kompakt Lie-
csoport, ha (M, F) egy Riemann-sokasdyg.

3.6.6. Tétel. [120, Theorem 1j.] A nem-Riemann tipusi n > 2 dimenzids, nemzé-
rus konstans gorbiiletd Finsler-sokasdg holonomiacsoportja nem lehet izomorf egyetlen
Riemann-sokasdg holonomiacsoportjdval sem.

3.7. Konstans gorbiiletli sikprojektiv Finsler-sokasagok

Egy D C R" tartoméanyon vett (D, F') Finsler-sokasagot sikprojektivnek neveziink, ha geo-
detikusai egyenesek. Egy (M, F') Finsler-sokasagot lokalisan sikprojektivnek neveziink, ha
minden p € M pont egy kornyezetében megadhato olyan x : U — R™ lokalis koordinata-
zés, hogy az F metrika altal az x(U) tartomanyon indukalt metrika sikprojektiv. Az ilyen
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koordinata-rendszert projektiv koordinata-rendszernek nevezziik. Egy lokalisan sikprojek-
tiv Finsler-sokasag geodetikus egyiitthatoi projektiv koordinata-rendszerben G'(z,y) =
= P(x,y)y" specidlis alaktak, ahol a P projektiv faktor egy 1-homogén fiiggvény az y val-
tozoban (cf. |28, p. 63]). A projektiv koordinatazas esetén 2-dimenzios sikok 2-dimenzios
totalgeodetikus részsokasagokat hataroznak meg. Igaz tovabbé, hogy a kanonikus konne-
xi6 pontosan akkor linearis, ha a projektiv faktor az y valtozéban linearis.

A célunk az, hogy karakterizaljuk mely esetben lehet véges illetve végtelen dimenzi-
6s a holonémiacsoport. Felhaszndlva a kovaridns derivilas sikprojektiv esetre vonatkozo
specialis Osszefliggéseit, a metrika kompatibilitasi feltételeit, valamint S. Lie eredményét
(cf. [1, Theorem 4.3.4]) belathat6 az alabbi

3.7.3. Allitas. [122, Proposition 3.2] Egy nem-Riemann tipusi konstans nemzérus gor-
biiletd sikprojektiv Finsler-feliilet infinitezimadlis holondmia-algebrdja végtelen dimenzids.

Az allitasbol adodik, hogy egy ilyen Finsler-sokasag holonémia-algebréja is sziikségkép-
pen végtelen dimenziés. A Finsler-sokasig total-geodetikus részsokasagainak geometriai
tulajdonsagait felhasznélva kapjuk az alabbi eredményt:

3.7.9. Tétel. /122, Theorem 3.6/ Egy egyszeresen dsszefiiggd, lokdlisan sikprojektiv, kons-
tans \ gorbiletd (M, F) Finsler-sokasdg holonomiacsoportja véges dimenzids, ha (M,F)
egy Riemann-sokasdg vagy X = 0. Amennyiben X\ # 0 és (M, F) nem-Riemann tipusi,
akkor a holonomiacsoport végtelen dimenzids.

A tétel nem hasznalja ki a Finsler-metrika pozitiv definit tulajdonsagat, csak a regulari-
tasat, igy szemi-Finsler-sokasagokra is igaz az allitas.

3.8. Finsler-feliiletek maximalis holonémiacsoporttal

Ha (M, F) egy 2-dimenzidés Finsler-sokasag, akkor egy tetszéleges p € M pontban az Z,
indikatrix diffeomorf az S egységkorrel, és a holonomiacsoport izomorf az S! diffeomor-
fizmus-csoportjanak egy részcsoportjaval. Egyszeresen Osszefiiggé Finsler-feliiletek esetén
a holonémiacsoport sziikségképpen iranyitastarto, igy a Hol, (M) izomorf az egységkor ira-
nyitastarto diffeomorfizmusainak, azaz Diff °(S')-nek egy részcsoportjaval. Ennek alapjan
egy egyszeresen Osszefiiggs Finsler-feliilet holonémiacsoportja maximaélis, ha a topologikus
lezartja megegyezik a Diff°(S')-gyel.

A Diff°(S") diffeomorfizmus-csoport Lie-algebraja az X(S'), melyben Fourier algeb-
rdanak nevezziik azon f% alaki vektormezék F(S!) rész Lie-algebréajat, ahol f(t) egy véges
Fourier-sor, azaz egy Fourier-polinom. A Fourier algebra exponenciélis képének topologi-
kus lezartja altal generalt csoport a Diff °(S!).

3.8.2. Allitas. /123, Proposition 5.1] Ha az egyszeresen dsszefiiggd (M, F) Finsler-feliilet
egy p € M pontjdban a hol (M) infinitezimdlis holondmia-algebra tartalmazza az F(Sh)
Fourier-algebrdt, akkor a holonémiacsoport topologikus lezdrtja izomorf a Diff$°(S*)-gyel.

Az allitast felhasznélva bizonyithato a
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3.8.3. Tétel. [123, Theorem 5.2] Legyen (M,F) eqy egyszeresen osszefiiggd sikprojek-
tiv, konstans nemzérus gorbiletd Finsler-feliilet. Teqyiik fel, hogy van olyan p € M pont,
melyben az indukdlt Minkowski norma megegyezik az euklideszi normdval, azaz F(p,y)=
= |lyll, és a projektiv faktor eleget tesz a P(p,y) = cl|ly|| feltételnek, ahol ¢ # 0. Ekkor a
p-beli holonomiacsoport lezdartja megegyezik az eqységkor wrdnyitdstarto diffeomorfizmus-
csoportjdval, azaz Hol,(M) = Diff*(S").

Amennyiben a tétel feltételeit egy Finsler-feliilet teljesiti, akkor annak a holonémia-
csoportja maximalis. Erre az esetre konkrét példdkat ad az alabbi tétel, mely els6ként ir
le végtelen dimenziés Finsler-tipusi holonémiacsoportot.

3.8.4. Tétel. [123, Theorem 5.3] A standard Funk-metrikdinak, tovabbd a Bryant—Shen-
féle gombi metrikdknak a holondomiacsoportja mazimdlis, azaz a topologikus lezdrtja meg-
eqyezik a kér iranyitdstarto diffeomorfizmus-csoportjdval.

Z. Shen [86]-ban megadta a sikprojektiv Randers-sokasagok klasszifikaciojat. Megmu-
tatta, hogy minden sikprojektiv konstans nemzérus gorbiiletdd Randers-sokasag negativ
gorbiilett, és ezen metrikak egy konstans faktor segitségével atskaldzhatok tgy, hogy a
gorbiiletiik A = —1/4 legyen. Ebben az esetben az (M, F') izometrikusan leképezhets azon
Finsler-sokasagba, melyet az

Fa(x,y):¢|y12—<|xr2|y12—<x,y>2>+6(<x,y> Y

1—|z|? 1—|z2 14 {(a,x)

Finsler-fiiggvény definial a D™ C R™-n, ahol € = £1 és a € R” valamilyen konstans vektor,
melyre ||a|| < 1. Erre a metrikira vonatkozik az alabbi

3.8.5. Allitas. [108, Proposition 1.] Ha a # 0, akkor a (D?, F,) Finsler-feliilet holond-
miacsoportja mazimdlis, azaz a holondmiacsoport lezdrtja izomorf Diff$°(S)-gyel.

Z. Shen klasszifikacios eredményét hasznalva kapjuk az alabbi tételt:

3.8.6. Tétel. [108, Theorem 3.] Eqy egyszeresen dsszefiiggd nem-Riemann tipusi sik-
projektiv konstans nemzérus gorbiletd Finsler-felilet holondmiacsoportja mazximdlis, azaz
lezdrtja izomorf Diff$°(S)-gyel.

A tétel alapjan igazolhato a Randers-feliiletek holonémisjira vonatkozo eredmény:

3.8.7. Kovetkezmény. [108, Corollary 4.] Eqy egyszeresen dsszefiiggd sikprojektiv, kons-
tans X gorbiletd Finsler-feliilet holonomiacsoportja

— {id} trividlis csoport, ha A =0;
— SO(2) csoport, ha X # 0 és a metrika Riemann-tipusi;

— Diff*(S') esoport, ha A # 0 és a metrika nem-Riemann tipusi.
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4. fejezet

Sikbeli 3-szovetek lineariziAlhatosaga

4.1. Bevezetés

Legyen M egy 2-dimenzi6s valds, vagy komplex sokasdg. A D C M nyilt tartomanyon
adott 3-szovet nem més, mint harom, egymashoz viszonyitva altalanos helyzetd sima gor-
békbdl all6 folidzas. Adott W és W 3-szivetek ekvivalensek, ha van olyan diffeomorfizmus,
melyre igaz, hogy W képe a W lesz. Adott W és W 3-szdvetek lokalisan ekvivalensek pE
€ M-ben, ha van olyan lokalis diffeomorfizmus a p egy kérnyezetében, melyre igaz, hogy
W képe a W.

Egy 3-szovetet linearisnak (illetve parhuzamosnak) neveziink, ha a harom foliazas
mindegyike egyenesekbdl (illetve parhuzamos egyenesekbdl) all. Egy 3-sziovetet linearizal-
hatonak (illetve parallelizalhatonak) neveziink, ha ekvivalens egy linearis (illetve parhuza-
mos) 3-szovettel. A 3-szoveteknek mind a linearizalhatosaga, mind a parallelizalhatosaga
igen érdekes geometriai probléma. 1924-ben H. Graf és W. Sauer bebizonyitott egy tételt,
mely a szovetgeometria nyelvén tgy fogalmazhaté meg, hogy egy linearis W szévet pon-
tosan akkor parallelizalhato, ha van olyan harmadfoku algebrai gorbe, melyhez asszocialt
szovet a W, azaz a folidzasok gorbéi a harmadfoka gorbe érintGegyenesei [16, p. 24].

A 3-szdvetek linearizalhatdsiga egy igen természetes, de korantsem trivialis probléma.
T.H. Gronwall 1912-ben fogalmazta meg a sejtést, miszerint egy linearizalhat6 de nem pa-
rallelizdlhato sikbeli 3-szovet — projektiv transzformécié erejéig — legfeljebb egyféleképpen
linearizalhato, azaz legfeljebb egy olyan diffeomorfizmus van, mely a kérdéses 3-szovetet
egy linearis 3-szovetbe viszi at. G. Bol javasolt egy megoldasi modszert, hogyan lehet a
linearizalhatosag kritériumat meghatarozni [17], de a szaimolasokat nem tudta végigvinni.
Bol megmutatta, hogy azon projektiven nem ekvivalens linearis 3-szévetek szama, melyek
ekvivalensek egy nem parhuzamosithato lineédris 3-szovettel, kisebb mint 17. 1973-ban
M.A. Akivis egy moszkvai tudoméanyos el6adésan a linearizalhatosag problémajat a Chern-
konnexio6 segitségével tjrafogalmazta. Ebben a megkdzelitésben a linearizalhatésag prob-
léméja az affin deforméacios-tenzorra vonatkoz6é nemlinearis parcialis differencidlegyenlet-
rendszer megoldhatosagara vezethetd vissza. Akivis gondolatmenetét kvetve V.V. Gold-
berg [42]-ben meghatéarozta az egyenletrendszer elsé integralhatosagi feltételeit.

2001-ben az Akivis altal javasolt parcidlis differencidlegyenlet-rendszer tovabbi vizs-
galataval [106]-ban sikeriilt meghataroznunk a linearizalhatosag teljes feltételrendszerét.
Megmutattuk, hogy a linearizdlhaté de nem parhuzamosithaté 3-szévetek esetében min-
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den p € M ponthoz megadhatd a vektorértékd szimmetrikus tenzorok egy A, C SQT; ®
® T, algebrai részsokasaga, melyre igaz, hogy az affin deforméacios tenzor az S*T* @ T-
nek egy olyan szelése, melynek értékei A-beliek. Az A-t meghatarozza a 3-szévet Chern-
konnexidja. A polinomok fokszamabol kovetkezik, hogy legfeljebb 15 kiilonb6z6, nem pro-
jektiv ekvivalens linearizacioja lehet egy nem parhuzamosithatoé sikbeli 3-szévetnek. A
feltételrendszer segitségével konkrét szovetek esetén eldonthets, hogy az linearizdlhato-e
vagy sem. Az A-t meghatérozé polinomok megtalalhatok [107]-ben.

A polémia. 2006-ban V.V. Goldberg (a szévetgeometria elismert szaktekintélye, sza-
mos szovetgeometriai kényv és tudomanyos cikk szerzéje) és V.V. Lychagin (a parcialis
differencidlegyenlet-rendszerek nemzetkozi szaktekintélye, az Orosz Tudomanyos Akadé-
mia tagja) szintén a 3-szovetek linearizalhatosagat vizsgalta, de [44] eredményei eltértek
a [106]-ban leirt eredményeinktsl. Cikkiikben — anélkiil, hogy allitasaikat érvekkel alé-
tdmasztottdk volna — azt allitottdk, hogy a 3-szdvetek linearizdlhatésdgara vonatkozo
feltételrendszeriink hidnyos, illetve hibéas ([43, p.171] és [44, p.70]). Mivel vannak olyan
esetek, ahol a [106] és a [44] ellentétes eredményt ad, ez azt mutatja, hogy a linearizaciora
adott egyik feltételrendszer biztosan hibds. Ez bizonytalansagot okozott ezen a teriileten
(lasd példaul [2, p.2], [3, p.2], [19, p.30], [94, p.40]).

Déntd példa. A [106] és a [44] feltételeinek kozvetlen Gsszehasonlitidsa nem egysze-
rii. Bar a gondolatmenet mindkét esetben hasonld, az eszkozok kiilénboznek, tovabba a
Chern-konnexié kovarians illetve parcidlis derivaltjait tartalmazé formulédk igen hossztaak
és bonyolultak. Igy az egyik, illetve masik elmélet helyességét illetve hibajat nehéz megmu-
a két elmélet ellentétes eredmeényt ad: [106] feltételei szerint ez a szovet linearizalhato, mig
[44] szerint nem (lasd. [106, p.2653| és |44, p.171]). [116]-ban sikeriilt megmutatnom, hogy
létezik a kérdéses 3-szovethez a megfelel6 tulajdonsédgokkal rendelkezd affin deforméacios
tenzor, igy a szovet linearizalhato. A [117] direkt modon bizonyitja a szovet linearizal-
hatosagat — igy téve egyértelmiivé, hogy a [106] eredményei helyesek, a [44] eredményei
pedig hibasak.

4.2. Alapfogalmak

Legyen W a paronként transzverzalis iranya {Fi, Fa, F3} folidzasok altal meghatéro-
zott sima 3-szovet az M sokasdgon. A {Fy, Fo, F3} folidzasokat rendre horizontalisnak,
vertikalisnak és transzverzalisnak nevezziik és az érinté altereiket rendre T", TV és T* fogja
jelolni. Egy 3-szovet megadasa ekvivalens egy (1,1)-tipust {h,j} tenzorpar megadasaval,
melyek eleget tesznek az alabbi feltételeknek:

1. i =h, > =1id,

2. jh = vy, ahol v :=id — h,

3. Kerh, Imh, és Ker(h + id) integralhato disztribiciok.

Minden 3-szévethez egyértelmten 1étezik egy olyan V lineéris konnexid, mely eleget tesz
aVh =0,Vj=0¢é T(hX,vY) =0, VXY € TM, feltételeknek, ahol T a V kon-
nexio torzidja. V-t a 3-szévethez tartozdé Chern-konnerionak nevezziik [70]. A W szovet
linearizalhato, ha van olyan zérus gorbiiletdd V’ linearis konnexié M-en, mely megdrzi a
szovetet. Egy (1,2)-tipust szimmetrikus L tenzormezst prelinearizdcionak neveziink, ha

24



dc 1714 19

a VLY = VxY + L(X,Y) konnexi6 megérzi a szdvetet, azaz a foliazas elemei a VEi-re
nézve autoparallel részsokasagok. A prelinearizaciok halmazat E-vel jeloljiik. Lineariza-
cibnak neveziink egy L prelinearizaciot, ha a V¥ konnexi6 gorbiilete zérus. Egy L € F
prelinearizaciot jellemezhetiink az

o(X,Y) = L(hX,hY), y(X,Y)=jL(jhX,jhY), =(X,Y)=hL(hX,jhY),

tenzorokkal. Hasznéljuk tovabbé a jelolést, miszerint az x* az (1,3)-tipust tenzor, melyre
22 (X,Y,7) = x(x (hX, hY), hZ). Hasonl6 értelemben hasznaljuk az xy, 3, ... jelolése-
ket. Az egyszerisités érdekében az als6 indexek egy adaptalt bazisra vonatkoz6 kovariédns
derivalast jelentenek. Ennek kdvetkeztében a felcserélési formuldknal megjelenik a gorbii-
leti tenzor. Bevezetjiik az s := 2z —y és t := %(x + y — 2z) tenzorokat a szamitas egy-
szertisitése érdekében. A prelinearizaciok F tere az { s,t, z }-vel generalhato 3-dimenzios
vektornyalab M-en. Az s-et az L bdzisdnak nevezziik. Az L és L' prelinearizacioé pontosan
akkor projektiv ekvivalens, ha s = 5.

4.3. A linearizilhatosag feltétele

A sikbeli 3-sz6vetek linearizalhatosaganak a probléméja egy parcidlis differencidlegyenlet-
rendszer megoldhatosiganak a vizsgalatara vezethets vissza. Legyen F := A?T* @ T és
definialjuk a prelinearizéciok terén a P;: E — F' differencidloperatort a

(PLL)(X,Y, Z)=(Vx L)Y, Z)—=(Vy L)(X, Z)+L(X, L(Y, Z))= L(Y, L(X, Z))+ R(X, Y ) Z

formulaval, ahol R a Chern-konnexié gorbiiletét jeldli. Az L prelinearizacié pontosan ak-
kor linearizaci6, ha megoldasa Pj-nek. Az s,t,z tenzorokra ez egy elsérendd parciélis
differencidlegyenlet-rendszert ad, melyek kompatibilitasi feltétele az

(4.1)
S11 = 2521 — 2882 + 881 + Rs + Rl,

{322 = 2591 — §S9 + 2551 + Rs + Ro,
P, =
masodrendii differencidlegyenlet-rendszer, melyben meglepd médon a Chern-konnexié mel-
lett csak az s, azaz a projektiv invarians bazis tenzor és annak kovarians derivaltjai jelen-
nek meg. A Spencer-sorozatokat vizsgalva adodik a

4.3.2. Allitas. [107, Proposition 4.2.] A Py nem 2—aciklikus, azaz magasabb rendd pro-
longdltakndl ij kompatibilitdsi feltétel megjelenése vdrhato.

A megfelel6 prolongélas és kompatibilitasi feltételek vizsgélata alapjan adodik, hogy
amennyiben a 3-szévet Chern-konnexidja zérus gorbiiletii, azaz parallelizalhato, akkor
barmely prelinearizaci6 lokdlisan kiterjesztheté egy linearizaciova. Ez az eredmény 0Ossz-
hangban van azzal a jol ismert ténnyel, hogy parallelizdlhaté sikbeli 3-szovetek esetén
léteznek olyan linearizaciok, melyek nem projektiv ekvivalensek. Abban az esetben, ha a
Chern-konnexié nem zérus gorbiileti — azaz a 3-szovet nem parallelizalhatoé — a parcialis
differencidlegyenlet-rendszer megoldhatosaganak tovibbi vizsgalataval adodik az alabbi
eredmény :
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4.3.5. Tétel. [107, Theorem 5.1] A Chern-konnexid és annak legfeljebb hatodrendd de-
rivdltjai segitségével megadhatok az s projektiv invaridnsra olyan Q,...,Q7 polinomok,
hogy eqy nem parallelizdlhato 3-szévet pontosan akkor linearizdlhato, ha ezen polinomok-
nak van kozos zérushelye. Ekkor minden olyan p € M és Ly € E, prelinearizdcio esetén,
melynek s, bazisa A = {Q; = 0]i = 1,...,7}-beli, létezik olyan L linearizdcid, melyre
L, = Ly.

Az A-t definidl6o polinomok vizsgilatabol adodik az alabbi

4.3.6. Tétel. [107, Theorem 5.2] Egy nem parallelizdlhato 3-szévetnek legfeljebb 15 nem
projektiv ekvivalens linearizdcioja lehet.

T.H. Gronwall altal 1912-ben megfogalmazott sejtés |47|, miszerint egy linearizalhato
de nem parallelizalhaté 3-szovet a sikon — projektiv transzformaciok erejéig — legfeljebb
egyféleképpen linearizalhatd a fenti eredmény alapjan azt jelenti, hogy nem parallelizal-
haté 3-szovetek esetén a @)y, ..., Q7 polinomok legnagyobb k6zos osztojanak a fokszama
legfeljebb 1.

4.4. A vitatott 3-szovet és linearizacioja

2006-ban jelent meg a [44] cikk, melyben V.V. Goldberg és V.V. Lychagin 3-szovetek
linearizalhatosagat vizsgalta. Eredményeik eltértek a [106] eredményeitsl. Cikkiikben azt
allitottak, hogy 3-szovetek linearizalhatosagara vonatkozo feltételrendszeriink hianyos, il-
letve hibas (|43, page 171] és |44, page 70]) anélkiil, hogy allitasaikat érvekkel aldtamasz-
tottdk volna. A meglehetfsen agressziv kritikdjuk igazolasara az aldbbi 3-szdvetet adtak
példaként, melyben a W szovetet definidlé harom gorbesereg:

x = const, y = const, (x+y)e ™ = const. (4.2)

E konkrét példa szerepelt a [106]-os cikkiinkben, melyben a 4.3.5 tétel alapjan azt az ered-
ményt kaptuk, hogy a kérdéses 3-szovet linearizalhato, viszont V.V. Goldberg és V.V. Ly-
chagin késébbi eredményei alapjan a kérdéses szovet nem linearizalhato. A vitatott 3-
szovet vizsgalatanak szentelt [116] cikkben részletesen megvizsgalom a linearizalhatosag
feltételét, bizonyitom az L affin deformécios tenzor létezését és megadom azt a VL gorbii-
letmentes linearis konnexiét, mely megérzi a szévetet. Az eredmények igazoljak a szovet
linearizalhatosagat.

A kérdéses 3-szovet linearizalhatosdganak igazolasara van egy direkt bizonyitas is,
mely konkrétan megadja a linearizalo diffeomorfizmust. Az z = f(z,y), y = y altal
meghatéarozott transzformacio ugyanis linearizélja a 3-szévetet, ami alatamasztja a [107]
allitasait. Ezt az eredményt kivalo francia kollégadm, J.-P. Dufour kiildte meg levelezésiink
Soran.
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