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El®szó

Geometriai vizsgálatok során igen gyakran találkozhatunk olyan problémákkal, melyek
megoldása, illetve megoldhatósága di�erenciálrendszerek (közönséges di�erenciálegyenle-
tek, parciális di�erenciálegyenletek és egyenletrendszerek, illetve egyenl®tlenségek) vizs-
gálatára vezethet® vissza. A disszertációban ilyen problémákra vonatkozó eredményein-
ket mutatjuk be. Ismertetjük a

1. variációszámítás inverz problémájára,

2. metrizálhatósági és projektív metrizálhatósági problémákra,

3. Finsler-típusú terek holonómiájára,

4. síkbeli 3-szövetek linearizálhatóságára

vonatkozó eredményeinket. A fenti problémák mindegyike igen régóta, több évtizede,
vagy akár egy évszázada vizsgált klasszikus geometriai probléma, melyek jelenleg is a
kutatások aktív területei és melyekben kiváló matematikusok értek, illetve érnek el ered-
ményeket. Hogy csak néhány nevet említsünk a kezdeti id®kb®l: a variációszámítás inverz
problémájára vonatkozó els® eredmények 1887-b®l H. Helmholtz nevéhez f¶z®dnek, aki
szükséges és elégséges feltételt adott a megoldhatóságra az általa bevezetett variációs
multiplikátor segítségével. A metrizálhatóság és a projektív metrizálhatóság problémája
szorosan köt®dik a variációszámítás inverz problémájához, és speciális esetként magában
foglalja D. Hilbert nevezetes negyedik problémáját, azaz azon metrikák meghatározását
és jellemzését, melyek geodetikus vonalai egyenesek. A síkbeli 3-szövetek linearizálha-
tóságára vonatkozó probléma mára már több mint száz éves, hiszen T.H. Gronwallnak
a linearizálható de nem parallelizálható síkbeli 3-szövetekre vonatkozó sejtése 1912-b®l
származik. A holonómia fogalmát É. Cartan vezette be 1926-ban és a Finsler-terek ho-
lonómiájára vonatkozó els® eredmények Szabó Zoltán nevéhez f¶z®dnek, aki 1981-ben
megadta a Berwald-típusú Finsler-terek holonómia struktúráját.

A fenti négy terület mindegyike nemcsak klasszikus, hanem � ahogyan az e témákra
vonatkozó publikációkból is kiderül � a mai napig nemzetközi szinten intenzíven ku-
tatott problémái a geometriának. Ezen négy területen elért eredmények szerepelnek a
disszertáció négy fejezetében.

A Tézisek szerkezete megegyezik a Disszertáció szerkezetével : az egyes fejezetek és
alfejezetek számozása azonos, az irodalomjegyzék a két m¶ben megegyezik. Annak ér-
dekében, hogy a Disszertációban, illetve a Tézisfüzetben szerepl® eredmények könnyen
beazonosíthatók legyenek, azok az eredmények, melyek a Tézisfüzetben számozott for-
mában jelennek meg, ugyanazt a számot kapták, mint a Disszertációban. Ugyanakkor a
Tézisfüzetben a kompaktabb megfogalmazás érdekében nem számozott formában jelenik
meg az összes eredmény, így el®fordul, hogy a számozás nem folyamatos.
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Az értekezés tézisei

1. Tézis. Megadjuk a variációs multiplikátorra vonatkozó algebrai feltételek
széles rendszerét és meghatározzuk homogén sprayk 2-homogén variáci-
ós szabadságfokát, karakterizáljuk Lie-csoportok kanonikus struktúrájának
variációs tulajdonságát.

2. Tézis. Megadjuk a Finsler- és Landsberg-metrizálhatóság feltételét, ka-
rakterizáljuk a konstans és a skalár görbület¶ Finsler-metrizálhatóságot,
valamint Lie-csoportok illetve geodetikus orbit struktúrák invariáns met-
rizálhatóságát és projektív metrizálhatóságát.

3. Tézis. A di�eomor�zmus-csoport részcsoportjaihoz tartozó érint® Lie-al-
gebra bevezetésével új módszert adunk a di�eomor�zmus-csoport részcso-
portjainak vizsgálatára, melyet sikeresen alkalmazunk Finsler-sokaságok
holonómiacsoportjának vizsgálatában.

4. Tézis. Megmutatjuk, hogy a Riemann- és Finsler-sokaságok holonómia-
struktúrája nagyon eltérhet egymástól azonosítva olyan Finsler-felületeket,
melyek holonómiacsoportja maximális, azaz lezártja izomorf a kör irányí-
tástartó di�eomor�zmus-csoportjával.

5. Tézis. Karakterizáljuk a véges illetve végtelen dimenziós holonómiacso-
portú konstans görbület¶ síkprojektív Finsler-sokaságokat és megadjuk a
konstans görbület¶, síkprojektív Randers-felületek holonómiacsoportjait.

6. Tézis. Megadjuk a síkbeli 3-szövetek linearizálhatóságának feltételét és
megmutatjuk, hogy egy nem parallelizálható 3-szövet esetén legfeljebb 15
különböz® linearizáció létezhet.
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1. fejezet

A variációszámítás inverz problémája

1.1. Bevezetés

A variációszámítás inverz problémája egy igen régi, mintegy 100 éve vizsgált klasszi-
kus probléma. A cél az, hogy karakterizáljuk azon másodrend¶ közönséges di�erenciál-
egyenlet-rendszereket, melyek variációs problémából származtathatóak. E témában az els®
eredmények H. Helmholtz nevéhez köt®dnek, aki 1887-ben megmutatta, hogy a Lagrange-
függvényre vonatkozó Euler�Lagrange másodrend¶ parciális di�erenciálegyenlet-rendszert
helyettesíteni lehet az úgynevezett variációs multiplikátorra felírt, algebrai egyenleteket
és egyenl®tlenséget, valamint els®rend¶ parciális di�erenciálegyenleteket egyaránt tartal-
mazó di�erenciálrendszerrel, melyet ma a szakirodalom Helmholtz-feltételeknek nevez
[5, 61, 78].

A variációszámítás inverz problémájának témájában az els® igazán komoly eredménye-
ket a Fields-díjas J. Douglas érte el a Helmhotz-feltételek integrálhatóságának vizsgála-
tával. A Riquier-féle elméletet felhasználva [36]-ban megadta a kétdimenziós sokaságokon
a variációs sprayk klasszi�kációját. Ahogy azt Douglas cikke is világosan mutatja, még
ez az alacsony dimenziós eset is igen bonyolult, mert számos obstrukció, integrálhatósági
feltétel jelenik meg a számolás során. Éppen ezért igen nehéz feladat Douglas eredményeit
magasabb dimenzióra általánosítani, hiszen a túldeterminált Helmholtz-rendszer integ-
rálhatósági feltételeinek a száma jelent®sen növekszik. Így természetesen nem meglep®,
hogy magasabb dimenziós esetekben a problémának általában nincs reguláris megoldása.
Az 1980-as évekt®l kezd®d®en több kutatóm¶hely is aktívan foglalkozik a variációszámítás
inverz problémájával, melynek mára kiterjedt irodalma van [5, 6, 25, 34, 59, 61, 78, 79, 80].
Érdemes megjegyezni, hogy ezekben a publikációkban a szerz®k, Douglashez hasonlóan,
a Helmholtz-rendszer vizsgálatával értek el eredményeket. A [104, 105] viszont Douglas
módszerét®l egészen eltér® megközelítésben és új eszközökkel vizsgálja a problémát. En-
nek lényege, hogy a variációs multiplikátorra vonatkozó Helmholtz-feltételek helyett az
Euler�Lagrange parciális di�erenciálegyenlet-rendszert tekinti kiindulási pontnak. Mivel
az ismeretlen nem a variációs multiplikátor, hanem maga a reguláris Lagrange-függvény,
így az algebrai feltételek és els®rend¶ parciális di�erenciálegyenleteket tartalmazó rend-
szer helyett egy másodrend¶ parciális di�erenciálegyenlet-rendszer megoldhatóságát kell
vizsgálni. A megközelítési mód mellett a felhasznált eszközök, a di�erenciálformák derivá-
cióinak Frölicher�Nijenhuis-féle elmélete és a Spencer�Goldschmidt-féle integrálhatósági
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elmélet is újdonság volt ezen a területen. Az új szemléletmód és eszközök segítségével az
eredményeket sikerült természetes módon származtatni, és invariáns, koordinátamentes
formában megadni.

A disszertáció 1.2 alfejezetében találjuk azon legfontosabb fogalmakat és jelöléseket,
melyek szükségesek a dolgozat els® fejezetének megértéséhez.

Az 1.3 alfejezetben vizsgáljuk a variációszámítás inverz problémájának megoldásakor
fellép® parciális di�erenciálegyenlet-rendszerek integrálhatósági feltételeiben megjelen®
tenzorok algebrai struktúráját. Megmutatjuk, hogy az integrálhatósági feltételek meg-
határozásánál megjelenik a görbületi tenzor és ennek szemibázikus deriváltjai, valamint
a másodrend¶ közönséges di�erenciálegyenlet-rendszerhez tartozó AS gradált Lie-algebra
elemei. Ennek szerepe különösen magasabb dimenziós esetekben jelent®s, hiszen az adott
sprayhez tartozó gradált Lie-algebra meghatározásával az esetek többségében a lehetséges
energiafüggvényekre kapott megszorítások egyszer¶en számíthatók, és sok esetben a spray
variációs elvb®l való származtathatósága kizárható.

Az 1.4 alfejezetben vizsgáljuk, hogy egy adott spray esetén hány különböz® variációs
elv létezik és melyek azok a geometriai mennyiségek, melyek ismeretében ez meghatároz-
ható. Vizsgálataink során arra a speciális esetre fókuszáltunk, amikor a keresett Euler�
Lagrange-függvény 2�homogén, hiszen a Riemann- illetve a Finsler-geometriában, továbbá
a relativitáselméletben a geodetikusokat meghatározó energiafüggvény ilyen típusú, így
ennek az esetnek a vizsgálata különösen indokolt.

Magasabb dimenzióban olyan eseteket érdemes vizsgálni, ahol a spray valamilyen spe-
ciális geometriai tulajdonsággal rendelkezik. A lapos és izotróp görbület¶ spraykre vo-
natkozó eredmények megtalálhatók a [104, 105]-ben. Az 1.5 alfejezetben Lie-csoportok
kanonikus geodetikus struktúráját, azaz az 1-paraméteres részcsoportok és ezek balel-
toltjai által meghatározott geodetikus struktúrát vizsgáljuk. A kérdés az, hogy vajon
származtatható-e ez a balinvariáns geodetikus struktúra egy balinvariáns variációs elvb®l,
azaz megadható-e egy olyan balinvariáns reguláris Lagrange-függvény, amihez tartozó
funkcionál extremálisai éppen a Lie-csoport kanonikus geodetikus görbeseregének a gör-
béi. Meglep® módon a [114] alapján kiderült, hogy a kanonikus geodetikus struktúra nem
mindig származtatható balinvariáns variációs elvb®l.

A fejezetben bemutatott eredmények a [102, 113, 114, 115, 126] cikkekben kerültek
publikálásra.

1.2. Alapfogalmak

Az M sokaság érint®terén adott S vektormez® egy spray, ha lokális koordináta kifejezése

S = yi
∂

∂xi
− 2Gi(x, y)

∂

∂yi
(1.1)

alakú, ahol a Gi(x, y) függvények 2-homogének az y változóban. Az S spray geodetikusai
azon γ görbék az M sokaságon, melyekre teljesül az S ◦ γ̇ = γ̈ feltétel. Megjegyezzük,
hogy egy görbe pontosan akkor lesz az S geodetikusa, ha megoldása az

ẍi = −2Gi (x, ẋ) , i = 1, . . . , n,
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másodrend¶ közönséges di�erenciálegyenlet-rendszernek. Ilyen értelemben egy spray nem
más, mint a sokaságon koordinátamentesen megadott másodrend¶ közönséges di�erenciál-
egyenlet-rendszer.

Az S sprayhez asszociált Γ = [J,S] segítségével megadható egy Ehresmann-konnexió,
mely a görbék horizontális liftjét felhasználva egy párhuzamos eltolást származtat a so-
kaságon. A horizontális disztribúció integrálhatóságáról ad információt a konnexió R =
= 1

2
[h, h] görbülete, illetve a Φ = iSR Jacobi-endomor�zmusa.
Lagrange-függvény alatt olyan E : TM → R függvényt értünk, mely sima a TM\{0} =

= TM -en és C1-osztályú a zérus metszésen. Az E reguláris, ha az ΩE := ddJE maximális
rangú, továbbá k-homogén, ha LCE = kE, ahol C = yi ∂

∂yi
a Liouville-vektormez®. Ha E

reguláris, akkor az iSΩE − d(E − LCE) = 0 formulával de�niált S vektormez® TM -en
egy spray, melynek geodetikusai megoldásai az d

dt
∂E
∂ẋi
− ∂E

∂xi
= 0 Euler�Lagrange másodren-

d¶ közönséges di�erenciálegyenlet-rendszernek [41]. Ennek alapján azt kapjuk, hogy egy
adott másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszer vagy S spray pontosan akkor variációs,
ha van olyan E reguláris Lagrange-függvény, amire teljesül az

ωE := iSΩE + dLCE − dE = 0 (1.2)

egyenlet, ahol ωE az adott S spray esetén az E-hez tartozó Euler�Lagrange di�erenciál
1�forma. Ha az (1.2) teljesül, akkor E-t az S spray egy Euler�Lagrange-függvényének
nevezzük.

1.3. A variációs multiplikátor algebrai feltételei

A szakirodalomban a variációszámítás inverz problémájára vonatkozó szinte valamennyi
eredményt J. Douglashez hasonlóan, a Helmholtz-feltételek vizsgálatával érték el. Az úgy-
nevezett variációs multiplikátorra vonatkozó, algebrai feltételeket és els®rend¶ parciális
di�erenciálegyenleteket tartalmazó Helmholtz-rendszer pontosan akkor megoldható, ha a
spray variációs, hiszen amennyiben E egy olyan reguláris Lagrange-függvény, mely megol-
dása az adott sprayhez tartozó Euler�Lagrange parciális di�erenciálegyenlet-rendszernek,
akkor a gij := ∂2E

∂yi∂yj
meghatároz egy variációs multiplikátort, illetve fordítva: ha adott egy

variációs multiplikátor, akkor segítségével megadható egy reguláris megoldása az Euler�
Lagrange PDE rendszernek.

1.3.1. Állítás. [113, Property 6.] Ha E az M sokaságon adott Lagrange-függvény, akkor
dJωE = iΓΩE. Amennyiben S variációs és E az S egy reguláris Euler�Lagrange-függvénye,
akkor az S-hez tartozó horizontális disztribúció Lagrange típusú az ΩE szimplektikus 2-
formára vonatkozóan.

Bevezetve a vektor érték¶ szemibázikus L forma S-hez tartozó L′ := h∗ (v[S, L]) ,
illetve dhL := [h, L] derivációját, legyen AS a vektorérték¶ di�erenciálformák azon gra-
dált Lie-részalgebrája, melyet a J vertikális endomor�zmus, a Φ Jacobi-endomor�zmus, a
most bevezetett derivációk, valamint a Frölicher�Nijenhuis-zárójel generál. Ekkor AS =
= ⊕nk=1AlS , ahol AkS a vektor érték¶ di�erenciál k-formák alterét jelöli AS-ben.

1.3.5. Tétel. [113, Theorem 2.] Ha E az S spraynek egy Euler�Lagrange-függvénye, ak-
kor minden L ∈ AS-re teljesül az iLΩE = 0 egyenlet, így az AS elemei algebrai feltételeket
adnak a variációs multiplikátorra.
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Az 1.3.5 tételb®l adódik Douglas [36] VII. tételének n-dimenziós általánosítása, mely
szerint ha egy p ∈ TM pontban a

{
J, Φ, Φ′, . . . ,Φ(k), . . .

}
rangja nagyobb, mint n(n+1)

2
,

akkor az S spray nem származtatható variációs elvb®l. Magasabb dimenziós esetben to-
vábbi algebrai feltételeket találhatunk az AS segítségével, hiszen ha van olyan p ∈M pont
és k ≤ n amire dimAkS(p)≥k

(
n+1
k+1

)
, akkor az S spray nem származtatható variációs elv-

b®l. Vezessük be az S spray p-beli rangját, mely legyen a szimmetrikus gij ismeretlenekre
vonatkozó { ∑

i∈Sl+1

ε(i)Lji1...ilgjil+1
= 0

∣∣ L ∈ AS(p)
}
, (1.3)

homogén lineáris egyenletrendszer rangja. Az AS gradált algebra különböz® szintjein meg-
jelen® algebrai feltételek �gyelembevételével kapjuk az alábbi eredményt:

1.3.9. Tétel. [113, Theorem 5.] Ha az M sokaság egy p pontjában az S spray rangja

nagyobb, mint n(n+1)
2

, akkor az S nem származtatható variációs elvb®l.

1.4. Variációs szabadságfok: a 2-homogén eset vizsgálata

Sprayk variációs tulajdonságát vizsgálva azt tapasztalhatjuk, hogy vannak olyan sprayk,
a) melyek nem származtathatók variációs elvb®l, b) melyekhez lényegében egyetlen re-
guláris Euler�Lagrange-függvény található, c) melyekhez több eltér® reguláris Euler�
Lagrange-függvény is található. Természetes tehát annak a problémának a vizsgálata,
hogy egy adott spray esetén hány variációs elv létezik és melyek azok a geometriai mennyi-
ségek, melyek ismeretében ez a szám meghatározható. [102]-ben bevezetjük a VS , illetve
a VS, k, k ∈ N variációs szabadságfok fogalmát, melyek megadják, hogy hány különbö-
z® reguláris Euler�Lagrange-függvény illetve k-homogén Euler�Lagrange-függvény létezik
az adott S sprayhez. Vizsgálataink során leginkább a k = 2 speciális esetre fókuszál-
tunk, hiszen a Riemann- illetve a Finsler-geometriában, továbbá a relativitáselméletben
a geodetikusokat meghatározó energiafüggvények ilyen típusúak. Adott sprayhez tarto-
zó 2-homogén Euler�Lagrange-függvények ES,2 halmaza vektortér az R felett. A lineáris
kombináción túl, a megfelel® homogenitású függvény-kombinációt használva új variációs
elvet kaphatunk:

1.4.2. Állítás. [102, Proposition 4.2] Az S spray 2-homogén Euler�Lagrange-függvé-
nyeinek 1-homogén függvénykombinációja szintén 2-homogén Euler�Lagrange-függvénye
az S-nek.

A kérdés az, hogy milyen geometriai struktúra segítségével és hogyan lehet meghatá-
rozni a VS,2 = rank (ES,2) értékét. Adott spray esetén legyen DH az a legsz¶kebb involutív
disztribúció, mely tartalmazza a horizontális altereket. ADH vertikális komponense ponto-
san akkor triviális, ha a görbület azonosan zérus. Ha a DH egy reguláris disztribúció, akkor
integrálható, és egy v ∈ TM -re illeszked® integrálsokasága nem más, mint a származtatott
párhuzamos eltolásra vonatkozó orbitja. Egy függvényt holonómia-invariánsnak nevezünk,
ha a párhuzamos eltolással szemben invariáns. A 2-homogén holonómia-invariáns függvé-
nyek halmazát HS,2-vel jelöljük. Igaz, hogy egy 2-homogén Lagrange-függvény pontosan
akkor lesz az S spray Euler�Lagrange-függvénye, ha holonómia invariáns [102, Lemma
4.3.]. A h(2)−variációs szabadságfok meghatározására vonatkozik az alábbi
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1.4.3. Tétel. [102, Theorem 4.4] Ha az S egy metrizálható spray, melyhez tartozó pár-
huzamos eltolás reguláris, akkor VS,2 = codimDH.

1.5. Invariáns variációs elv Lie-csoportok kanonikus geo-

detikus struktúrájához

Legyen G egy Lie-csoport. A G érint®téren használjuk az (x, α) koordináta-rendszert, ahol
a Maurer-Cartan formából származó α = (αi) az érint®tér invariáns koordinátázását adja.

1.5.1. Állítás. [96, Proposition 4.3] Az E Lagrange-függvény pontosan akkor lesz egy
balinvariáns megoldása a kanonikus sprayhez tartozó Euler�Lagrange parciális di�erenciál-
egyenlet-rendszernek, ha teljesülnek az alábbi egyenletek:

∂L

∂xi
= 0, [a, α]i

∂L

∂αi
= 0, ∀a ∈ g, i = 1, . . . , n. (1.4)

Következményeként adódik, hogy a kanonikus sprayhez pontosan akkor létezik balin-
variáns variációs elv, ha megadható egy reguláris, ad-invariáns E ∈ C∞(g) függvény a G
Lie-csoport g Lie-algebráján. Ha Ck

ij jelöli a g struktúrakonstansait, akkor igaz az alábbi

1.5.3. Tétel. [114, Theorem 3.] Egy G Lie-csoport kanonikus sprayje pontosan akkor
származtatható invariáns variációs elvb®l az α ∈ g egy környezetében, ha a{

Ck
ijαjxk = 0, Ck

ijxk + Ck
jmαmxik = 0 | i, j = 1, . . . , n

}
lineáris egyenletrendszernek van olyan {xi = εi, xij = εij} megoldása, melyre det(εij) 6= 0.

Ennek alapján adódik, hogy egy kommutatív Lie-csoport kanonikus sprayje lokáli-
san variációs elvb®l származtatható, illetve amennyiben a kommutátor-részalgebra 1-
dimenziós, akkor a kanonikus spray nem származtatható invariáns variációs elvb®l. A
tétel alapján megadható a legfeljebb négy-dimenziós Lie-csoportok teljes leírása [114].

Megjegyezzük, hogy a 3-dimenziós Lie-csoportokat vizsgálva G. Thompson [93]-ban
megmutatta, hogy a kanonikus spray minden esetben variációs elvb®l származtatható.
A [114] alapján viszont kiderült, hogy a kanonikus geodetikus struktúra � a balinvariáns és
variációs tulajdonsága ellenére � nem mindig származtatható balinvariáns variációs elvb®l.
Erre az esetre egy konkrét példát ad a Heisenberg csoport, melynek kanonikus sprayje
variációs, de mégsem származtatható balinvariáns variációs elvb®l. A 4-dimenziós Lie-
csoportok vizsgálatához felhasználtuk [73] osztályozását, illetve [40] eredményeit. Ennek
alapján a kanonikus sprayre az alábbi esetek lehetségesek:

- nem variációs: A4,7, A4,11a ahol 0 < a, és A4,9b ahol −1 < b < 1,
- variációs és van invariáns variációs elv: A4,8 és A4,10,
- variációs, de nincs invariáns variációs elv: A4,1, A4,2a, A4,3, A4,4, A4,5ab, A4,6ab, A4,9, A4,12.
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2. fejezet

Metrizálhatóság és projektív

metrizálhatóság

2.1. Bevezetés

A variációszámítás inverz problémáján belül egy igen érdekes speciális eset a metrizál-
hatóság problémája. Itt a másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszerhez, illetve sprayhez
keresett reguláris Lagrange-függvény nem más, mint egy Riemann- vagy Finsler-sokaság
energiafüggvénye. Amennyiben a megfelel® metrika, illetve energiafüggvény létezik, akkor
a másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszerhez illetve sprayhez tartozó görbesereg görbéi
a Riemann- illetve Finsler-sokaság geodetikusai.

A metrizálhatósághoz hasonló a projektív metrizálhatóság problémája, ahol a kérdés
az, hogy adott másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszer illetve spray esetén létezik-e olyan
Riemann- vagy Finsler-metrika, melyhez tartozó kanonikus spray és a kiindulási spray
geodetikus görbeserege mint ponthalmazok megegyeznek. Mind a metrizálhatóság, mind
a projektív metrizálhatóság témakörében számos eredmény és cikk született.

A 2.3 alfejezetben a Finsler- és Landsberg-metrizálhatósági problémát vizsgáljuk.
Mindkett® leírható egy-egy di�erenciálrendszer segítségével : a Finsler-metrizálhatóságot
leíró di�erenciálrendszer az (1.2) Euler�Lagrange parciális di�erenciálegyenletekb®l, a
homogenitási és a regularitási feltételb®l álló rendszer, a Landsberg-metrizálhatóságot
leíró di�erenciálrendszer a Finsler-metrizálhatóság feltételein túl a metrika párhuzamos
eltolással szembeni invarianciáját adó harmadrend¶ (2.2) egyenleteket is tartalmazza.
Az 1.4 alfejezetben bevezetett DH holonómia disztribúció segítségével jellemezni lehet a
Finsler-metrizálható másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszereket, illetve sprayket. Meg-
mutatjuk, hogy a metrizálhatóság másodrend¶ parciális di�erenciálegyenlet-rendszere el-
s®rend¶vé redukálható (2.3.1 és 2.3.3 tétel), és egy reguláris Lagrange-függvény pontosan
akkor lehet egy Finsler-struktúra energiafüggvénye, ha a holonómia disztribúció vala-
mennyi vektormez®je ennek in�nitezimális szimmetriája. Hasonló eredményt bizonyítunk
a Landsberg-metrizálhatóságra is, ahol a horizontális vektormez®k és a Berwald-görbület
képtere által generált disztribúció játszik lényeges szerepet (2.3.4 és 2.3.5 tétel). Ezen
eredmények igen jól alkalmazható e�ektív módszert adnak konkrét egyenletrendszerek
metrizálhatóságának vizsgálatára, hiszen a kérdéses disztribúciók könnyen meghatároz-
hatóak.
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A 2.4 alfejezetben speciális görbületi tulajdonságú Finsler-metrizálhatóságot vizsgá-
lunk. A cél az, hogy megadjuk annak szükséges és elegend® feltételét, hogy adott spray
esetén létezzen olyan konstans, illetve skalár görbület¶ Finsler-metrika, melynek geodeti-
kusai megegyeznek a spray által meghatározott görbesereggel. Zérus görbület¶ esetben a
holonómia triviális, így az ilyen terek lokálisan metrizálhatóak [97, 29, 115]. A nemzérus
görbület¶ esetekre ez a kérdés nyitott volt, de szerz®társammal sikerült mind a konstans,
mind a skalár görbület¶ eset problémáját megoldanunk. A konstans görbület¶ esetben a
metrizálhatóságot a 2.4.1 tétel írja le a sprayhez tartozó Jacobi-endomor�zmusra, illetve
görbületre vonatkozó szükséges és elegend® feltételek megadásával. Az alfejezet máso-
dik részében a skalár görbület¶ esetet vizsgáljuk. A 2.4.3 tételben a Jacobi-tenzorral ka-
pott szükséges és elegend® feltételekkel karakterizáljuk azokat a rendszereket, melyek ska-
lár görbület¶ Finsler-sokaság geodetikus struktúrájaként származtathatóak. A bizonyítás
egyben eljárást is ad, mellyel meghatározható egy izotróp metrizálható sprayhez tartozó
Finsler-metrika. Az eredmények segítségével Hilbert negyedik problémája új megközelítés-
ben vizsgálható. Itt a feladat úgy fogalmazható meg, hogy írjuk le azon geometriákat, ahol
az egyenesek a geodetikusok [4], [82, page 191], illetve adjuk meg azon Finsler-metrikákat,
melyek geodetikus sprayje projektív ekvivalens a zérus görbület¶ sprayvel [31]. Az ilyen
típusú Finsler-metrikákhoz tartozó spray szükségképpen izotróp, és így konstans vagy ska-
lár görbület¶. Erre vonatkozó eredményeket találunk például a [22, 62, 86, 85] cikkekben.
A [101]-ben adott módszer alkalmas arra, hogy olyan metrikákat konstruáljunk, melyek
megoldásai Hilbert negyedik problémájának.

A 2.5 alfejezetben a projektív Finsler-metrizálhatóság problémáját vizsgáljuk. Ez egy
igen régi, klasszikus, ugyanakkor a mai napig aktívan kutatott probléma [31, 32, 33, 33, 65,
68, 33, 97], mely több oldalról is megközelíthet®: [32]-ben a Helmholtz-feltételek megfelel®
módosításával, [97]-ben egy szemibázikus di�erenciál 1-forma, [33]-ban pedig egy di�eren-
ciál 2-forma vizsgálatával értek el eredményeket. A projektív Finsler-metrizálhatóságra
vonatkozó vizsgálatai során Rapcsák András egy parciális di�erenciálegyenlet-rendszer
integrálhatóságára vezette vissza a probléma megoldhatóságát [75, 76]. Ezen egyenletek-
re ma Rapcsák-egyenletekként hivatkoznak [32, 91, 82]. Rapcsák András eredményeit
felhasználva [110, 111]-ben vizsgáltuk a projektív Finsler-metrizálhatóságot. A Spencer�
Goldschmidt-féle integrálhatósági elméletet alkalmazva els®ként sikerült a lapos, illetve
izotróp esetre már ismert [97, 29, 30] eredményeket meghaladni. A nehézséget ebben az
esetben az adja, hogy a rendszer nem elégíti ki az úgynevezett Cartan-teszt feltételeit,
ami arra utal, hogy magasabb rend¶ integrálhatósági feltételek léphetnek fel. A Spencer-
kohomológia vizsgálatával sikerült meghatároznunk ezeket a magasabb rend¶ kompatibi-
litási feltételeket.

A 2.6 alfejezetben a geodetikus struktúra projektív merevségét vizsgáljuk. A kérdés
az, hogy a geodetikusok átparaméterezése, azaz a geodetikus spray projektív transzfor-
mációja során meg®rz®dhet-e például a metrizálhatóság tulajdonsága. G. Yang [95]-ben
adott példát olyan konstans zászlógörbület¶ Finsler sprayre, melynek projektív osztálya
tartalmaz nem metrizálható sprayt. [98]-ban általánosítottuk Yang példáját és megmutat-
tuk, hogy minden metrizálható sprayre igaz, hogy projektív osztálya tartalmaz (végtelen
sok) nem metrizálható sprayt. Eredményünket [103]-ban holonómia invariáns projektív
deformációkra is kiterjesztettük. Megmutattuk továbbá, hogy egy holonómia invariáns
projektív deformáció csak igen specilális esetekben lehet metrizálható. Ezen eseteket si-
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került a Finsler-sokaság principális görbületeinek segítségével jellemezni.
A 2.7 alfejezetben Lie-csoportok és homogén terek kanonikus konnexiójának invari-

áns Riemann- és Finsler-metrizálhatóságát, illetve projektív metrizálhatóságát vizsgáljuk.
Mivel a Riemann-metrika maga is egy speciális Finsler-metrika, így minden Riemann-
metrizálható (szükségképpen kvadratikus) spray egyben Finsler-metrizálható is. A meg-
fordítás általában nem igaz, de a kvadratikus sprayk esete speciális, mert Szabó Zoltán
[88] cikke alapján tudjuk, hogy minden Finsler-metrizálható kvadratikus spray Riemann-
metrizálható is, így ezen a spray osztályon a Riemann- és Finsler-metrizálhatóság meg-
egyezik. Azonban a projektív Riemann- illetve Finsler-metrizálhatóság általában még a
kvadratikus sprayk esetén sem egyezik meg. Viszont eredményeink alapján a Lie-csoportok
kanonikus konnexiója pontosan akkor invariáns Riemann-metrizálható, ha invariáns pro-
jektív Finsler-metrizálható, ami mutatja a struktúra bizonyos merevségét. A probléma ál-
talánosításaként vizsgáltuk homogén térben geodetikus orbit struktúrák (g.o. struktúrák)
Riemann- és Finsler-metrizálhatóságát, illetve projektív metrizálhatóságát. Megmutattuk,
hogy egy g.o. struktúra pontosan akkor invariáns Riemann- illetve Finsler-metrizálható, ha
invariáns projektív Riemann- illetve projektív Finsler-metrizálható. Kvadratikus esetben
pedig a Lie-csoportok kanonikus konnexiójához hasonló merevséget kapunk, miszerint egy
kvadratikus g.o. struktúra pontosan akkor invariáns Riemann-metrizálható, ha invariáns
projektív Finsler-metrizálható.

A fejezet eredményei a [96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 110, 115] cikkekben jelentek
meg.

2.2. Alapfogalmak

Az M sokaságon az F : TM → R folytonos függvényt Finsler-függvénynek nevezzük, ha
pozitív 1-homogén, sima TM -en, továbbá konvex minden pont érint®terében. Az (M,F )
párt Finsler-sokaságnak nevezzük. Az F -hez tartozó energiafüggvény illetve Finsler-metrika
az E = 1

2
F 2, illetve a g = gij(x, y)dxi⊗dxj, ahol gij = 1

2
∂2E
∂yi∂yj

. A regularitási feltétel miatt
az ΩE = ddJE Euler�Poincaré 2-forma nemelfajuló, így (1.2) egyértelm¶en meghatároz
egy S sprayt, amit a Finsler-sokaság kanonikus, vagy geodetikus sprayjének nevezünk. Egy
S sprayt Finsler-metrizálhatónak nevezünk, ha van olyan Finsler-metrika, melynek a geo-
detikus sprayje. Egy Finsler struktúra λ konstans, illetve skalár görbület¶, ha a geodetikus
sprayhez tartozó görbületi tenzor komponenseire az Ri

jk=λ(δikgjm(x, y)ym−δijgkm(x, y)ym)
teljesül, ahol λ egy konstans, illetve skalár függvény TM -en.

2.3. Finsler-metrizálhatóság

Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy egy másodrend¶ közönséges di�erenciálegyenlet-
rendszer milyen feltételek mellett származtatható egy Finsler-sokaság geodetikus egyen-
letrendszereként. Mivel egy Finsler függvény energiafüggvénye 2-homogén megoldása az
Euler�Lagrange másodrend¶ parciális di�erenciálegyenlet-rendszernek, így az (1.2) má-
sodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszer pontosan akkor Finsler-metrizálható, ha van olyan
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reguláris E : TM → R Lagrange-függvény, amely megoldása a

yi
∂E

∂yi
− 2E = 0, yj

∂2E

∂xj∂yi
+ f j(x, y)

∂2E

∂yj∂yi
− ∂E

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n, (2.1)

n + 1 egyenletb®l álló parciális di�erenciálegyenlet-rendszernek és melyre a gij = 1
2

∂2E
∂yi∂yj

pozitív de�nit. Mivel a rendszer túldeterminált, így általános esetben nincs nemelfajuló
megoldása. A megoldhatóságot jellemzi az alábbi

2.3.1. Tétel. [115, Theorem 1.] Egy E : TM → R Lagrange-függvény pontosan akkor
megoldása a (2.1) rendszernek, ha megoldása a LCE − 2E = 0, dhE = 0, els®rend¶
parciális di�erenciálegyenlet-rendszernek, ahol h egy tetsz®leges projekció a DH holonómia
disztribúcióra.

2.3.3. Tétel. [115, Theorem 3.] Legyen azM analitikus sokaságon S egy analitikus spray,
melynek DH holonómia disztribúciója reguláris a v ∈ TM egy környezetében. Az S pon-
tosan akkor Finsler-metrizálható a v egy környezetében, ha a (2.3.1)-es PDE rendszerhez
v-ben megadható egy pozitív de�nit kezdeti érték.

A Finsler-metrizálhatósághoz hasonlóan vizsgálhatjuk a Landsberg-metrizálhatóság
problémáját, ahol egy olyan Finsler-metrikát illetve energiafüggvényt keresünk, melyhez
tartozó párhuzamos eltolás meg®rzi a metrikát. Ez a geometriai feltétel leírható a

∂gjk
∂xi
− Γli

∂gjk
∂yl
− Γlikglj − Γlijglk = 0, i, j, k = 1, . . . , n, (2.2)

parciális di�erenciálegyenlet-rendszer segítségével. Mivel a Finsler-metrika gij komponen-
sei az E energia függvény második deriváltjaiból származtathatóak, így a (2.2) az E-re
egy 1

2
n2(n + 1) egyenletb®l álló harmadrend¶ parciális di�erenciálegyenlet-rendszer. Az

S spray pontosan akkor Landsberg-metrizálható, ha Finsler-metrizálható és teljesül rá
a (2.2)-es Landsberg-tulajdonság.

2.3.4. Tétel. [115, Theorem 4.] A Landsberg-metrizálhatóságot leíró (2.1)�(2.2) egyen-
letekb®l álló harmadrend¶ PDE rendszer ekvivalens az els®rend¶ LCE− 2E = 0, dlE = 0,
egyenletrendszerrel, ahol l : TTM → L egy tetsz®leges projekció arra a legsz¶kebb L invo-
lutív disztribúcióra, mely tartalmazza a horizontális alteret és a Berwald-görbület képterét.

2.3.5. Tétel. [115, Theorem 5.] Legyen az M analitikus sokaságon S egy analitikus
spray, melyhez tartozó L disztribúciója reguláris a v ∈ TM egy környezetében. Az S
pontosan akkor Landsberg-metrizálható a v egy környezetében, ha a 2.3.4 tételeben szerepl®
egyenletrendszerhez megadható v-ben egy pozitív de�nit kezdeti érték.

Egy Finsler-metrika egyértelm¶en meghatározza a hozzá tartozó geodetikus sprayt, de
egy metrizálható S sprayhez több olyan metrika is tartozhat, melynek geodetikus sprayje
az S. Ezért a variációs szabadságfokhoz hasonlóan [102]-ben bevezetjük az mS metri-
zálhatósági szabadságfokot, mely megadja, hogy egy sprayhez hány különböz® metrika
tartozhat. Ez a holonómia disztribúció segítségével az alábbiak szerint határozható meg:

2.3.6. Állítás. [102, Proposition 4.9] Legyen S egy metrizálható spray, melyhez tartozó
párhuzamos eltolás reguláris. Ekkor a metrizálhatósági szabadságfokra mS = codimDH.
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2.4. Speciális görbület¶ Finsler-metrizálhatóság

A speciális (konstans, illetve izotróp) görbületi tulajdonság extra feltételt ír el® a kere-
sett metrikára, sz¶kítve a lehetséges megoldások halmazát. Vizsgálataink eredményeként
kiderült, hogy a konstans illetve skalár görbület¶ metrikából származó sprayk illetve geo-
detikus egyenlet-rendszerek felismerhet®k, azaz megadható az ezeket karakterizáló felté-
telrendszer. Mivel zérus görbület¶ spray esetén a lokális metrizálhatóságnak nincs obst-
rukciója (lásd [97, 29, 115]), ezért itt csak a nemzérus görbület¶ esetekre fókuszálunk.

Egy S spray izotróp görbület¶, ha a Jacobi-endomor�zmusa Φ = ρJ − α ⊗ C alakú.
Speciálisan egy izotróp görbület¶ S sprayt gyengén Ricci-konstans illetve Ricci-konstans
görbület¶nek nevezünk, ha teljesül a LSρ = 0, illetve dhρ = 0 feltétel.

2.4.1. Tétel. [99, Theorem 4.1] Pontosan akkor létezik olyan konstans nemzérus gör-
bület¶ Finsler-metrika, melynek a geodetikus sprayje egy adott S, ha az egy nemzérus
Ricci-görbület¶ spray, melynek Jacobi-endomor�zmusa eleget tesz a

rank ddJ(Tr Φ) = 2n, 2(n−1)Φ−2(Tr Φ)J+dJ(Tr Φ)⊗ C=0, dh(Tr Φ) = 0, (2.3)

feltételeknek.

2.4.2. Tétel. [99, Theorem 4.2] Legyen S egy nemzérus Ricci-görbület¶ spray egy leg-
alább háromdimenziós M sokaságon, melyre teljesül a (2.3) els®, regularitási feltétele. Ek-
kor S-re az alábbi állítások ekvivalensek: i) Finsler-metrizálható; ii) Finsler-metrizálható
egy nemzérus skalár görbület¶ Finsler-metrikával ; iii) Finsler-metrizálható egy Einstein-
metrikával ; iv) Finsler-metrizálható egy nemzérus konstans görbület¶ Finsler-metrikával ;
v) Ricci-konstans görbület¶.

A skalár görbület¶ metrikával metrizálható sprayket az alábbi tétel jellemzi:

2.4.3. Tétel. [100, Theorem 3.1] Egy S spray pontosan akkor metrizálható egy nemzérus
skalár görbület¶ Finsler-metrikával, ha S izotróp, ρ 6= 0, továbbá minden X ∈ X(TM)
esetén DhX(α/ρ) = 0, valamint az Ω = d(α/ρ) + 2iFα/ρ ∧ α/ρ 2-forma szimplektikus.

A tétel bizonyítása egyben algoritmust is ad, melynek segítségével a sprayhez tartozó
skalár görbület¶ Finsler-függvény megkonstruálható. Speciális esetként a módszer alkal-
mas arra, hogy olyan metrikákat találjunk, melyek megoldásai Hilbert negyedik problé-
májának.

2.5. Projektív Finsler-metrizálhatóság

Projektív ekvivalensnek nevezünk két sprayt, ha geodetikusaik egy irányítástartó átpa-
raméterezés erejéig megegyeznek, azaz van olyan irányítástartó átparaméterezés, amely
az egyik spray geodetikusait a másik spray geodetikusaiba viszi át. Egy sprayt projektív
metrizálhatónak nevezünk, ha van olyan Finsler-metrika, melynek geodetikus sprayével
projektív ekvivalens. A projektív metrizálhatóság vizsgálatára több módszer, illetve meg-
közelítési mód is alkalmas. A Helmholtz-feltételek vizsgálatával kaptuk az alábbi ered-
ményt.
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2.5.1. Tétel. [97, Theorem 1.] Az S spray pontosan akkor projektív metrizálható, ha van
olyan szemibázikus 1-forma θ ∈ Λ1

v(TM), melyre teljesül, hogy iSθ > 0, továbbá

rank (dθ) = 2n− 2, LCθ = 0, dJθ = 0, dhθ = 0. (2.4)

A projektív metrizálhatóság problémáját vizsgálhatjuk a Rapcsák-egyenletek segít-
ségével is. Rapcsák András [75] cikkében megadta a projektív metrizálhatóságot leíró
másodrend¶ parciális di�erenciálegyenlet-rendszert. A homogenitási feltételt is �gyelem-
be véve ez nem más, mint az 1-homogén Finsler-függvényre vonatkozó Euler�Lagrange
PDE. Ennek alapján azt gondolhatnánk, hogy a metrizálhatóságot és a projektív metri-
zálhatóságot leíró rendszer (azaz az Euler�Lagrange PDE kiegészítve a megfelel® 2� illetve
1�homogenitási feltétellel) vizsgálata hasonló, és a projektív metrizálhatóságra is a 2.3.1
tételhez hasonló eredményt kaphatunk. A várakozással ellentétben ez még sincs így, és
a projektív metrizálhatóság vizsgálata � különösen azokban az esetekben, ahol a görbü-
leti feltételeket is �gyelembe kell venni � nagyon bonyolulttá válik. Ennek oka, hogy itt
magasabb rend¶ kompatibilitási feltételek léphetnek fel.

Az els® kompatibilitási egyenletek a csatolt (nemlineáris) konnexióra rónak ki feltéte-
leket. Ezen feltételekkel kiegészített rendszerre vonatkozik az alábbi

2.5.4. Tétel. [110, Theorem 4.6] Az M sokaságon adott S homogén spray kib®vített
Rapcsák-rendszere pontosan akkor formálisan integrálható, ha S izotróp görbület¶.

Következményként adódik, hogy analitikus esetben, ha a sokaság 2-dimenziós, vagy ha
a spray lapos illetve izotróp görbület¶, akkor az lokálisan projektív Finsler-metrizálható.
A nem-izotróp esetben a görbületre vonatkozó kompatibilitási feltételekkel kiegészített
Rapcsák rendszer megoldhatóságát kell vizsgálni. Erre vonatkozó eredményeink a [111]-
ben találhatók.

2.6. A geodetikus struktúra projektív merevsége

Finsler sokaságok geometriai vizsgálata során felmerül az a természetes kérdés, hogy
mennyire merev a geodetikus struktúra, azaz egy átparaméterezés, vagyis a geodetikus
spray projektív transzformációja során meg®rz®dnek-e bizonyos geometriai tulajdonságok,
illetve mennyiségek. Ehhez kapcsólódóan vizsgáltuk, hogy bizonyos projektív transzfor-
mációk hogyan változtatják meg a metrizálhatóságot, illetve a görbületet.

Mivel a projektív transzformáció során fellép® projektív faktor egy 1-homogén függ-
vény, így természetes választásnak t¶nik magát a geodetikus struktúrát meghatározó Fins-
ler függvényt, illetve ennek nemzérus konstansszorosát választani. Az így kapott projektív
deformáció � azaz a megfelel®en átparaméterezett geodetikus struktúra � metrizálhatósá-
gára vonatkozik az alábbi tételünk:

2.6.1. Tétel. [98, Theorem 5.1] Legyen S az F Finsler-függvényhez tartozó geodetikus

spray. Ekkor majdnem minden λ ∈ R értékre az S̃ = S − 2λF C projektív deformált nem
Finsler-metrizálható.

Ez az eredmény világosan mutatja a geodetikus struktúra bizonyos éretelemben vett
merevségét, illetve azt, hogy minden spray projektív osztályában végtelen sok nem metri-
zálható spray található. A 2.6.1 tétel általánosítja [95] konstans zászlógörbület¶ esetekre
vonatkozó eredményeit.

12

dc_1714_19

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



Általánosabb eredményeket kapunk, ha a projektív faktorról csak annyit tételezünk
fel, hogy az a Finsler struktúrára nézve egy holonómia invariáns függvény:

2.6.2. Tétel. [103, Theorem 1] Minden 1-homogén nemtriviális holonómia invariáns függ-

vény és majdnem minden λ ∈ R konstans esetén az S Finsler spray S̃ = S − 2λP C
projektív deformációja nem metrizálható.

A tétel bizonyításából kiderül, hogy csak nagyon speciális holonómia invariáns függ-
vény és skalárok esetén lehet az átparaméterezett struktúra Finsler-metrizálható. Ha
{κ1, . . . , κn−1} jelöli a Finsler-sokaság f®görbületeit (ezek lényegében a görbületb®l szár-
maztatható Jacobi-endomor�zmus sajátértékei), akkor igaz az alábbi

2.6.7. Következmény. [103, Corollary 4.2] Legyen S egy (M,F ) Finsler-sokaság geo-

detikus sprayje és P̃ egy nemzérus holonómia invariáns függvény. Ha az S̃ = S − 2P̃ C
projektív deformáció Finsler-metrizálható, akkor P̃2 + κi = 0 a Finsler-tér valamely κi
i ∈ {1, . . . , n−1} f®görbületére.

Így ha a f®görbületek nemnegatívak, akkor a Finsler-tér geodetikus struktúrájának
nincs metrizálható holonómia invariáns projektív deformációja.

A sprayknek tekinthetjük olyan speciális projektív deformációit is, melyek nem változ-
tatják meg a görbületet. Ezeket Funk-függvényeknek nevezzük. Z. Shen [82, page 177]-ben
vetette fel a kérdést, hogy vajon létezik-e minden sprayhez nem-triviális Funk-függvény,
azaz görbület-tartó projektív deformáció. Erre vonatkozik az alábbi eredmény:

2.6.8. Tétel. [101, Theorem 3.1] Konstans, nemzérus zászlógörbület¶ Finsler-metrikának
Funk-függvénye szükségképpen konstans.

2.7. Invariáns metrizálhatóság és projektív metrizálha-

tóság

Az alfejezetben azt vizsgáljuk, hogy milyen kapcsolat van egy Lie-csoport illetve geodeti-
kus orbit struktúra kanonikus konnexiójának invariáns Riemann-, illetve Finsler-metrizál-
hatósága és invariáns projektív Riemann-, illetve projektív Finsler-metrizálhatósága kö-
zött. A kérdés az, hogy az elvileg gyengébb invariáns projektív metrizálhatóságból vajon
tudunk-e következtetni az er®sebb invariáns metrizálhatósági tulajdonságra.

2.7.4. Állítás. [96, Proposition 4.4] Egy Lie-csoport kanonikus sprayje pontosan akkor
invariáns Riemann-, illetve Finsler-metrizálható, ha invariáns projektív Riemann-, illetve
Finsler-metrizálható.

Igaz továbbá az alábbi er®sebb tulajdonság is :

2.7.5. Tétel. [96, Theorem 4.5] Egy Lie-csoport kanonikus sprayje pontosan akkor in-
variáns Riemann-metrizálható, ha invariáns projektív Finsler-metrizálható.

A tétel állítása az egyik irányban nyilván triviális, hiszen ha Riemann-metrizálható,
akkor Finsler-metrizálható, és így projektív Finsler-metrizálható is. A megfordítás egy-
részt használja a 2.7.4 tételt, illetve Szabó Zoltánnak a Berwald-típusú terek Riemann-
metrizálhatóságára vonatkozó eredményét [88].
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2.7.6. Következmény. [96, Corollary 4.6] Egy G Lie-csoport kanonikus sprayje ponto-
san akkor invariáns Riemann-, Finsler-, projektív Riemann-, projektív Finsler-metrizálható,
ha a G Lie-csoport g Lie-algebráján megadható egy olyan 〈 , 〉 bels® szorzat, melyre minden
a, α ∈ g esetén teljesül az 〈[a, α], α〉 = 0 feltétel.

Érdekességként megjegyezzük, hogy annak ellenére, hogy a Lie-csoportok kanonikus
sprayje egy igen természetes balinvariáns struktúra, nem igaz, hogy ez mindig balinvariáns
metrikából lenne származtatható. Az 1.5 fejezetben található példa olyan Lie-csoportra,
mely nem származtatható variációs elvb®l, így ez természetesen nem is metrizálható.
Érdemes azt is megemlíteni, hogy ennek a balinvariáns struktúrának még a metrizálható-
sága sem jelent automatikusan invariáns metrizálhatóságot. Erre jó példa a 3-dimenziós
Heisenberg-csoport, melynek kanonikus sprayje metrizálható [40], de a 2.7.6 alapján még-
sem származtatható invariáns metrikából.

Az alfejezet második részében homogén terek geodetikus orbit struktúráját vizsgáljuk.
Legyen M egy összefügg® sokaság, melyen a G Lie-csoport tranzitíven hat. Jelölje H az
o ∈ M ponthoz tartozó stabilizátor részcsoportot és π : G → G/H a projekciót. Ekkor
M izomorf a G/H homogén térrel és az o ∈ M -beli érint®tér izomorf a g/h-val, ahol
g, illetve h a G, illetve H Lie-csoportokhoz tartozó Lie-algebrák. Egy geodetikus struk-
túrát, sprayt, metrikát, Lagrange-függvényt invariánsnak nevezünk, ha ezek G hatásával
szemben invariánsak.

Egy o∈M -ból induló γ geodetikust homogénnek vagy stacionáriusnak nevezünk, ha
van olyan Xγ ∈ g, hogy a γ a G-nek az {exp tXγ : t ∈ R} egyparaméteres részcsoportjá-
nak a pályája [89, 90]. Egy invariáns geodetikus struktúrát geodetikus orbit struktúrának
(röviden g.o. struktúrának) nevezünk, ha az o∈M pontból induló valamennyi geodetikusa
a fenti értelemben véve homogén. A g.o. struktúrákra igaz a 2.7.4 állítás általánosítása:

2.7.9. Állítás. [96, Proposition 5.5] Egy g.o. spray pontosan akkor invariáns Riemann-,
illetve Finsler-metrizálható, ha invariáns projektív Riemann-, illetve Finsler-metrizálható.

Ha egy g.o. spray kvadratikus, akkor 2.7.5 állításhoz hasonlóan igaz az alábbi:

2.7.10. Tétel. [96, Theorem 5.6] [96, Corollary 4.6] Egy kvadratikus g.o. spray pontosan
akkor invariáns Riemann-metrizálható, ha invariáns projektív Finsler-metrizálható.
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3. fejezet

Finsler-sokaságok holonómiájáról

3.1. Bevezetés

A Riemann- illetve Finsler-sokaságokon a görbe menti párhuzamos eltolás a kanonikus
konnexióra vonatkozó kovariáns deriválás, azaz egy di�erenciálegyenlet-rendszer segítsé-
gével de�niálható. A csatolt geometriai struktúra � az É. Cartan által bevezetett holonó-
miacsoport � természetes módon származtatható a zárt görbék mentén vett párhuzamos
eltolások által generált transzformációk csoportjaként.

Riemann-sokaságok kanonikus konnexiója a Levi-Civita konnexió, mely lineáris és met-
rikus, aminek következtében a párhuzamos eltolások olyan lineáris transzformációk, me-
lyek meg®rzik a metrikát. Így egy Riemann-sokaság holonómiacsoportja szükségképpen az
ortogonális csoport egy részcsoportja. Riemann esetben a holonómiacsoportok vizsgálata
kiemelt �gyelmet kapott, és kiváló matematikusok � mint például M. Berger, D. Alek-
seevski, A. Gray, R.B. Brown, R.L. Bryant � munkájának eredményeképpen mára ezek
teljes klasszi�kációja ismert.

Finsler esetben a kanonikus konnexió homogén (de általában nem lineáris) és meg®r-
zi a Finsler-normát (de általában nem metrikus). A Riemann esethez képest a Finsler-
terek holonómiacsoportjáról meglep®en kevés információ áll rendelkezésünkre, és csak
igen speciális esetekben sikerült meghatározni nem-Riemann típusú tér holonómiacso-
portját. A legfontosabb eredmény Szabó Zoltántól származik, aki [88]-ban megmutatta,
hogy minden Berwald-metrika (azaz olyan Finsler-metrika, melyhez tartozó kanonikus
konnexió lineáris) esetén a sokaságon megadható olyan Riemann-metrika, melynek Levi-
Civita konnexiója megegyezik a Berwald-metrika kanonikus konnexiójával. Így speciáli-
san minden Berwald-metrikához létezik olyan Riemann-metrika, hogy a holonómiacso-
portjaik megegyeznek. Kozma László megmutatta, hogy Landsberg-metrikák (azaz olyan
Finsler-metrikák, melyhez tartozó kanonikus konnexió metrikus) esetén a holonómiacso-
port egy kompakt Lie-csoport, melynek elemei az indikátrixnak az indukált Riemann-
metrikára vonatkozó izometriái [56, 57]. Homogén (nem-lineáris) konnexiók holonómiáját
vizsgálva W. Barthelnél jelenik meg el®ször a holonómia algebra fogalma [13], majd ké-
s®bb P. Michor [69]-ben vizsgálta, hogyan lehet általános keretek között akár végtelen
dimenziós holonómiacsoportokat és holonómia-algebrákat leírni. Ennek alapján kezdtük
el vizsgálni a di�eomor�zmus-csoport részcsoportjának érint®struktúráját [119], melynek
segítségével sikerült a Finsler-sokaságok holonómiájára vonatkozó új eredményeket elérni
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(cf. [108, 109, 120, 121, 122, 123, 124]). Ezeket az eredményeket mutatjuk be ebben a
fejezetben.

A 3.3 alfejezetben egy M sokaság di�eomor�zmus-csoportjának részcsoportjához tar-
tozó érint® struktúrát vizsgáljuk: a Diff∞(M)-nek egy tetsz®leges G részcsoportjához be-
vezetjük a G-t érint® vektormez® fogalmát. Ezek halmazát ToG-vel jelölve megmutatjuk,
hogy ToG egy Lie-részalgebra az M sima vektormez®inek X(M) Lie-algebrájában (3.3.3
tétel). Ennek következtében a ToG tetsz®leges részhalmaza által generált Lie-algebra Lie-
részalgebra lesz ToG-ben, és így valamennyi eleme rendelkezni fog az érint® tulajdonság-
gal. Ez különösen abban az esetben lehet érdekes, amikor a G-t érint® két vektormez®
Lie-zárójele egy új irányt generál, hiszen ekkor ebben az új irányban is garantálni tudjuk
az érintési tulajdonságot. További fontos tulajdonság, hogy amennyiben az M kompakt,
akkor a ToG exponenciális képét tartalmazza a G csoport Diff∞(M)�beli topologikus le-
zártja. Így a ToG vizsgálatával értékes információt kaphatunk G lezártjáról, illetve magáról
G-r®l. A konstrukció nemcsak a di�eomor�zmus-csoport részcsoportjaira, hanem tetsz®-
leges (véges, vagy végtelen dimenziós) Lie-csoport részcsoportjaira is alkalmazható.

A 3.4 és a 3.5 alfejezetekben a 3.3 alfejezet fogalmaira és eredményeire építve a Finsler-
sokaságok holonómiacsoportjának és a �brált holonómiacsoportjának az érint®algebrá-
ját és ezek részalgebráit vizsgáljuk. Bevezetjük a görbületi-algebra és az in�nitezimális
holonómia-algebra fogalmát, és megmutatjuk, hogy elemeik érintik a holonómiacsopor-
tot. Így mind a görbületi-algebra, mind az in�nitezimális holonómia-algebra információval
szolgálhatnak a Finsler-sokaság holonómiacsoportjáról.

A 3.6 alfejezetben megmutatjuk, hogy egy kett®nél magasabb dimenziós nemzérus
konstans görbület¶ nem-Riemann Finsler-sokaság görbületi algebrájának a dimenziója
nagyobb, mint az érint®terén ható ortogonális csoport dimenziója, így ebben az eset-
ben a holonómiacsoport nem lehet egy kompakt Lie-csoport. Adunk példát a 3-dimenziós
Heisenberg-csoporton egy olyan szinguláris Berwald�Moór-típusú Finsler-metrikára, mely-
nek görbületi algebrája végtelen dimenziós, ami azt mutatja, hogy ennek a térnek a holo-
nómiacsoportja nem lehet egy véges-dimenziós Lie-csoport. Ez az eredmény pozitív választ
ad S.S. Chern és Z. Shen kérdésére: "Van-e olyan Finsler-sokaság, mely holonómiacso-
portja nem lehet egyetlen Riemann-sokaság holonómiacsoportja sem?" [28, page 85].

A 3.7 alfejezetben a konstans nemzérus görbület¶ lokálisan síkprojektív Finsler-sokasá-
gok holonómiacsoportját vizsgáljuk. Megmutatjuk, hogy nem-Riemann esetben az in�-
nitezimális holonómia-algebra nem lehet véges dimenziós. Az in�nitezimális holonómia-
algebra holonómiacsoportot érint® tulajdonsága alapján kapjuk, hogy egy konstans nem-
zérus görbület¶ lokálisan síkprojektív Finsler-sokaság holonómiacsoportjának dimenziója
pontosan akkor véges, ha a metrika Riemann-típusú, vagy ha a Finsler-struktúra zérus
görbület¶.

A 3.8 alfejezetben a konstans nemzérus görbület¶ lokálisan síkprojektív egyszeresen
összefügg® Finsler 2-sokaságok egy speciális osztályának, valamint a konstans görbüle-
t¶ lokálisan síkprojektív egyszeresen összefügg® 2-dimenziós (nem Riemann) Randers-
sokaságoknak a holonómiacsoportját vizsgáljuk. A vizsgálati módszerek és az eredmé-
nyek a két esetben igen hasonlóak. Megmutatjuk, hogy ezen Finsler-felületek holonómia-
csoportjának a lezártja izomorf a kör irányítástartó di�eomor�zmusainak csoportjával,
azaz Diff∞+ (S1)-gyel. Megjegyezzük, hogy ebben az esetben a holonómiacsoport maxi-
mális. A kapott eredmény jelent®ségét az adja, hogy ezek az els® esetek, ahol végte-
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len dimenziós Finsler holonómiacsoportot sikerült azonosítani. Eredményeinkb®l adódik,
hogy a standard Funk-metrika (ami konstans negatív görbület¶), illetve a Bryant�Shen-
féle Finsler-metrika (mely konstans pozitív görbület¶ [21, 85]) holonómiacsoportjának
a lezártja izomorf Diff∞+ (S1)-gyel. Ami a Randers-tereket illeti, ezek elmélete azért kü-
lönösen érdekes, mert ezen metrikák talán a legszemléletesebb Finsler-metrikák, hiszen
Riemann-sokaságokon vett Zermelo navigációs problémákból származtathatóak [11]. Mi-
vel egy Randers-norma nem más, mint egy Riemann-norma egy 1-formával deformálva,
ennek alapján azt gondolhatnánk, hogy a Randers-sokaságok és a Riemann-sokaságok ho-
lonómia tulajdonságai hasonlóak. A fentebb említett eredményeink azonban azt mutatják,
hogy ez messze nincs így.

A fejezet eredményei a [108, 109, 119, 120, 122, 123, 124] publikációkban jelentek meg.

3.2. Alapfogalmak

Legyen (M,F ) egy n-dimenziós Finsler-sokaság, amihez tartozó geodetikus sprayt jelölje
az S. A 2.2 alfejezetben bevezetett horizontális disztribúcióhoz tartozó horizontális liftet
használva bevezethetjük a horizontális kovariáns deriválást az alábbi formulával : ha ξ=

=ξi(x, y) ∂
∂yi

és X(x)=X i(x) ∂
∂xi

, akkor ∇Xξ=
(
∂ξi

∂xj
−Gk

j
∂ξi

∂yk
+Gi

jkξ
k
)
Xj ∂

∂yi
. A c : [0,1]→

M görbe menti X vektormez® párhuzamos, ha teljesül a ∇ċX = 0 feltétel. A szokásos
módon bevezethet® a Pc : Tc0M → Tc1M párhuzamos eltolás. Amennyiben a c kezd® és
végpontja ugyanaz a p ∈ M pont, akkor Pc : TpM → TpM egy homogén, Finsler-normát
meg®rz® transzformáció. Az ilyen Pc transzformációt p-beli holonómia-transzformációnak,
az ezek által generált csoportot pedig holonómiacsoportnak nevezzük. Finsler (és így a
Riemann esetben is) a homogenitás és a normatartás miatt a holonómia-transzformáció,
illetve a holonómiacsoport tekinthet® az Ip := { y ∈ TpM : F(y) = 1 } indikatrixon:

3.2.1. De�níció. Az (M,F ) Finsler-sokaság p ∈ M pontbeli holonómiacsoportja az Ip
indikatrix Diff∞(Ip) di�eomor�zmus-csoportjának azon Holp(M) részcsoportja, melyet a
p-b®l induló, szakaszonként sima, zárt görbék menti párhuzamos eltolások generálnak.

3.3. Di�eomor�zmus-csoport részcsoportjának érint® Lie-

algebrája

Legyen G egy részcsoportja az M sima sokaság Diff∞(M) di�eomor�zmus-csoportjának.
(Nem tételezzük fel, hogy G egy Lie-részcsoportja a Diff∞(M)-nek.)

3.3.1. De�níció. [109, De�nition 3.1 and 3.2]

� A Diff∞(M) egy sima t→ ϕt görbéjét az X ∈ X(M) vektormez® integrálgörbéjének
nevezzük, ha ϕ0 = idM , és van olyan k ∈ N, melyre minden p ∈M esetén a t→ ϕt(p)
az X(p) vektor egy k-ad rend¶ integrálgörbéje.

� Az X ∈ X(M) vektormez® érinti a G ⊂ Diff∞(M) részcsoportot, ha van X-nek G-beli
integrálgörbéje. A G-t érint® vektormez®k halmazát ToG-vel jelöljük.
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Az X ∈ ToG pontosan akkor teljesül, ha létezik ϕ : I → Diff∞(M) di�eomor�zmusok
olyan 1-paraméteres sima családja, melyre ϕt ∈ G, és valamilyen k ∈ N-re

ϕ0 = idM ,
∂ϕt
∂t

∣∣∣
t=0

= 0, . . .
∂k−1ϕt
∂tk−1

∣∣∣
t=0

= 0,
∂kϕt
∂tk

∣∣∣
t=0

= X. (3.1)

3.3.3. Tétel. [109, Theorem 3.4] Ha G egy részcsoportja a Diff∞(M)-nek, akkor ToG
egy Lie-részalgebrája X(M)-nek.

ToG-t a G részcsoport érint® Lie-algebrájának nevezzük. Nyilván tetsz®leges Σ ⊂ ToG
esetén 〈Σ 〉Lie ⊂ ToG, azaz a generált Lie-algebra meg®rzi az érintési tulajdonságot.

3.3.7. Tétel. [109, Theorem 3.10] Legyen M egy kompakt sokaság, G ⊂ Diff∞(M)
részcsoport, melynek a C∞ topológiára nézve vett lezártját jelölje G. Ekkor a ToG érint®
Lie-algebrának az exp: X(M)→ Diff∞(M) exponenciális leképezésre vonatkozó képe által
generált csoport a G egy részcsoportja.

Megjegyezzük, hogy a részcsoportot érint® Lie-algebra konstrukciója tetsz®leges (vé-
ges, vagy végtelen dimenziós) Lie-csoport részcsoportjaira is alkalmazható. Abban az
esetben, amikor G egy Lie-részcsoport, akkor a fent bevezetett ToG a G-nek a szokásos
Lie-algebrája.

3.4. Fibrált holonómia-algebra és Lie-részalgebrái

Legyen (M,F ) egy Finsler-sokaság. Fibrált holonómiacsoportnak nevezzük az (IM,π,M)
indikatrix nyaláb �brummegörz® Φ di�eomor�zmusainak azt a Holf (M) részcsoportját,
melyre minden p ∈ M esetén teljesül, hogy Φp = Φ|Ip a p-beli Holp(M) holonómiacso-
port eleme. A Holf (M) �brált holonómiacsoport a Diff∞(IM) egy részcsoportja. A �b-
rált holonómiacsoport holf (M) := T0

(
Holf (M)

)
érint® Lie-algebráját �brált holonómia-

algebrának nevezzük.

3.4.1. Tétel. [109, Theorem 4.2] A �brált holonómia-algebra holf (M) egy Lie-részalgebrája
X(IM)-nek.

Mivel a �brált holonómiacsoport elemei �brummegörz® di�eomor�zmusok, így a holf (M)
elemei az indikátrixnyaláb vertikális vektormez®i lesznek.

3.4.3. De�níció. Egy ξ ∈ X(IM) vektormez®t görbületi vektormez®nek nevezünk, ha
van olyan X, Y ∈ X(M), melyekre ξ = R(Xh, Y h). A görbületi vektormez®k által generált
R Lie-algebrát görbületi algebrának nevezzük.

Megmutatható, hogy minden görbületi vektormez®höz konstruálható másodrend¶ in-
tegrálgörbe a �brált holonómiacsoportban, ezért igaz az alábbi

3.4.4. Állítás. [109, Proposition 4.4]

1. A görbületi-algebra elemei érintik a Holf (M) �brált holonómiacsoportot.

2. A görbületi-algebra egy Lie-részalgebrája holf (M)-nek.
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3.4.6. De�níció. Egy (M,F ) Finsler-sokaság hol∗(M) in�nitezimális holonómia-algebrája
az indikátrixnyaláb sima vektormez®inek az a legsz¶kebb Lie-algebrája, mely tartalmazza
a görbületi vektormez®ket és zárt a horizontális Berwald deriválásra nézve.

3.4.7. Állítás. [109, Proposition 4.7]

1. Az in�nitezimális holonómia-algebra elemei érintik a �brált holonómiacsoportot.

2. Az in�nitezimális holonómia-algebra egy Lie-részalgebrája holf (M)-nek.

3.5. Holonómia-algebra és Lie-részalgebrái

Legyen (M,F ) egy n-dimenziós Finsler-sokaság. Ekkor tetsz®leges p ∈ M pont esetén
az Ip indikatrix egy kompakt hiperfelület TpM -ben, így a Diff∞(Ip) di�eomor�zmus-
csoportja egy végtelen dimenziós Fréchet�Lie-csoport, melyhez tartozó Lie-algebra az Ip
sima vektormez®inek X(Ip) Lie-algebrája. Mivel a p-beli Holp(M) holonómiacsoport egy
részcsoportja a Diff∞(Ip) di�eomor�zmus-csoportnak, így a 3.3 alfejezet alapján tekint-
het® a holonómiacsoport

holp(M) := T0

(
Holp(M)

)
érint® Lie-algebrája, melyet a Finsler-sokaság p-beli holonómia-algebrájának nevezünk.
A 3.3.3 tétel alapján

3.5.1. Tétel. [109, Theorem 4.9] Egy (M,F ) Finsler-sokaság p-beli holp(M) holonómia-
algebrája az X(Ip) egy Lie-részalgebrája.

A továbbiakban a holonómia-algebra fontos Lie-részalgebráival, az adott pontbeli
görbületi-algebrával és pontbeli in�nitezimális holonómia-algebrával foglalkozunk. Mind-
kett® jelent®ségét az adja, hogy konkrét Finsler-sokaságok esetén ezen Lie-algebrák segít-
ségével a holonómiacsoportra vonatkozó információkhoz juthatunk.

3.5.4. De�níció. Legyen (M,F ) egy Finsler-sokaság és p ∈M . Ekkor a ξ∈X(Ip) egy p-
beli görbületi vektormez®, ha van olyan Xp, Yp ∈ TpM , melyekre ξ = R(Xh

p , Y
h
p ). A p-beli

görbületi vektormez®k által generált Rp Lie-algebrát p-beli görbületi algebrának nevezzük.

A 3.4.3 és a 3.5.4 de�níciókban bevezetett görbületi algebrák közötti kapcsolatot az
Rp =

{
ξ|Ip | ξ ∈ R

}
adja. Ennek alapján a 3.4.4 állításból adódik az alábbi

3.5.5. Állítás. [109, Proposition 4.4] Az Rp görbületi-algebra elemei érintik a p-beli
holonómiacsoportot, így a p-beli görbületi-algebra egy Lie-részalgebrája a holp(M) holonó-
mia-algebrának.

3.5.6. De�níció. Legyen (M,F ) egy Finsler-sokaság és p ∈ M . Ekkor az Ip indikatrix
sima vektormez®inek hol∗p(M) :=

{
ξ|Ip | ξ ∈ hol∗(M)

}
részalgebráját a Finsler-sokaság

p-beli in�nitezimális holonómia-algebrájának nevezzük.

A 3.4.7 állítás alapján adódik az alábbi

3.5.7. Állítás. [109, Proposition 4.7] A hol∗p(M) in�nitezimális holonómia-algebra egy
Lie-részalgebrája holp(M)-nek, elemei érintik a p-beli Holp(M) holonómiacsoportot.
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Egy (M,F ) Finsler-sokaság p ∈ M pontjában az indikatrix sima vektormez®inek Lie-
algebrájában a bevezetett rész Lie-algebrák közötti kapcsolat:

Rp(M) ⊂ hol∗p(M) ⊂ holp(M) ⊂ X(Ip) . (3.2)

Megjegyezzük, hogy egy adott pontban a görbületi-algebra általában szigorúan sz¶kebb,
mint az in�nitezimális holonómia-algebra, ugyanakkor el®fordulhat az is, hogy e két Lie-
algebra megegyezik. Erre adnak példát az olyan konstans, nemzérus görbület¶ Finsler-
felületek, melyek Berwald-átlaggörbülete zérus. Z. Shen [84]-ben az S2(⊂ R3)-n, illetve
a D2(⊂ R2)-n megadott Randers-metrikáknak egy olyan 1-paraméteres családját, mely
konstans zászlógörbület¶, nem síkprojektív és elt¶n® S-görbület¶ [84, Thm 1.1 and 1.2].
Ezen metrikák Berwald-átlaggörbülete zérus, és bármely pontban a görbületi-algebra és
az in�nitezimális holonómia-algebra megegyezik.

3.6. Konstans görbület¶ Finsler-sokaság

Legyen (M,F) egy n-dimenziós nemzérus, konstans görbület¶ Finsler-sokaság. Ekkor egy
p ∈M pontban a görbületi vektormez® R(X, Y )(y)=λ(δijgkm(y)ym−δikgjm(y)ym)XjY k ∂

∂yi

alakú, ahol λ ∈ R, λ 6= 0. Ezen vektormez®k által generált Lie-algebra a p-beli Rp

görbületi-algebra. Riemann esetben a görbületi-algebra dimenziója éppen n(n−1)
2

, és egy
n-dimenziós konstans, nemzérus görbület¶ Riemann-sokaság holonómia-algebrája izomorf
az o(n) ortogonális Lie-algebrával. Finsler esetre vonatkozik az alábbi

3.6.3. Tétel. [120, Theorem 12.] Legyen (M,F) egy n-dimenziós, nemzérus konstans
görbület¶ Finsler-sokaság, ahol n > 2. Ha p ∈ M nem (szemi-)Riemann típusú pont,

akkor dimRx >
n(n−1)

2
.

Következményként adódik, hogy egy n-dimenziós, nemzérus konstans görbület¶ Finsler-
sokaság esetén dimRx = n(n−1)

2
akkor és csakis akkor teljesül, ha n= 2, vagy ha a p ∈M

pont (szemi-)Riemann típusú. A görbületi-algebra holonómiacsoportot érint® tulajdonsá-
gát felhasználva kapjuk az alábbi eredményeket:

3.6.5. Tétel. [120, Theorem 13.] Egy n > 2 dimenziós, nemzérus konstans görbület¶
(M,F) Finsler-sokaság holonómiacsoportja pontosan akkor véges dimenziós kompakt Lie-
csoport, ha (M,F) egy Riemann-sokaság.

3.6.6. Tétel. [120, Theorem 14.] A nem-Riemann típusú n > 2 dimenziós, nemzé-
rus konstans görbület¶ Finsler-sokaság holonómiacsoportja nem lehet izomorf egyetlen
Riemann-sokaság holonómiacsoportjával sem.

3.7. Konstans görbület¶ síkprojektív Finsler-sokaságok

EgyD ⊂ Rn tartományon vett (D,F ) Finsler-sokaságot síkprojektívnek nevezünk, ha geo-
detikusai egyenesek. Egy (M,F ) Finsler-sokaságot lokálisan síkprojektívnek nevezünk, ha
minden p ∈ M pont egy környezetében megadható olyan x : U → Rn lokális koordinátá-
zás, hogy az F metrika által az x(U) tartományon indukált metrika síkprojektív. Az ilyen
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koordináta-rendszert projektív koordináta-rendszernek nevezzük. Egy lokálisan síkprojek-
tív Finsler-sokaság geodetikus együtthatói projektív koordináta-rendszerben Gi(x, y) =
= P(x, y)yi speciális alakúak, ahol a P projektív faktor egy 1-homogén függvény az y vál-
tozóban (cf. [28, p. 63]). A projektív koordinátázás esetén 2-dimenziós síkok 2-dimenziós
totálgeodetikus részsokaságokat határoznak meg. Igaz továbbá, hogy a kanonikus konne-
xió pontosan akkor lineáris, ha a projektív faktor az y változóban lineáris.

A célunk az, hogy karakterizáljuk mely esetben lehet véges illetve végtelen dimenzi-
ós a holonómiacsoport. Felhasználva a kovariáns deriválás síkprojektív esetre vonatkozó
speciális összefüggéseit, a metrika kompatibilitási feltételeit, valamint S. Lie eredményét
(cf. [1, Theorem 4.3.4]) belátható az alábbi

3.7.3. Állítás. [122, Proposition 3.2] Egy nem-Riemann típusú konstans nemzérus gör-
bület¶ síkprojektív Finsler-felület in�nitezimális holonómia-algebrája végtelen dimenziós.

Az állításból adódik, hogy egy ilyen Finsler-sokaság holonómia-algebrája is szükségkép-
pen végtelen dimenziós. A Finsler-sokaság totál-geodetikus részsokaságainak geometriai
tulajdonságait felhasználva kapjuk az alábbi eredményt:

3.7.9. Tétel. [122, Theorem 3.6] Egy egyszeresen összefügg®, lokálisan síkprojektív, kons-
tans λ görbület¶ (M,F) Finsler-sokaság holonómiacsoportja véges dimenziós, ha (M,F)
egy Riemann-sokaság vagy λ = 0. Amennyiben λ 6= 0 és (M,F) nem-Riemann típusú,
akkor a holonómiacsoport végtelen dimenziós.

A tétel nem használja ki a Finsler-metrika pozitív de�nit tulajdonságát, csak a regulari-
tását, így szemi-Finsler-sokaságokra is igaz az állítás.

3.8. Finsler-felületek maximális holonómiacsoporttal

Ha (M,F ) egy 2-dimenziós Finsler-sokaság, akkor egy tetsz®leges p ∈ M pontban az Ip
indikatrix di�eomorf az S1 egységkörrel, és a holonómiacsoport izomorf az S1 di�eomor-
�zmus-csoportjának egy részcsoportjával. Egyszeresen összefügg® Finsler-felületek esetén
a holonómiacsoport szükségképpen irányítástartó, így aHolp(M) izomorf az egységkör irá-
nyítástartó di�eomor�zmusainak, azaz Diff∞+ (S1)-nek egy részcsoportjával. Ennek alapján
egy egyszeresen összefügg® Finsler-felület holonómiacsoportja maximális, ha a topologikus
lezártja megegyezik a Diff∞+ (S1)-gyel.

A Diff∞+ (S1) di�eomor�zmus-csoport Lie-algebrája az X(S1), melyben Fourier algeb-
rának nevezzük azon f d

dt
alakú vektormez®k F(S1) rész Lie-algebráját, ahol f(t) egy véges

Fourier-sor, azaz egy Fourier-polinom. A Fourier algebra exponenciális képének topologi-
kus lezártja által generált csoport a Diff∞+ (S1).

3.8.2. Állítás. [123, Proposition 5.1] Ha az egyszeresen összefügg® (M,F ) Finsler-felület
egy p ∈ M pontjában a hol∗p(M) in�nitezimális holonómia-algebra tartalmazza az F(S1)
Fourier-algebrát, akkor a holonómiacsoport topologikus lezártja izomorf a Diff∞+ (S1)-gyel.

Az állítást felhasználva bizonyítható a
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3.8.3. Tétel. [123, Theorem 5.2] Legyen (M,F) egy egyszeresen összefügg® síkprojek-
tív, konstans nemzérus görbület¶ Finsler-felület. Tegyük fel, hogy van olyan p∈M pont,
melyben az indukált Minkowski norma megegyezik az euklideszi normával, azaz F(p, y)=
= ‖y‖, és a projektív faktor eleget tesz a P(p, y) = c‖y‖ feltételnek, ahol c 6= 0. Ekkor a
p-beli holonómiacsoport lezártja megegyezik az egységkör irányítástartó di�eomor�zmus-
csoportjával, azaz Holp(M) = Diff∞+ (S1).

Amennyiben a tétel feltételeit egy Finsler-felület teljesíti, akkor annak a holonómia-
csoportja maximális. Erre az esetre konkrét példákat ad az alábbi tétel, mely els®ként ír
le végtelen dimenziós Finsler-típusú holonómiacsoportot.

3.8.4. Tétel. [123, Theorem 5.3] A standard Funk-metrikának, továbbá a Bryant�Shen-
féle gömbi metrikáknak a holonómiacsoportja maximális, azaz a topologikus lezártja meg-
egyezik a kör irányítástartó di�eomor�zmus-csoportjával.

Z. Shen [86]-ban megadta a síkprojektív Randers-sokaságok klasszi�kációját. Megmu-
tatta, hogy minden síkprojektív konstans nemzérus görbület¶ Randers-sokaság negatív
görbület¶, és ezen metrikák egy konstans faktor segítségével átskálázhatók úgy, hogy a
görbületük λ = −1/4 legyen. Ebben az esetben az (M,F ) izometrikusan leképezhet® azon
Finsler-sokaságba, melyet az

Fa(x, y) =

√
|y|2 − (|x|2|y|2 − 〈x, y〉2)

1− |x|2
+ ε

(
〈x, y〉

1− |x|2
+
〈a, y〉

1 + 〈a, x〉

)
(3.3)

Finsler-függvény de�niál a Dn ⊂ Rn-n, ahol ε = ±1 és a ∈ Rn valamilyen konstans vektor,
melyre ‖a‖ < 1. Erre a metrikára vonatkozik az alábbi

3.8.5. Állítás. [108, Proposition 1.] Ha a 6= 0, akkor a (D2, Fa) Finsler-felület holonó-
miacsoportja maximális, azaz a holonómiacsoport lezártja izomorf Diff∞+ (S1)-gyel.

Z. Shen klasszi�kációs eredményét használva kapjuk az alábbi tételt :

3.8.6. Tétel. [108, Theorem 3.] Egy egyszeresen összefügg® nem-Riemann típusú sík-
projektív konstans nemzérus görbület¶ Finsler-felület holonómiacsoportja maximális, azaz
lezártja izomorf Diff∞+ (S1)-gyel.

A tétel alapján igazolható a Randers-felületek holonómiájára vonatkozó eredmény:

3.8.7. Következmény. [108, Corollary 4.] Egy egyszeresen összefügg® síkprojektív, kons-
tans λ görbület¶ Finsler-felület holonómiacsoportja

� {id} triviális csoport, ha λ = 0 ;

� SO(2) csoport, ha λ 6= 0 és a metrika Riemann-típusú;

� Diff∞+ (S1) csoport, ha λ 6= 0 és a metrika nem-Riemann típusú.
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4. fejezet

Síkbeli 3-szövetek linearizálhatósága

4.1. Bevezetés

Legyen M egy 2-dimenziós valós, vagy komplex sokaság. A D ⊂ M nyílt tartományon
adott 3-szövet nem más, mint három, egymáshoz viszonyítva általános helyzet¶ sima gör-
békb®l álló fóliázás. AdottW és W̃ 3-szövetek ekvivalensek, ha van olyan di�eomor�zmus,
melyre igaz, hogy W képe a W̃ lesz. Adott W és W̃ 3-szövetek lokálisan ekvivalensek p ∈
∈ M -ben, ha van olyan lokális di�eomor�zmus a p egy környezetében, melyre igaz, hogy
W képe a W̃ .

Egy 3-szövetet lineárisnak (illetve párhuzamosnak) nevezünk, ha a három fóliázás
mindegyike egyenesekb®l (illetve párhuzamos egyenesekb®l) áll. Egy 3-szövetet linearizál-
hatónak (illetve parallelizálhatónak) nevezünk, ha ekvivalens egy lineáris (illetve párhuza-
mos) 3-szövettel. A 3-szöveteknek mind a linearizálhatósága, mind a parallelizálhatósága
igen érdekes geometriai probléma. 1924-ben H. Graf és W. Sauer bebizonyított egy tételt,
mely a szövetgeometria nyelvén úgy fogalmazható meg, hogy egy lineáris W szövet pon-
tosan akkor parallelizálható, ha van olyan harmadfokú algebrai görbe, melyhez asszociált
szövet a W , azaz a fóliázások görbéi a harmadfokú görbe érint®egyenesei [16, p. 24].

A 3-szövetek linearizálhatósága egy igen természetes, de korántsem triviális probléma.
T.H. Gronwall 1912-ben fogalmazta meg a sejtést, miszerint egy linearizálható de nem pa-
rallelizálható síkbeli 3-szövet � projektív transzformáció erejéig � legfeljebb egyféleképpen
linearizálható, azaz legfeljebb egy olyan di�eomor�zmus van, mely a kérdéses 3-szövetet
egy lineáris 3-szövetbe viszi át. G. Bol javasolt egy megoldási módszert, hogyan lehet a
linearizálhatóság kritériumát meghatározni [17], de a számolásokat nem tudta végigvinni.
Bol megmutatta, hogy azon projektíven nem ekvivalens lineáris 3-szövetek száma, melyek
ekvivalensek egy nem párhuzamosítható lineáris 3-szövettel, kisebb mint 17. 1973-ban
M.A. Akivis egy moszkvai tudományos el®adásán a linearizálhatóság problémáját a Chern-
konnexió segítségével újrafogalmazta. Ebben a megközelítésben a linearizálhatóság prob-
lémája az a�n deformációs-tenzorra vonatkozó nemlineáris parciális di�erenciálegyenlet-
rendszer megoldhatóságára vezethet® vissza. Akivis gondolatmenetét követve V.V. Gold-
berg [42]-ben meghatározta az egyenletrendszer els® integrálhatósági feltételeit.

2001-ben az Akivis által javasolt parciális di�erenciálegyenlet-rendszer további vizs-
gálatával [106]-ban sikerült meghatároznunk a linearizálhatóság teljes feltételrendszerét.
Megmutattuk, hogy a linearizálható de nem párhuzamosítható 3-szövetek esetében min-
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den p ∈ M ponthoz megadható a vektorérték¶ szimmetrikus tenzorok egy Ap ⊂ S2T ∗p ⊗
⊗ Tp algebrai részsokasága, melyre igaz, hogy az a�n deformációs tenzor az S2T ∗ ⊗ T -
nek egy olyan szelése, melynek értékei A-beliek. Az A-t meghatározza a 3-szövet Chern-
konnexiója. A polinomok fokszámából következik, hogy legfeljebb 15 különböz®, nem pro-
jektív ekvivalens linearizációja lehet egy nem párhuzamosítható síkbeli 3-szövetnek. A
feltételrendszer segítségével konkrét szövetek esetén eldönthet®, hogy az linearizálható-e
vagy sem. Az A-t meghatározó polinomok megtalálhatók [107]-ben.

A polémia. 2006-ban V.V. Goldberg (a szövetgeometria elismert szaktekintélye, szá-
mos szövetgeometriai könyv és tudományos cikk szerz®je) és V.V. Lychagin (a parciális
di�erenciálegyenlet-rendszerek nemzetközi szaktekintélye, az Orosz Tudományos Akadé-
mia tagja) szintén a 3-szövetek linearizálhatóságát vizsgálta, de [44] eredményei eltértek
a [106]-ban leírt eredményeinkt®l. Cikkükben � anélkül, hogy állításaikat érvekkel alá-
támasztották volna � azt állították, hogy a 3-szövetek linearizálhatóságára vonatkozó
feltételrendszerünk hiányos, illetve hibás ([43, p.171] és [44, p.70]). Mivel vannak olyan
esetek, ahol a [106] és a [44] ellentétes eredményt ad, ez azt mutatja, hogy a linearizációra
adott egyik feltételrendszer biztosan hibás. Ez bizonytalanságot okozott ezen a területen
(lásd például [2, p.2], [3, p.2], [19, p.30], [94, p.40]).

Dönt® példa. A [106] és a [44] feltételeinek közvetlen összehasonlítása nem egysze-
r¶. Bár a gondolatmenet mindkét esetben hasonló, az eszközök különböznek, továbbá a
Chern-konnexió kovariáns illetve parciális deriváltjait tartalmazó formulák igen hosszúak
és bonyolultak. Így az egyik, illetve másik elmélet helyességét illetve hibáját nehéz megmu-
tatni. Szerencsére van egy konkrét nem párhuzamosítható 3-szövet, mely linearizációjáról
a két elmélet ellentétes eredményt ad: [106] feltételei szerint ez a szövet linearizálható, míg
[44] szerint nem (lásd. [106, p.2653] és [44, p.171]). [116]-ban sikerült megmutatnom, hogy
létezik a kérdéses 3-szövethez a megfelel® tulajdonságokkal rendelkez® a�n deformációs
tenzor, így a szövet linearizálható. A [117] direkt módon bizonyítja a szövet linearizál-
hatóságát � így téve egyértelm¶vé, hogy a [106] eredményei helyesek, a [44] eredményei
pedig hibásak.

4.2. Alapfogalmak

Legyen W a páronként transzverzális irányú {F1,F2,F3} fóliázások által meghatáro-
zott sima 3-szövet az M sokaságon. A {F1,F2,F3} fóliázásokat rendre horizontálisnak,
vertikálisnak és transzverzálisnak nevezzük és az érint® altereiket rendre T h, T v és T t fogja
jelölni. Egy 3-szövet megadása ekvivalens egy (1,1)-típusú {h, j} tenzorpár megadásával,
melyek eleget tesznek az alábbi feltételeknek:

1. h2 = h, j2 = id,
2. jh = vj, ahol v := id− h,
3. Kerh, Imh, és Ker(h+ id) integrálható disztribúciók.

Minden 3-szövethez egyértelm¶en létezik egy olyan ∇ lineáris konnexió, mely eleget tesz
a ∇h = 0, ∇j = 0 és T (hX, vY ) = 0, ∀X, Y ∈ TM , feltételeknek, ahol T a ∇ kon-
nexió torziója. ∇-t a 3-szövethez tartozó Chern-konnexiónak nevezzük [70]. A W szövet
linearizálható, ha van olyan zérus görbület¶ ∇L lineáris konnexió M -en, mely meg®rzi a
szövetet. Egy (1,2)-típusú szimmetrikus L tenzormez®t prelinearizációnak nevezünk, ha
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a ∇L
XY = ∇XY + L(X, Y ) konnexió meg®rzi a szövetet, azaz a fóliázás elemei a ∇L-re

nézve autoparallel részsokaságok. A prelinearizációk halmazát E-vel jelöljük. Linearizá-
ciónak nevezünk egy L prelinearizációt, ha a ∇L konnexió görbülete zérus. Egy L ∈ E
prelinearizációt jellemezhetünk az

x(X, Y ) = L (hX, hY ), y(X, Y ) = jL (jhX, jhY ), z(X, Y ) = hL (hX, jhY ),

tenzorokkal. Használjuk továbbá a jelölést, miszerint az x2 az (1,3)-típusú tenzor, melyre
x2 (X, Y, Z) := x (x (hX, hY ), hZ). Hasonló értelemben használjuk az xy, x3, . . . jelölése-
ket. Az egyszer¶sítés érdekében az alsó indexek egy adaptált bázisra vonatkozó kovariáns
deriválást jelentenek. Ennek következtében a felcserélési formuláknál megjelenik a görbü-
leti tenzor. Bevezetjük az s := 2z − y és t := 1

2
(x + y − 2z) tenzorokat a számítás egy-

szer¶sítése érdekében. A prelinearizációk E tere az { s, t, z }-vel generálható 3-dimenziós
vektornyalábM -en. Az s-et az L bázisának nevezzük. Az L és L′ prelinearizáció pontosan
akkor projektív ekvivalens, ha s = s′.

4.3. A linearizálhatóság feltétele

A síkbeli 3-szövetek linearizálhatóságának a problémája egy parciális di�erenciálegyenlet-
rendszer megoldhatóságának a vizsgálatára vezethet® vissza. Legyen F := Λ2T ∗ ⊗ T és
de�niáljuk a prelinearizációk terén a P1 : E → F di�erenciáloperátort a(
P1L

)
(X, Y, Z)=(∇XL)(Y, Z)−(∇YL)(X,Z)+L(X,L(Y, Z))−L(Y, L(X,Z))+R(X, Y )Z

formulával, ahol R a Chern-konnexió görbületét jelöli. Az L prelinearizáció pontosan ak-
kor linearizáció, ha megoldása P1-nek. Az s, t, z tenzorokra ez egy els®rend¶ parciális
di�erenciálegyenlet-rendszert ad, melyek kompatibilitási feltétele az

P2 =

{
s22 = 2s21 − ss2 + 2ss1 +Rs+R2,

s11 = 2s21 − 2ss2 + ss1 +Rs+R1,
(4.1)

másodrend¶ di�erenciálegyenlet-rendszer, melyben meglep® módon a Chern-konnexió mel-
lett csak az s, azaz a projektív invariáns bázis tenzor és annak kovariáns deriváltjai jelen-
nek meg. A Spencer-sorozatokat vizsgálva adódik a

4.3.2. Állítás. [107, Proposition 4.2.] A P2 nem 2−aciklikus, azaz magasabb rend¶ pro-
longáltaknál új kompatibilitási feltétel megjelenése várható.

A megfelel® prolongálás és kompatibilitási feltételek vizsgálata alapján adódik, hogy
amennyiben a 3-szövet Chern-konnexiója zérus görbület¶, azaz parallelizálható, akkor
bármely prelinearizáció lokálisan kiterjeszthet® egy linearizációvá. Ez az eredmény össz-
hangban van azzal a jól ismert ténnyel, hogy parallelizálható síkbeli 3-szövetek esetén
léteznek olyan linearizációk, melyek nem projektív ekvivalensek. Abban az esetben, ha a
Chern-konnexió nem zérus görbület¶ � azaz a 3-szövet nem parallelizálható � a parciális
di�erenciálegyenlet-rendszer megoldhatóságának további vizsgálatával adódik az alábbi
eredmény:
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4.3.5. Tétel. [107, Theorem 5.1] A Chern-konnexió és annak legfeljebb hatodrend¶ de-
riváltjai segítségével megadhatók az s projektív invariánsra olyan Q1, . . . , Q7 polinomok,
hogy egy nem parallelizálható 3-szövet pontosan akkor linearizálható, ha ezen polinomok-
nak van közös zérushelye. Ekkor minden olyan p ∈ M és L0 ∈ Ep prelinearizáció esetén,
melynek sp bázisa A = {Qi = 0 | i = 1, . . . ,7}-beli, létezik olyan L linearizáció, melyre
Lp = L0.

Az A-t de�niáló polinomok vizsgálatából adódik az alábbi

4.3.6. Tétel. [107, Theorem 5.2] Egy nem parallelizálható 3-szövetnek legfeljebb 15 nem
projektív ekvivalens linearizációja lehet.

T.H. Gronwall által 1912-ben megfogalmazott sejtés [47], miszerint egy linearizálható
de nem parallelizálható 3-szövet a síkon � projektív transzformációk erejéig � legfeljebb
egyféleképpen linearizálható a fenti eredmény alapján azt jelenti, hogy nem parallelizál-
ható 3-szövetek esetén a Q1, ..., Q7 polinomok legnagyobb közös osztójának a fokszáma
legfeljebb 1.

4.4. A vitatott 3-szövet és linearizációja

2006-ban jelent meg a [44] cikk, melyben V.V. Goldberg és V.V. Lychagin 3-szövetek
linearizálhatóságát vizsgálta. Eredményeik eltértek a [106] eredményeit®l. Cikkükben azt
állították, hogy 3-szövetek linearizálhatóságára vonatkozó feltételrendszerünk hiányos, il-
letve hibás ([43, page 171] és [44, page 70]) anélkül, hogy állításaikat érvekkel alátámasz-
tották volna. A meglehet®sen agresszív kritikájuk igazolására az alábbi 3-szövetet adták
példaként, melyben a W szövetet de�niáló három görbesereg:

x = const, y = const, (x+ y) e−x = const. (4.2)

E konkrét példa szerepelt a [106]-os cikkünkben, melyben a 4.3.5 tétel alapján azt az ered-
ményt kaptuk, hogy a kérdéses 3-szövet linearizálható, viszont V.V. Goldberg és V.V. Ly-
chagin kés®bbi eredményei alapján a kérdéses szövet nem linearizálható. A vitatott 3-
szövet vizsgálatának szentelt [116] cikkben részletesen megvizsgálom a linearizálhatóság
feltételét, bizonyítom az L a�n deformációs tenzor létezését és megadom azt a ∇L görbü-
letmentes lineáris konnexiót, mely meg®rzi a szövetet. Az eredmények igazolják a szövet
linearizálhatóságát.

A kérdéses 3-szövet linearizálhatóságának igazolására van egy direkt bizonyítás is,
mely konkrétan megadja a linearizáló di�eomor�zmust. Az x̄ = f(x, y), ȳ = y által
meghatározott transzformáció ugyanis linearizálja a 3-szövetet, ami alátámasztja a [107]
állításait. Ezt az eredményt kiváló francia kollégám, J.-P. Dufour küldte meg levelezésünk
során.
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