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1 Bevezetés

A strukturalis limesz elméletek mély kapcsolatot teremtenek a véges matematika, illetve az analizis
kozott. A végtelen (mérhetd vagy folytonos) struktirdk alkalmazdsa a nagy diszkrét struktirdk
vizsgélatdban nem jdonsdg. Példaul a fizikdban a folyadékok véges sok részecskébdl allnak, azon-
ban gyakran kényelmes ket folytonos kozegként kezelni. Sok esetben hasznos tigy tekinteni a bony-
olult nagy struktirdkat, mint egyszeriibb, homogénabb végtelen struktirak véges kozelitéseit. Fz a
kozelmiltban fejlédésnek indult struktiralis limesz elméletek egyik 6 célja. A dolgozat célja pedig
az ilyen limesz elméletek kiilonféle aspektusainak bemutatdsa. Nagy hangsulyt fektetiink a grafok
limeszelméletének bemutatdsara, amely dinamikus fejlodésen ment keresztiil az elmilt években és
az egyik legjobban kidolgozott strukturélis limesz elméletté valt. A gréflimesz elmélet az algebra,
a val6szintiiségi elmélet, a dinamikus rendszerek, a kombinatorika, az analizis és a statisztikus fizika
érdekes talalkozdsi pontja. Ezen irdanyok koziil fogunk néhdnyat kozelebbrol bemutatni.

A strukturalis limeszek az ékori gorogokig vezethetdk vissza, akik felfedezték, hogy hasznos a
kort véges sokszogekkel kozeliteni. Az ilyen kozelitések nélkiilozhetetlenek a differencidl és integral
szamitdsban, tehat alapvetden mindeniitt megtalalhatok a matematikdban és a fizikaban. Ezekben
az esetekben egy adott végtelen objektumbdl indulunk ki, és véges struktirakkal kozelitjiikk valami-
lyen alkalmas diszkretizacié segitségével. Azonban minket jobban érdekel az ellenkezd irdny. Tegyiik
fel, hogy véges struktirdk egy névekvd sorozatét vizsgdljuk (mondjuk gréfok sorozatét), amelyek
értelmesen kapcsolédnak egymadshoz. Példaul egy egyszerii (esetleg randomizalt) szabaly hozza létre
a sorozatot. Arra szdmitunk, hogy a sorozat nagy tagjai bizonyos értelemben hasonléak lesznek
egyméshoz. Fontos kérdés, hogy hogyan lehet mérni ezt a hasonlésdgot. Ezenkiviil gyakran hasznos
megtaldlni egy olyan végtelen struktirdt, amely a sorozat hatérértékeként viselkedik. A hasonléség
kérdésére kiilonféle megkozelitések 1éteznek. Az egyik megkozelités a strukturdakhoz kapcsolodé al-
gebrai invaridnsok hasonlésdgan alapul. Ezen a ponton jelenik meg az algebra és a statisztikus fizika
is. Ezeket az invaridnsokat gyakran sulyozott homomorfizmusszamként vagy a particids fiiggvények
értékeként lehet kezelni.

A dolgozat elsésorban 4 cikk eredményeire épiil. Az elsd kettd [65], [51] a grafok limeszeir8l
sz6l. A harmadik cikk [80] a Freedman, Lovédsz és Schrijver sejtésének megoldésa, és a graf-elmélet
azon részéhez tartozik, amely leginkdbb a statisztikus fizikdhoz kapcsolédik. A negyedik cikk [82]
Osszekapcsolja a grafelméletet az additiv kombinatorikaval és a csoportelmélettel. A hivatkozasok

szamali ezen tézisfiizetben a f6 dolgozat irodalomjegyzékére utalnak.

2 Alapok

A struktirdlis limeszek torténete egészen az Gkori gorogokig vezethetd vissza. Archimedes (Kr.
E. 287-212) a kor sokszogekkel val6 kozelitését hasznédlta a teriilet kiszdmitdsdhoz. A strukturalis
limeszeket rutinszertien alkalmazzdk a fizikdban. A foytonos limesz objektumok nélkiilézhetetlenek
a termodinamikaban és a folyadékdinamikaban, amikor nagy, de véges részecskerendszereket
vizsgalnak. Masrészrol az eredendden folytonos objektumok diszkretizalasa is fontos szerepet jatszik
a fizikdban.

A fenti limeszelméletek nagy részben a véges objektumok és a folytonos limeszobjektumok nagyon
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egyszer(i Osszefliggésein alapulnak. A véges kozelités altaldban az el6irt geometriai kapcsolaton
keresztiil egy folytonos térhez kapcsolédik. Ezeket a limeszeket skdla limesznek nevezziik. Kevésbé
nyilvanvalé limeszelméletek indultak fejlédésnek a kozelmiltban, ahol olyan egyszerii és nagyon
altaldnos struktarakat tekintik, mint példdul a 0-1 sorozatok vagy grafok. Ezekben az elméletekben
nincs ”el6irt” geometria, amelyet kozeliteni kellene. A geometria a szerkezet belsé ”logikajabdl”
adodik, igy meglepetésszeriien a geometriai, topoldgiai és algebrai struktirdk nagy valasztéka je-
lenhet meg a limeszben. Ezen limeszelméletek koziil sok azon alapul, hogy véletlenszeri mintakat
veszlink nagy struktirakbdl és ezen mintavételek hasonlésaga alapjan metrizaljuk a struktirak terét.
Ilyen limeszelméleteket lokdlis limeszelméleteknek hivunk. Gyakran el6fordul azonban, hogy a lokalis
metrika nem elég finom ahhoz, hogy kelléen részletes képet adjon a struktiurdk szerkezetérél. Egy
masik megkozelités az, hogy a struktirdk nagyléptéki vislkedése alapjan definidljuk a hasonlésagi
metrikdt. Ezeket globdlis limeszelméleteknek nevezziik. A Szemerédi féle regularitdsi lemma példanl
strtt grafok esetén ad hasznos informéciét a nagyléptékli viselkedésrol. Bizonyos szerencsés es-
etekben (mint példdul stirii grafok esetén) dualitds koti Ossze a két nézépontot. Ilyenkor a két
metrika ekvivalens és a ketté kozotti kapcesolat jol hasznalhaté eszkoz. Ezen tilmenden vannak hib-
rid elméletek, mint példdul a korlatos foku grafok lokalis-globélis konvergencidja [51]. Ez az elmélet
azt demonstralja, hogy annak ellenére, hogy a korldtos foki grafok esetén nincs dualitds lokalis és
globalis nézdpont kozott, a ketté mégis Gsszekapcsolhaté egy hatékony elméletté. Most rétériink a

legfontosabb graflimesz elméletek révid bemutataséra.

Legyen G = (V,E) véges graf. Az elsé mintavételi mddszerben a graf k csicspontjat,
V1,02, ..., V-t valasztjuk fiiggetleniil, egyenletes eloszlassal a V' elemeibdl, majd tekintjiik az ezen
cstcsok éltal feszitet Gy grafot. Ha H egy graf a [k] := {1,2,...,k} csicshalmazon, akkor jelolje
t°(H,G) annak a valészinfiségét hogy Gy = H. Egy {G,}%, grafsorozatot akkor mondunk kon-
vergensnek, ha minden fix H-ra létezik a lim; o t°(H,G;) hatérérték. Egy masik eklvivalens
megkozelités szerint jelolje t(H,G) annak a valdszinliségét, hogy egy véletlen V(H)-bol V(G)-be
mend fiiggvény grafhomomorfizmus. A konvergencist hasonléan definidljunk gy, hogy t°(H, G;)
helyett t(H, G;)-t tekintiink. A homomorfizmus sfiriségek elénye, hogy olyan fontos algebrai tulaj-
donsagokkal rendelkezik, mint a multiplikativitds és a titkrozés pozitivitas (reflection positivity).

A maésodik mintavételi médszer bevezetéséhez legyen G4 azon véges grafok halmaza, melyben
a maximum fok legfejebb d. Legyen tovabba G azon grafok halmaza melyekben a maximum fok
legfejebb d és van egy kitiintetett gyokér o, melynek tédvolsdga minden ponttdl legfejebb r. Legyen
G = (V,E) egy graf Gg-ben, és legyen v egy egyenletes eloszldssal vélasztott csiics V-ben. Legyen
N, (v) a v-gyokerii izomorfia osztélya a v csics r-sugard kérnyezetének. Ekkor N, (v) az Gj-nek
egy random eleme u(r, G) eloszldssal. Egy {G,}>2 ;| grafsorozat Banjamini-Schramm konvegens ha

minden r-re igaz hogy u(r,G,,) az eloszlasok egy konvergens sorozata.

A Benjamini-Schramm konvergencia eredendéen lokalis, ezért sok alkalmazds szamédra nem
elég erés. Példdul a véletlenszerli d -reguldris grafok lokélisan fahoz hasonléak, de nagyon nem
trivialis globdlis strukturaval rendelkeznek, amelyet még nem sikeriilt lefrni. A probléma for-
malizaldsdhoz sziikség van a Benjamini-Schramm konvergencia finomitasara, amelyet lokélis-globalis
konvergencidnak neveznek. A lokélis-globélis konvergencia fogalmét sikeresen alkalmaztuk a véletlen

reguldris grafok sajatvektorainak tanulményozisdban. A bonyolult analitikus, informéaciéelméleti
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és graflimesz mddszerekkel bizonyitottuk a [10] -ben, hogy a véletlen reguldris grafok majdnem-
sajatvektorai kozel Gauss elem-eloszlassal rendelkeznek. Ez az eredmény jol illusztralja, hogy a
grafelméletben mély eredmények nyerhetok a limesz megkozelitéssel. Ebben a tézisben részletesen
lefrjuk a lokélis-globalis grafkonvergencia mogott hizédé elméletet. A megfelel fejezet a [51] cikken

alapul. Az egyik f6 eredmény a lokalis-globdlis limeszek jellemzése graphingok segitségével.

A homomorfizmus sfirtiségek (és homomorfizmus szdmok) dontd szerepet jitszanak a graflimesz
elméletben. Ha a G egy rogzitett graf, akkor a t(H,G) értékek szdmos hasznos algebrai tulaj-
donsaggal rendelkeznek. Freedman, Lovdsz és Schrijver [36] megfigyelték, hogy létezik a homo-
morfizmus szdménak egy mésik véltozata, amely hasonlé algebrai tulajdonsigokkal bir. A ho-
momorfizmus szadmot olyan szorzatok Osszegének is tekinthetjiik, amelyek a csticsok cimkézéseitdl
fiiggnek. Egy duédlis verziéban az éleket cimkézziikk minden lehetséges mddon, és az igy kapott
szorzatokat Osszegziink. Ezeket élmodellnek, avagy ”edge coloring model”-nek hivjuk. Ezek fontos
szerepet jatszanak a statisztikus fizikdban, és a tenzorhalézatok elméletében. Tézisiink egyik 6
eredménye Freedman, Lovasz és Schrijver egy sejtésének megolddsa, mely algebrailag karakterizdlja
az élmodellek értékeit. Ezt az erdményt késébb tobben alapul vették mas hasonlé eredmény iga-

zolasahoz.

Tézistink utols6é fejezete a graflimeszek elméletét &ltaldnositja az additiv kombinatorika
teriiletén. Kideriil, hogy véges vagy kompakt Abel-csoportokon értelmezett fiiggvényekbdl is van
természetes mintavételezés, amely egy természetes limesz fogalomhoz vezet. Ezt a limesz fogalmat
Osszekapcsoljuk a Fourier-analizis elméletével és a graflimeszekkel is. Megjegyezziik, hogy innen ki-
indulva tanulmanyozhaté az ugynevezett magasabb rendi Fourier-elmélet is, de ez tiulmutat a jelen

munkan.

3 Siru grafok limeszei

A graphon egy mérhetd fiiggvény W : [0,1]% — [0, 1], mely teljesiti, hogy W (z,y) = W (y, x) minden
z,y € [0,1] esetén. Jelolje Wy a graphon-ok halmazit. Ha G egy véges graf az [n] csicshalmazon,

akkor a graphon reprezentaciéja a W¢ fliggvény, melyet a

W(z,y) = 1p)([na], [ny])

formula definidl. Legyen H egy véges graf a [k] csticshalmazon és legyen

t(H,W) = / H Wz, ;) doidas . .. dxy.

1,%2,...,25€[0,1] (i.j)EE(H)
Ekkor a t(H, W) mennyiség dltaldnositja a grafokra vonatkozé homomorfizmus stirtiségeket. Kénnyt
latni hogy t(H,G) = t(H,W¢g). Legyen W az 6sszes korldtos mérhetd fiiggvény halmaza a [0, 1]2
négyzeten. A cut norma ||.||g a W fuggvénytéren van értelmezve. Legyen F' € W. Ekkor

[Fllo:= sup ‘/ Fx,y) dady|,

A,BC[0,1]'JAxB

ahol A és B végigfut [0,1] mérhet6 részhalmazain. Legyen ¢ : [0,1] — [0,1] egy mértéktartd
transzformacié. Ekkor W¥(x,y) := W((x),%(y)). Ez a transzformicié megtartja a homomor-

fizmus stirtiségeket: t(H, W) = t(H, W?) teljesiil minden véges H gréifra. Bevezetjiik a kvetkezd
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tavolsdgot:

So(UW) = inf (U= WY|q,
45,10:[0,1]%[0,1]

ahol ¢ és 1) végigfut az Osszes mérhetd transzformécion. g egy pszeudometrika. Vezessiik be a ~
ekvivalneciareldcié gy hogy x ~s5 y < d(z,y) = 0. Legyen Xy := Wy/ ~s5. Mivel dg(U, W) =0
esetén t(H,U) = t(H, W) minden H gréfra, ezért t(H, —) jol definidlt a A halmazon. A kovetkezd
eredmény ( [64],[65]) a graflimesz elmélet egyik kiinduldsi pontja:

Tézis 1 A (Xy, on) metrikus tér teljesiti a kovetkezd két tulajdonsdgot.
1. A ég metrika egy kompakt, Hausdorff, szeparadbilis topologidt indukdl a Xy téren.

2. Minden H grifra a X — t(H,X) figgvény folytonos a Xy téren.

Ennek a tételnek kulcsfontossdgu kévetkezménye a graflimeszek analitikus karakterizacidja:

Tézis 2 Legyen {G;}52, egy olyan grdfsorozat, hogy f(H) :=lim,;_,o t(H, G;) létezik minden véges
H grdfra. Ekkor létezik eqy W € W graphon, melyre f(H) = t(H, W) teljesil minden H esetén.

4 Lokalis-globalis grafkonvergencia

Legyen d egy fix természetes szam. Ebben a fejezetben minden tovabbi grafban a maximalis fokszam
legfejebb d. Egy gyokeres graf az egy par (G, o), ahol o egy kitlintetett cstics (gyokér). Egy gyokeres
graf sugara a gyokértdl vett maximélis tdvolsdg. Ha v egy G gréaf csicsa, akkor N(G,r)(v)-vel
jeloljiik a v csucs r-sugari kornyezetét, melyben v a gyokér. Legyen G véges graf és legyen K(k,G)
a G cstcsinak Osszes k-szinezése. Ha r, k fix szdmok akkor U™F-val jeldljikk az Osszes hirmas
(H, o, c) halmazét, ahol (H,0) egy maximum r sugari gyokeres graf és ¢ egy tetszéleges k-szinezése
a csticsoknak. Legyen G egy véges graf és ¢ € K(k,G) egy k-szinezés. Legyen v egy egyenletes
eloszldssal vélasztott cstics G-ben. Ekkor a ¢ szinezés megszoritédsa Ng - (v)-re egy U™F-beli elem
és igy v véletlen vélasztdsa folytdn egy valészinfiségi eloszldst kapunk az U™* halmazon, melyet

Pg [c]-vel jeloliink. Legyen
Qcrk = {Pa,ld: ce K(k,G)} € M(U™),
ahol M (U™*) az U™* halmazon vett valészintiségi eloszlasok halmaza.

Definicié 1 Véges grafok egy {G,}52, sorozata (ahol minden fok maximum d) lokdlis-globdlis
konvergens, ha minden r, k > 1-re a (Qq,, k)22 sorozat konvergens a Hausdorff metrikdban melyet
a (M(U™), dyar) kompakt metrikus téren definidlunk.

Definicié 2 Legyen X egy Polish topoldgikus tér és legyen v egy valdszintiségi mérték az X Borel
halmazain. Egy graphing az egy graf G a V(G) = X csticsokon melynek az élhalmaza Borel az X x X
téren, a maximum fok legfejebb d és

/Ae(:c,B)dl/(m):/ e(z, A)dv(x) (1)

B

minden A, B C X mérhetd halmazra, ahol e(x, S) az élek szdma x € X és S C X kozott.
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Graphingokban is definidlhatéak a fenti jelolések azzal a plussz feltétellel, hogy a k-szinezésekben
minden szinosztaly mérheté. Ezért graphingok korére is kiterjeszthetd a lokélis-globalis konvergen-

cia. Jegyezziik meg, hogy minden véges graf egy graphing.

Tézis 3 Legyen {G;}52, egy lokdlis-globdlis konvergens sorozata véges grdafoknak, melyekben minden
fok mazimum d. Ekkor létezik egy graphing G tgy hogy Qa,, rk — Qg.rk (n — 00) Hausdorff tdvolsdg

szerint minden fix v és k értékre.

5 Elmodellek

Legyen C = {c1,ca,...,cq} egy véges d elemli halmaz, melynek elemit szineknek hivjuk. Egy
élmodellt egy t : N* — R fiiggvény hatdroz meg. Minden élmodellhez tartozik egy grafparaméter,
melyet ¢ : G — R jelol. Legyen v € V(G) és legyen v : E(G) — C egy szinezése a G éleinek. vy, € Ne-
vel jeloljiik azt a vektort, melynek i-edik koordindtaja azon élek szama, melyek v-hez csatlakoznak

és ¢; a sziniik. A hurokéleket kétszer szdmoljuk. Ekkor legyen

tp(@) =[] twy)

veV(G)
és
HG) = > t(G).
P:E(G)—C
Legyen G azon grafok halmaza, melyek tartalmaznak k ”nyitott” élt. A nyitott élek valamely
cstesbdl indulnak ki és az {1,2,...,k} halmazzal vannak megszdmozva. Ha Hy, Hy € Gy, akkor

a Hj H, ragasztdson azt a (nyitott élek nélkiili) grafot értjiik, amelyben Osszeragasztjuk Hy és Ho
azonosan szamozott nyitott éleit. Legyen Qi a Gj elemeinek formélis linedris kombindci6éibol allé
vektortér R felett. Hasonl6képpen legyen Q a sima (nyitott élek nélkiili) grafok formélis vektortere.

A Q tér elemeit kvantumgrdfoknak hivjuk. Ekkor a ragasztasi operacié linedrisan kiterjed mint
g: QX Qrp—Q

Egy Q € O kantumgréfot éltikrozés szimmetrikus-nak hivunk, ha Q = g(H, H) valamely H € Qy, és
k > 0esetén. Egy f: G — R grafparaméter éltikrozés pozitiv, ha az f : Q — R linedris kiterjesztése
nem negativ értéket vesz fel minden éltiikrozés szimmetrikus kvantumgrafon. Az f grafparamétert
multiplikativnak hivjuk, ha grafok diszjunkt unidjara Ssszeszorzddik.

A kovetkezo tétel megvélaszolja Freedman, Lovéasz és Schrijver egy sejtését.
Tézis 4 Legyen [ : G — R eqy €ltikrozés pozitiv, multiplikativ grdfparaméter. FEkkor létezik t :

N¢ — R élmodell valamely d-re, 1igy, hogy az élmodellhez tartozé grdfparaméter egyenld f-fel.

6 Filiggvények limeszei csoportokon

Ennek a fejezetnek a {6 célja, hogy a siirii gréfok limeszelméletét altalanositsa az additiv kombina-
torika teriiletére. Az additiv kombinatorikai allitdsok jelentOs része Abel-csoportok részhalmazairdl,

vagy altalanosabban Abel-csoportokon értelmezett fliggvényekrdl szol. Ebben a fejezetben tehét
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egy olyan limesz elméletet tekintiink melyben az alap objektumok Abel-csoportokon, avagy még
altaldnosabban, csoportokon értelmezett fliggvények. Célunk, hogy (G, f) csoport—fiiggvény parokat
tudjunk Gsszehasonlitani, ahol mind a csoport és a fiiggvény is killombozé lehet. Ezt kétféle kon-
textusban valdsitjuk meg: 1) Tetszéleges csoportokon vizsgdlunk Lo fliggvényeket 2) Kompakt
Abel-csoportokon vizsgalunk korldtos mérheté fiiggvényeket. Az elsd esetben bevezetjitk a d, mig a
mésodik esetben a d metrikat. A Pontrjagin dualitds szellemében igazolunk egy dualitési tételt d és
d kozott. Ezen metrikdk definiciéja meglehetdsen technikds, igy ebben a révid verziéban mellézziik
azt.

Legyen H azon (A, f) parok halmaza (d ekvivalencia erejéig), ahol A egy kompakt Abel-csoport
és f egy L% mérhetd fiiggvény A-n. Legyen K C C egy halmaz és legyen H(K) azon H-beli elemek
halmaza, melyhez tartozé fiiggvény K-ban veszi fel értékeit. A kovetkezd tétel kulesfontossédgu a d

metrikdrol.

Tézis 5 Ha K C C egy kompakt konvex halmaz akkor (H(K),d) kompakt metrikus tér.

Az additiv kombinatorikai vizsgalatok masik kulcsfogalma a linedris konfiguracié. Ilyen példdul
egy szamtani sorozat. Itt jon a precizebb definicid. Legye L = Ax1 + Aoxo + -+ + Apxy €gy
linedris forma egész egyiitthatékkal. Ekkor L kiértékelhetd egy tetszéleges A Abel-csoportban tgy,
hogy az x; véaltozdk az A halmazbdl kapjdk értékeiket. Ezen a médon egy L : A" — A fiiggvényt
kapunk. Linedris formak L, Lo, ..., L; halmazat linedris konfigurdciénak hivjuk. Tegyiik fel, hogy
A kompakt Abel-csoport és F = {f;}%_, korldtos mérheté fiiggvények L>°(A)-ben. Tegyiik fel,
hogy £ = {L1, Lo, ..., L} egy linedris konfigurdcié. Ekkor £ siiriség’et F-ben a kovetkezd formula

definidlja:

k
t(£7 ]:) = Em ST,y Ty EA H fl(L’L(x17 T2, 71'71))' (2)
=1

Fontos aleset, mikor F minden eleme ugyanaz a figgvény. Ekkor a fenti képlet az (A4, f)
parban definidlja £ stirtiségét. A linedris konfigurdcidk siirtiségei a grafelméleti homomorfizmus
stiriiségek kozeli rokonai és mély kapcsolatban allnak azokkal. Segitségiikkel hasonlé limesz fogalom
definidlhat6 mint a stirti grafok esetén. Ennek a limeszfogalomnak a teljes megértése igen bonyolult
és az ugynevezett magasabb Fourier-analizis elméletét igényli, melynek bemutdsa messze tilmutat
ennek a fejezetnek a keretein. Ez a fejezet arra a specidlis esetre fékuszdl, mikor a konfigurdcick
ugynevezett komplexitdsa 1. Ezt a komplexitas fogalmat Gowers és Wolf vezette be. A grafok

limeszelméletéhez hasonléan a kovetkez6 tételt bizonyitjuk a metrika és a stirtiségek kapcsolatardl.

Tézis 6 Ha L komplexitdsa 1, akkor L siirisége folytonos d metrikaban.



