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A DISSZERTACIO ROVID OSSZEFOGLALOJA

Az frott torténelem el6tti miivészeti alkotasok, példaul barlangrajzok, hasznalati
eszkozokbe vésett abrak és népmiivészeti emlékek tanusitjak, hogy a természetben meg-
figyelhet6é geometriai formak és mintazatok kezdetektdl fogva mély érdeklédésre tartot-
tak szamot. A modern tudomany sziiletése matematikai eszkéztdrat, azaz nyelvet adott a
formak tanulmanyozasdhoz. A matematikai leiras egymastdl tavol eso jelenségekrol mutat-
ta ki, hogy a hozzajuk kéthetd forma (kozel) azonos. J6 példa erre a logaritmikus spirdl,
amit Jacob Bernoulli, a XVII. szazad kiemelkedd matematikusa részben matematikai tulaj-
donsagai, részben talan univerzalitdsa miatt nevezett csoddlatos spirdlnak (spira mirablis).
A névvalasztas indokolt: egyes spiralis galaxisok alakjatol a csigahéjak kozépvonaldanak
felillnézetéig a logaritmikus spirdl meglepéen sok természeti formaban megfigyelhet6 [12].

Az értekezésben egyedi formakat létrehozé mechanikai rendszereket és élettelen
természeti folyamatokat vizsgalok. A format, hasonléan az emlitett logaritmikus spiralhoz,
mindegyik példdban a rendszerhez rendelt matematikai modell magyardzza. KEzen mo-
dell jellemzOen egy nemlinearis kozonséges, vagy parcialis differencidlegyenlet rendszer
(roviditve: KDE, PDE) alakjaban foglalhaté Ossze. A természetben vagy kisérletekben
megfigyelhetd formak ezen egyenletrendszer adott kezdeti- és/vagy peremfeltételek mellett
szamitott, stabil megoldasaival dllnak kapcsolatban, ezért fontos hangsilyt kap a megoldas
stabilitasanak vizsgalata. Egyarant szo6 lesz statikus, az idot6él nem fiiggd mechanikai rend-
szerek megoldésairdl, és idoben fejlédo természeti formakrol.

Fontos kiemelni, hogy a valdsag Osszetett forméai a matematikai modellnek gyak-
ran elemi eszkozokkel nem szamithaté megoldasait jelentik. Ha preciz médon igazolni
is lehet egyes megolddshalmazok egzisztencidjdt (pl.: posztkritikus egyensulyi utak 1éte),
egyes konkrét megoldasok eléallitasa numerikus eljardst igényel. A numerikus modszerekkel
szembeni dvatossag miatt fontos, hogy (akar egyszeriisito feltételezések mellett) analitikus
eredmények is rendelkezésre alljanak. Ez indokolja azt, hogy az értekezés elsésorban a mo-
dellek leirasara és az analitikus eredmények bemutatasara torekszik. Az egyes megoldasok
szamitasara hasznalt numerikus eljarast minden, bemutatasra keriild modell esetében a
hivatkozott publikacidék tartalmazzak.

A formak és mintazatok szakirodalmanak Gsszegzése meghaladja ezen irds kereteit, a
természeti formavildg matematikai magyardzata kiemelked§ frasokat inspirélt [2, 10, 12]. Az
értekezés egy szerkezeti mechanikai kérdéseket targyalo és kettd, a természeti morfologidban
gyokerez6 problémékat vizsgdlo fejezetet tartalmaz, a vizsgalt kérdésekre utalnak az 1. abra

képei.



1. abra. Az értékezésben érintett problémék képes Gsszefoglaléja. Kavicsok

egyedi és kollektiv kopasa (a), vékony filmek réncosodésa (b), puha robotka-
rok maximalis kinytlésa (c), korlatozott huzdszilardsagu ivek forméaja (d)-(e),

ooid részecskék alakja (f).

Mechanikai eredetii formak

A mérncki mechanika egyszerti, linearizalt modelljei a szerkezeti elemek szabad szem-
mel éppen lathatéd deformécidinak kozelito szamitasara alkalmasak. Jelentosebb mértéki
alakvaltozas vagy Osszetettebb alakokat formalé mechanikai rendszerek a geometriai és
anyagi viselkedés egzakt lefrasara torekvo elméleteket igényelnek. A disszertdciéban
targyalt vékony rudak és héjak tekintetében kiilonosen a geometriar nemlinearitds egy-
szeriisitésektol mentes kezelése kiemelend6. A geometriailag egzakt rid- és héjelméletek
alapjait a Cosserat testvérek [5] és S. Timoshenko [14, 13] fektették le a XX. szdzad els6



felében irt miiveikben. Ezen elméletek matematikailag egzakt Gsszefoglaldsat nyujtja [1].
Az értekezésben vizsgalt elsd, mechanikai eredetli kérdés a robotika teriiletén felmeriilt
problémat jar kérbe. A puha robotkarok (soft robotic arms) az elmult évtizedben valtak
kiilénosen népszertivé, gyakran természeti inspiraciét (pl.: polip karja, 1.(c) abra) hasznédlva
a tervezéshez [11]. Arra a kérdésre keresek vélaszt, hogy milyen mddon hatdrozhatd meg
eqy vékony, befogott konzol maximdlis kinyildsa, azaz milyen tavoli pontokat tud elérni
egy adott mechanikai és geometriai paraméterekkel rendelkezé robotkar? A 2. fejezet
puha robotkar maximdlis kinyuldsa cimi része ramutat arra, hogy a kérdésre adando valasz
eredendden térbeli, geometriai értelemben egzakt ridmodellel adhaté meg. Megmutatom,
hogy az irodalom sikbeli modelljei a biztonsdg kdrdra tévednek, a kifordulas jelensége miatt
a robotkar maximaélis kinyulasa az ott kozolt értékeknél kisebb. Ugyanakkor a rid kezdet:

gorbiletének megfelel szabdlyozasdval a robotkar kinyuldsa érdemben névelhets [T2].

els6 megterhelés ciklikus terhelés

2. éabra. A huzott, két végén befogott, vékony film rugalmatlan viselkedése ¢ mak-
roszkopikus nyulds mellett: az elsé megnyujtas soran a film rdncmentes (bal oldali
képsorozat), de a leterhelés (és az ezt kovet6 ciklikus terhelés) folyamén a rancok meg-

jelennek, illetve eltiinnek a nytjtds mértékének fliggvényében (jobb oldali képsorozat).



Az értekezés vékony filmek rancosoddsdval foglalkozo részei egyszerti mechanikai rend-
szerben mutatnak példat a geometriai mintazat (hulldmos alak) megjelenésére és eltiinésére
(1.(b) dbra). Egy, a két végiikon befogott, hizott, vékony filmek rancosodasara vonatkozo
elméleti eldrejelzés [8] kisérleti igazoldsa soran felmeriilt kérdésekre keresek valaszt. A
kisérleti eredmények szerint a huzott filmek nyijtdsuk sordn anyagi dtalakuldson mennek
keresztil. Milyen modon lehet a megjelend ortotrop viselkedést és a terhelés miatt bekovet-
kezd karosoddst figyelembe venni az eredetileg linedrisan rugalmas, izotrop kontinuumme-
chanikai modell kiterjesztésével? Levezetem Karman Todor nagy lehajldsi, vékony lemezek
elméletének véges nyuldsokra kiterjesztett modelljének ortotrop véltozatat, ami tisztan ru-
galmas elméletként magyardzza az elofeszitett filmeken rogzitett kisérleti eredményeket.
Az L hossziségi film AL megnytjtdsanak mértékét a ¢ = AL/L makroszkopikus nyilds
jellemzi. A kisérletek folyaman a 2. dbra szerinti érdekes jelenséget tapasztaltuk: az elsé
megterhelés idején rancmentes film a tehermentesités és a soron kovetkezo ciklusos terhelés
folyaman rancosodik. A teljes, el6feszitést is tartalmazoé folyamatot, illetve az emlitett
jelenséget egy 1j, pszeudoelasztikus modellel magyaraztuk. A rancosodassal kapcsolatos
részek végzett doktoranduszommal, Fehér Eszterrel kozos munka eredményei [T1,T3].

A kisérletekben, vagy a természetben megfigyelheté alakot a szerkezet anyagi nem-
linearitasa is jelentésen befolydsolja, beleértve a képlékenyedés, és a karosodasi folyama-
tok szerepét. Huzoszilardsag nélkiili testek és szerkezetek repedései a mérnoki gyakor-
lat meghatarozd jelenségei, egyidejiileg izgalmas természeti mintdzatok. A repedéskép
vizsgalatdanak kiemelkedéen gazdag irodalma van, gondoljunk csak a repedéskép szerepére
a szerkezeti foldtan gyakorlataban, vagy a tartoszerkezeti mechanikat modern formaban
utjéra indité probléméra, a Szent Péter Bazilika kupoldjanak repedésére [9]. Ezzel egytitt
Osszetett esetben a kialakuld repedéskép elméleti magyarazata mind a mai napig komoly
kihivast jelent [6]. Valamivel egyszer(ibb kérdés az elemekbél épitett szerkezet &llékonysiga
és formaja kozott meglévo kapcesolat elemzése. Az épitoelemek egymassal érintkezo feliile-
tel egy geometriai mintazatot adnak, ezt sztereotomidnak nevezzilkk. Tekinthetjik a szte-
reotomiat a szerkezetben mesterségesen létrehozott repedési mintazatnak. Huzdszilardsag
nélkiili kapcsolat esetén a kapcsolddasi feliileteken dominansan nyomoéerének kell atadodnia,
ez a feltétel meghatarozza az ilyen médon épitheto szerkezetek formajat. Az értekezés utolso
mechanikai probléméaja — Falazott ivek alakja cimmel — az anyagi nemlinearitas format
meghatérozé szerepére mutat ra (1.(d) és (e) dbrak). Ez a rész egy klasszikus mérnoki
problémat, az onsulyaval terhelt falazott {v viselkedését vizsgdlja. Megmutatom, hogy
fiiggoleges ¢és radialis sztereotomia esetén egy korivekbol szerkesztett, dllando vastagsagu,
szimmetrikus csucsivben mazimum hét darab csuklo alakulhat ki, tovabba igazolom, hogy
tetszoleges, elore rogzitett C' > 3 csukldszamhoz 1étezik olyan, onstlyaval terhelt iv, amely-

nek ténkremenetele sordan pontosan C' csukld alakul ki [T4].



Az értekezésben bemutatott mechanikai modellek a karcsu szerkezetek gazdag ipari
alkalmazasa miatt gyakorlati jelentdséggel birnak, akar a posztkritikus tartomany elkeriilése
(pl.: rdncosodés kizardsa ipari és tirkutatasi alkalmazasokban), vagy ellenkezéleg, a poszt-

kritikus stabil megoldasok elérése a cél (pl.: robotkarok alakja).

Természeti morfolégia

A természetben megtalalhat6 részecskék (kavicsok, ooidok sth.) alakfejlédése egy-
idejileg fontos téma a foldtudoméanyok és a matematika teriiletén. A XX. szazadban W.J.
Firey 1974-ben megjelent irdsa [7] meghatarozé mérfoldks, ebben a kavics alakfejlédését
a zart, kompakt feliilet egy pontjdhoz rendelheté torvénnyel (uin. lokélis modellel) ma-
gyarazza a szerzO. A Firey-féle modell a befelé mutaté feliileti normalis irdnyu sebességet
adja meg. Feltételezve, hogy a kopo részecske egy sikkal véletlenszeriien titkozve kopik, Fi-

rey kopasi torvénye a v kopasi sebességet a feliillet K Gauss-gorbiletével tekinti aranyosnak:
V3P = cK , (1)
ahol ¢ > 0 egy rogzitett allando. Sikgorbe esetén a kopéasi sebesség a k gorbiilettel ardnyos:
v?P = ck. (2)

Késobb F.J. Bloore a Gauss-gorbiilettdl fiiggé modellt véges méretii koptatd részecskék
feltételezésével terjesztette ki [4]. Az eddig ismertetett modellekben kozos, hogy egyetlen
koptatott részecskét irnak le. A kopast szamtalan, koptato részecskével torténd titkozés
ereddjének tekintik (ldsd 3.(a) 4bra), a vizsgdlatban a koptatott részecske tomegének
és alakjanak jellemzésére szolgald valtozok idosorat allitjak eld. Ezt a megkozelitést az
értekezésben egyedi kopdsnak nevezem. Az egyedi kopds &ltaldnositasa kettd, egymast

kélcsondsen koptatd részecske id6fejlédésének vizsgalata a bindris kopds (3.(b) abra).

(a) (b) (c)

%

o

3. dbra. Kopdsi sémék. Egyedi kopds (a), binaris kopés (b) és kollektiv kopés (c).

o ©

A tomegveszteséget a sziirkével jelolt részecskékre szamitjuk. A nyilak a részecskék

kozott (nem egy idépillanatban bekovetkezd) titkozési eseményeket jelzik.

A természeti morfologia teriiletére eso vizsgalatokat az egyedi kopdsi folyamat sikbeli

modelljeinek elemzésével kezdem. A Sikgorbe gorbiilet-vezérelt kopdsdrol cimi rész {6



kérdése, hogy a sima, konvex gorbék gorbilet fiigguényének szélséérték szama milyen modon
valtozik a kopdsi folyamat sordn? A rész egyben Gsszegzi a sikbeli kopasmodellek analitikus
leirasanak lehetOségeit, a gorbe kiilonboz6 paraméterezései mellett. Ezutan egy, a nove-
kedést, az 1itkozéses kopdst és a surloddast tartalmazé modell magyarazza a meleg, telitett
tengervizben képzodd, un. ooid részecskék alakfejlodését. Megmutatom, hogy az egyszerii
fizikai alapvetésen alapulé modell alkalmas a természetben megfigyelt részecskék szimmet-
ridjanak magyardzatdra, illetve igazolom a a megolddsok unicitdsat (1.(f) abra) [T5,T6].

A feliiletek gorbiilet-vezérelt alakfejlodését leiré PDE-k numerikus szimulaciéjara 1j,
sztochasztikus algoritmust ismertetek. Az algoritmusban definialt események a Bloore-
féle kopasi modell egyes tagjainak feleltethetéek meg. Az algoritmus az alakfejlodést
véletlenszertien felvett sikmetszések sorozataként allitja el6. Segitségével ramutatok ar-
ra, hogy az (1) egyenlettel adott Firey-féle kopds poliéder kezdeti alak esetén két fazisu: az
els6 fazisban a poliéder feliiletének egy részhalmaza érintett a kopasban, csak a masodik
fazisban teljestil, hogy a test minden feliileti pontja koptatott. A két fazis miatt azon
gyakorlat, amikor részecskék méretét az illesztett ellipszoid tengelyhosszai alapjan végzik,
megkérddjelezhetd, hiszen az elso fazisban ezek allanddak, ugyanakkor a kezdeti tomeg akar
50%-a is elveszhet az els6 fazisban [T7,T8§].

Az alakfejlodés egyedi modelljein tul a részecskék kollektiv fejlodése is kiemelten
érdekes, mind az elmélet, mind a geomorfoldgiai alkalmazdsok szempontjabol (1.(a) és
3.(c) abrdk). A kavicsokkal kapcsolatos egyik alapveté megfigyelés, hogy a természetben
fellelhet6 kavicspopuldciok (pl.: kavicsos tengerpart) méret és alak szerint elkiiloniiltek. A
geologiai irodalom ezt a szelektiv szdllitds és a kopds folyamataival magyaréazza, allaspontja
szerint a tengerparti és folyami kérnyezetben a szallitas és a kopas egyiittesen hatarozza meg
a kavicsok tomeg- és alakfejlédését [3]. Az, hogy melyik folyamat domindns, fligg a helyszin
geoldgiai adottsagaitol, de jellemzOoen mindkét folyamat érdemi szerepet jatszik. Amig
a szelektiv szallitdst részletesen elemezték, addig a kopds pontos szerepét egy prediktiv
elmélet, és az azt vizsgald méréssorozat hianyaban eddig nem tisztaztdk. Az elmélet beve-
zetésére tesz kisérletet az értekezés 4. fejezete, amely a kollektiv tomegfejlodés elemzésével
mutat ra arra, hogy az egy részecske szintjén determinisztikus modellek sziikségszertien
részlegesek, az alakfejlodés megértéséhez valdszintiségi alapvetés sziikséges. Itt az elso
kérdés arra vonatkozik, hogy magyardzhato-e a részecskék kollektiv kopdsdval az a meg-
figyelés, hogy mig egyes geoldgiai helyszineken a kavicsok mérete (kozel) azonos, addig
mas helyszineken a kavicsok mérete nagy vdltozatossagot mutat? A kifejlesztett kollektiv
modszer Osszhangban van az egyedi kopas ismertetett, geometriai modelljeivel és egy-
idejtileg teljesiti a tomeg exponencialis lecsengését kimondo Sternberg torvényt. A kavicsok
tomegveszteségét kolcsonos iitkozésiik esetén az un. kornyezeti paramétertdl fiiggd, egypa-

raméteres utkozési kernel adja meg. A tomegeloszlas id6éfejlédését leird, determinisztikus



Fokker-Planck egyenlet megadasa utan igazolom, hogy a kornyezeti paraméternek létezik
kritikus értéke, amely a kollektiv fejlodés fokuszdlo és szétszoro tartomanyait valasztja el.
A modell eredményei szerint a természetben megfigyelt homogén kavicspopulaciok kopasi
folyamat eredményeként is létrejohetnek [T9].

Az értekezés természeti morfoldgiat targyald részei ramutatnak arra, hogy egy meg-
felel6 részletezettségii matematikai modell nem kizardlag a természetben megfigyelheto
alak magyarazatat nyujtja: lehetové teszi, hogy pusztan a forma megfigyelésével kovet-

keztesslink az azt létrehozo folyamatra.

TEZISEK
1. Tézis. Tisztan rugalmas anyagmodellel és geometriai nemlinearitassal jellemezheto ru-

galmassagtani modellekben keletkezd formékat és mintazatokat vizsgaltam [T1,T2].

(i) Vékony robotkarok maximadlis kinyuldsat a deformdcié és a rudalak stabilitdsa
egyiittesen hatarozza meg. A robotkarhoz rendelhetd térbeli rudmodellben, a poten-
dalomban szerepld, sikbeli modellek altal elhanyagolt kiforduléds csokkenti a maximalis
kinyuléds értékét. Ramutattam arra, hogy a kezdeti gorbiilet valtoztatasaval a stabi-
litasi kritérium alapjan szamitott maximalis kinyulds novelhet6. A modell alapjan

numerikus algoritmust adtam a robotkar maximalis kinyulasanak meghatarozasara.

(ii) (Fehér Eszterrel ko6z6s eredmény) Két végén befogott, huzott, vékony filmek
kisérletben megfigyelt rdancosoddsanak magyarazatara 1j, a klasszikus Karman-féle
nagy lehajlasi, vékony lemezek elméletét véges membrannyldsokra altalanosito, or-
totrép modellt irtunk le. El6feszitett mintadarabokon végrehajtott kisérletekkel 0ssz-
hangban a modell helyesen jésolja meg a rancos mintazat megjelenését és eltiinését.
Ezen jelenség magyarazhaté egy izola-kozpont bifurkacioval. A modell alapjan a si-
ma és rancos megoldasokat elvalaszto stabilitasi hatar helye a S tengelyarany és a e

makroszkopikus nyulas paraméterek terében jelentésen fiigg az ortotrépia mértékétol.

2. Tézis. A terhelés hatasara kialakulé alak és az anyagi nemlinearitdas kapcsolatat
vizsgaltam [T3,T4].

(i) (Fehér Eszterrel és Timothy J. Healey-vel k6z6s eredmény.) A két végén
befogott, huzott, vékony filmek ciklikus kisérletben megfigyelheté rancosodésanak
megjelenését és eltlinését elemezve az elsé terhelés soran eltéré rancosodast a
Mullins-hatéssal magyardztuk. Uj, a Mooney-Rivlin anyagmodellt kdrosodasi
allapotvaltozéval (n) kiegészits, pszeudoelasztikus modellt adtunk a jelenség ma-

gyarazatara.



(i)

(iii)

(iv)

Az (i) pontban emlitett modellrél megmutattam, hogy az a Mullins-hatédsra az iro-
dalomban javasolt modellosztaly egy specialis, egy allapotvaltozét tartalmazo esete.
Tovabba, modszert adtam az elsé nyujtas soran kialakulé ortotrépia mértékének a

kisérleti adatokbdl torténd becslésére.

Huzoszilardsag nélkiili falazott ivek allékonysaga flige az ivben természetesen kiala-
kulé, vagy mesterségesen eldirt repedésképétol (sztereotémia). Az adott terhelési
v allékonysdganak klasszikus geometriai feltételét (nyomdsvonal elmélet) térgorbe

referencia vonalu szerkezetre dltalanositottam.

Igazoltam, hogy az elore rogzitett C' > 3 csuklészamhoz konstrualhaté olyan, sikbeli,
onsulyaval terhelt, huzészilardsag nélkiili iv, amelyben a tonkremenetel pillanataban

kialakul6 csuklék szama pontosan C'.

A sikbeli, 6nstulyédval terhelt, korivekbol szerkesztett, allandéd vastagsagu, szimmetri-
kus cstcsivrol bizonyitottam, hogy a szerkezetben radidlis sztereotomia esetén kiala-

kulé csuklok szdma maximum C' = 7.

3. Tézis. A korrel homeomorf, konvex gorbék alakfejlodését leiré geometriai parcidlis dif-

ferencidlegyenleteket vizsgaltam [T5,T6).

(i)

Bizonyitottam, hogy a gorbiilet-vezérelt kopasi modellek korében az f.(k) >0
feltételt kielégité kopasi torvénnyel rendelkezd, a gorbét a befele mutatd normaélis
irdnyédba fejleszt6 alakfejlédési modellben a gorbiileti szélséértékek N, () szdma mo-

noton csokken.

Az ooid részecskék novekedést, litkozéses és siurlédasi kopast tartalmazo, két dllando
paraméterrel adott modelljérol bizonyitottam, hogy a modellben szereplo affin tag
ellenére az ellipszis nem invarians megoldas, kivéve a surlédasmentes esetet, amikor

az invarians alak kor.

Bizonyitottam, hogy a (ii) pontban emlitett modell sima, egyenstlyi megoldésai a D2

szimmetriacsoportba tartoznak.

Bizonyitottam, hogy a (ii) pontban emlitett modell két paramétere (¢; > 0 és ¢y > 0)

és a sima egyensulyi alak kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast.



4. Tézis. A gombbel homeomorf, konvex feliiletek alakfejlodését leird, in. Bloore-féle
alakfejlédési modellt vizsgaltam [T7,T8].

(i)

(i)

A kopé testet poliéderrel reprezentald, a testet sztochasztikusan felvett metszo
sikokkal fejleszt6 numerikus algoritmust irtam le a Bloore-féle alakfejlodési egyen-
let approximéaciéjara. Megadtam a sztochasztikus algoritmus esemény valdszintiségei

és a folytonos geometriai PDE allandoi kozotti kapcesolatot.

A sztochasztikus algoritmus felhasznalasaval numerikusan demonstraltam, hogy a
Firey-féle alakfejlédési modellben poliéder kezdofeltétel esetén két fazis kiilonitheto
el: az elso fazisban a kopas dltal még nem érintett feliilet tertilete nem zérus. Ez a
mérték fokozatosan csokken, a masodik fazisban pedig a test minden feliileti pontja
kopasnak kitett. A numerikus eredmények szerint az els6 fazisban a tomegveszteség
az 50%-ot is elérheti.

5. Tézis. Statisztikai szamossagu objektum tomegeloszlasanak kopas miatt bekovetkezo

id6fejlodését vizsgaltam [T9).

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Megadtam a kavicspopulaciok kollektiv tomegeloszlasanak idéfejlodését leird Fokker-

Planck egyenletet.

Analitikusan igazoltam, hogy folytonos esetben a geometriai alakfejlodési egyenletek-
kel 0sszhangban 1év6, az r kornyezeti paramétertol fliggd, egyparaméteres iitkozési
kernel elsérendi sorfejtéssel egyszeriisitett formdja a kollektiv modellben r > 1/2

értékeinél fokuszald, r < 1/2 esetén szétszord viselkedésii.

Analitikusan igazoltam, hogy az emlitett egy paraméteres iitkozési kernel alatt az
azonos méretli részecskéknek megfeleld Dirac-0 tomegeloszlas invarians. Tovabba

r > 1/2 esetén a Dirac-0 témegeloszlas stabil, < 1/2 esetén instabil.

A Fokker-Planck egyenletet numerikus szimulaciéjaval megmutattam, hogy valds ka-

vicspopuldcidk esetében az r = 1/2 érték a teljes, nemlinedris modellben is kritikus.
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