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I. Kitdzott kutatasi problémak

A doktori munka, ahogy a cim is mutatja, két nagy részre tagolodik. Az els6 rész a
loopokkal kapcsolatos kutatasi eredményekre épiil, a mésodik rész a klasszikus csoport-
elmélet bizonyos teriiletein végzett vizsgdlatok eredményeit mutatja be. Bar a loop
mint algebrai struktira lényegesen kiilonbozik a csoporttol, hiszen nem érvényes benne
az asszociativitas, de egy, a loopok szorzascsoportjara vonatkozo karakterizacios tétel
lehet&séget teremt arra, hogy bizonyos loopelméleti problémaéakat atfordithassunk a
csoportelmélet nyelvére. Igy ez a két teriilet szorosan dsszekapcsolodik.

A loopelméleti részben az els6 probléma az Abel-féle bels6 permutacidcsoportokkal
rendelkezd loopok nilpotencia-osztalyaval kapcsolatos. Tobb mint 60 évvel ezel6tt Bruck,
aki a loopelmélet alapjait fektette le, bebizonyitotta, hogy ha a loop nilpotencia-osztalya
ketts, akkor a bels§ permutacidcsoportja Abel-féle. Hosszu ideig probléma volt Bruck
eredményének megforditasa, vagyis igaz-e, hogy a belsé permutacidécsoport kommutati-
vitdsa maga utan vonja, hogy a loop nilpotencia-osztalya legfeljebb ketts. Bizonyos loop-
osztélyokban (pl. LCC loopokban), valamint kiilonb6z6 szerkezetd bels§ permutécio-
csoportok esetén elemeztiik a nilpotencia-osztalyt. Végiil a Bruck-tétel megforditasaval
kapcsolatos problémara illetve sejtésre is valaszt adtunk.

A probléma vizsgélata soran egy masik, korabban felvetett kérdésre is tovabbi véla-
szokat kaptunk, nevezetesen hogy, milyen Abel-csoportok jelenhetnek meg (illetve nem
jelennek meg) valamely loop bels6 permutéciocsoportjaként.

A kovetkez6 problémakor a Buchsteiner loopok vizsgalata soran meriilt fel, hogy
mit mondhatunk altalanosan az olyan loopok szorzéascsoportjarol, ahol a nucleus feletti
faktorloop Abel-csoport, és milyen Gsszefiiggés van a fenti tulajdonsag és akozott, hogy
a loop a centruma felett csoport.

A loopelmélet utolso részében feloldhatosagi problémékkal foglalkoztunk. Bruck bebi-
zonyitotta, hogy a loop nilpotencidja maga utan vonja a szorzascsoport feloldhatosagat.
A megforditas azonban nem igaz, ismert, hogy véges loop esetén a szorzéascsoport fel-
oldhatosagabol a loopnak csak a feloldhatosaga kovetkezik. A probléma természetesen
vet6dott fel: a belsé permutaciocsoport milyen tulajdonsagai garantaljak a szorzascso-
port feloldhatosagat, kovetkezésképpen a loop feloldhatosagat.

A dolgozat masodik része a klasszikus véges csoportokkal kapcsolatos. ElGszor bi-
zonyos minimalis részcsoportok bizonyos jol meghatarozott tulajdonsidgainak hatasat
vizsgaltuk a csoport szerkezetére, elsGsorban a szuperfeloldhatosag szempontjabol. Az
egyik tulajdonsig a normélosztosag egy gyengitett valtozata az S-quasinormalitds. A
cél korabbi eredmények kiterjesztése és telitett forméciokra valé altalanositésa volt. Ha-
sonl6 eredményeket akartunk elérni S-quasinormalités helyett H-tulajdonségot feltéte-
lezve. Bizonyos esetekben mindkét teriileten igyekeztiink pontos szerkezeti leirast is adni
a kapott csoportosztalyokra.

A szuperfeloldhatoséagra vonatkozoan tjabb karakterizacios tételeket is kaptunk. Eze-
ket a H-tulajdonsaggal 6tvozve feloldhato T-csoportok 1 szerkezeti lefrasat adtuk.

Felhasznalva az S-quasinormalitas vizsgalatakor kapott tulajdonsagokat, a feloldha-
t0 T-csoportokra vonatkozoé korabbi tételeket igyekeztiink kiterjeszteni T™-csoportokra
(vagy PST-csoportokra). Ezen a teriileten is sikertilt 1] szerkezeti leirasokat adni.



I1. Mo6dszerek és forrasok

a) A loopelméleti részben a f6 vizsgalati modszer a kovetkezs volt: A felmeriils problé-
makat attranszformaltuk a loop szorzascsoportjaban megjelend csoportelméleti problé-
mava. Itt a transzverzélisok technikdjat alkalmazva, a csoportelmélet klasszikus mod-
szereivel és eszkozeivel dolgoztunk, majd a kapott eredményt egy karakterizacios tétel
segitségével visszaforditottuk a loopok nyelvére.

Ebben a részben a legf6bb forrasmunkak Bruck eredményei [Br|, M. Niemenmaanak
és T. Kepkanak elssorban a loopok szorzascsoportjara vonatkozo munkai [KN1]|, [NK1],
[NK2|, [NK3]. Niemenmaanak a feloldhatoséggal és az Abel-féle belsé permutaciocso-
porttal kapcsolatos eredményei [N3], [N4], [N5], [MN], A. Drépalnak a CC és LCC loo-
pokkal kapcsolatosan végzett vizsgélatai [D1], [D2] voltak.

b) A csoportelméleti részben a tudomanyagban szokasos klasszikus vizsgélati modsze-
rekkel dolgoztunk. ElsGsorban az alabbi forrasokra tdmaszkodtunk:

Az S-quasinormalitassal kapcsolatosan J. Buckley [Bul, O. H. Kegel [Ke|, A. Yo-
koyama [Yol], [Yo2], A. Shaalan [Sha|, M. Asaad, A. Ballester-Bolinches, M. C. Pedraza-
Aguilera [AsBP] munkai, a H-tulajdonsaghoz fiiz6dGen M. Bianchi, A. G. B. Mauri, M.
Herzog, A. Verardi [BMHV] cikke, a T- és T*-csoportokra vonatkozoan G. Zacher |Za],
W. Gaschiitz [Gal, R. K. Agrawal [Ag|, T. A. Peng [Pe|] munkai.

Az itt emlitett cikkek adatai a III. rész végén 1évs irodalomjegyzékben talalhatok.

III. Eredmények

1. Loopelmélet

Egy @ halmaz kvdzicsoport, ha értelmezett rajta egy olyan binaris miivelet, hogy minden
a,b € Q esetén az ar = b és ya = b egyenleteknek egyetlen megoldasa van. Egy @
kvézicsoport loop, ha létezik neutralis eleme 1, amelyre 1-z = x- 1 = x teljesiil minden
x € @ esetén.

Az ax = b és ya = b egyenletek megoldasait jeloljik z =a \ b és y = b/a.

A loopelmélet viszonylag fiatal teriilet, aminek gyokerei a projektiv geometriara és a
latin négyzetekre nytlnak vissza.

A véges kvazicsoportok szorzastablaja nyilvan latin négyzet, a véges loopok
szorzastablajanak pedig az tugynevezett normalt latin négyzet felel meg, vagyis ahol
az elsd sorban és az els6 oszlopban az elemek természetes sorrendben vannak.

A Desargues axioméaknak eleget tevs projektiv sikok algebrai koordinatazasakor nem
asszociativ, de invertalhato kétvaltozos miiveletekkel megadhato algebrai strukturak
jelentek meg, ez vezetett tobbek kozott a kompozicio algebrak, osztasgytrik, majd a
kvazicsoportok és a loopok vizsgalatahoz.

Az els6 nagyobb munkak a 30-as évekbdl Ruth Moufangtol [M1], [M2] és G. Boltol
szarmaznak, akik olyan speciélis tulajdonsagi loopokat vizsgaltak, amelyek bizonyos
geometriai konfiguraciok alapjan sziilettek, nevezetesen a hiperbolikus tér transzlacioit
és a nemnulla oktavokat.



A kvézicsoportok elméletének kidolgozasa A. Albert [All], [Al2] és R. Baer [Bael| ne-
véhez fliz6dnek. Végiil 1946-ban R. Bruck |Br]| fektette le a loopelmélet alapjait egy tobb
mint 100 oldalas munkajaban. O definialta a szorzascsoport és a belsé permutéciocsoport
fogalmat, megteremtve ezzel a loopelmélet és a csoportelmélet kozotti kapcesolatot. A
60-as, 70-es, 80-as években szamos looposztaly vizsgélata ftiz6dik pl. Baer, Glauberman,
Doro, Smith és Liebeck nevéhez. Kés6bb egészen 1j teriileteken is alkalmaztak az el-
méletet, pl. J. H. Conway egy specialis tipusi loopot hasznalt a Fischer—Griess Monster
konstrualasakor a csoportelméletben.

A 90-es években T. Kepka és M. Niemenmaa a loopok szorzascsoportjanak egy karak-
terizaciojat adta meg, ezzel lehetGséget nyujtva arra, hogy bizonyos loopelméleti prob-
léemak, példaul a nilpotencia és a feloldhatosagi kérdések, csoportelméleti problémaként
jelenjenek meg.

1.1. Definicidk, alapfogalmak és eredmények a loopelméletben
Definicidk:

Egy @ loop kommutativ, ha benne a miivelet kommutativ.

Egy H C Q részloop, ha H is loop a ()-beli mtiveletre. Jele: H < Q.

Egy H < @ normdlis részloop, ha aH = Ha, a(bH) = (ab)H és (Hb)a = H(ba)
minden a,b € () esetén. Jele: H < Q).

H <@ esetén a kiillonb6z6 Hx mellékosztalyok a (Hx)(Hy) = H(zy) szorzasra loopot
alkotnak, amelynek neve Q-nak H-szerinti faktorloopja. Jele: QQ/H.

A Q loop bal nucleusa:
Ny = N)(Q) :={a € Q| (ax)y = a(zy) minden x,y € Q esetén.}

Q kézépsd nucleusa:
N,=N,(Q) ={a€ Q| (ra)y = z(ay) minden z,y € Q esetén.}

@ jobb nucleusa:
N, =N,(Q) :={a € Q| (xy)a = z(ya) minden z,y € Q) esetén.}

Q nucleusa:
N=NyNN,NN,

Q centruma:
Z(Q) ={a € N | za = ax minden x € Q) esetén }

Az z,y € Q elemek kommutdtora [z, y] = (yx)\(zy).

Az z,y,z € Q elemek asszocidtora [x,y, z] = (x(y2))\((xy)z).

A Q loop asszocidtor részloopja A(Q) az a legkisebb normalis részloopja @-nak,
amelyre @)/ A(Q) csoport.

A Q loop kommutdtor-asszocidtor részloopja () az a legkisebb normaélis részloopja
@-nak, amelyre /@)’ Abel-csoport.
Definicié: Egy Q) loop feloldhato, ha létezik a kovetkezd tipusi lanca:
1=Qo<1 < <Q,=0Q, aholQ;_14Q; ésQ;/Q;_1 Abel-csoport minden1 < i <n
esetén.
Definicié: Legyen Q egy loop és legyen Zy = 1, Z1 = Z(Q), Zi)Zi1 = Z(Q/Z;_1). lgy
normdlis részloopok eqy sorozatdt kapjuk. Ha Z, 1 # Q, de Z, = Q, akkor azt mondjuk
hogy Q) centralisan nilpotens és nilpotencia-osztalya n, vagyis cl Q) = n.



Definicié: Legyen Q) egy loop és a € Q). Ekkor az L,(x) = ax (bal eltolds) és R,(x) = za
(jobb eltolds) leképezések permutdciok () elemein.
Q bal szorzdscsoportja: L = (L, | a € Q)
Q jobb szorzdascsoportja: R = (R, | a € Q)
Q szorzdscsoportja: MIt Q = (Ly, R, | a € Q)
Q@ belsd permutdcidcsoportja Inn Q) az 1 elem stabilizdtora Q) szorzdscsoportjaban.
Megjegyezziik, hogy ha a @ loop csoport, akkor Inn(@) a csoport szokasos belss
automorfizmuscsoportjat jelenti.

Tudjuk, hogy egy @ loop pontosan akkor csoport, ha minden a,b € () esetén létezik
c €@, hogy L,Ly, = Lk,.

A szorzascsoport tulajdonsagai: Legyen Q egy loop. Jelolje A={L, | a€Q}, B =
{R, | a € Q}. Ekkor A és B bal transzverzalisok Inn Q-hoz Mlt Q-ban, [A, B] < Inn @,
(A, B) = Mlt Q és coreypolnn @ = 1.

M. Niemenmaa és T. Kepka bebizonyitotta, hogy a fenti tulajdonsagok karakterizal-
jék is a loop szorzascsoportjat.

1. Tétel. Egy G csoport izomorf eqy loop szorzdscsoportjaval akkor és csak akkor, ha
G-nek van egy olyan H részcsoportja, amelyre coregH = 1 és léteznek a H-hoz A és
B, H-connected” bal transzverzilisok, (a ,,H-connected” azt jelenti, hogy [A, B] < H),
valamint (A, B) = G.

Nyilvan G jatssza Mlt ) szerepét, H Inn () lesz, A és B pedig a bal és jobb eltolasok
halmaza.

A G csoportbdl megkonstruéalhatjuk a @ loopot a kovetkez6 modon:
Q elemei a G csoport H-szerinti bal mellékosztalyai lesznek. Tetsz6leges a,b € A esetén

(aH)(bH) = (cH) akkor és csak akkor, ha abH = cH, ahol ¢ € A.

1.2. Az Abel-féle bels6 permutaciécsoport és a nilpotencia-osz-
taly kapcsolata

Jol ismert tény, hogy egy csoport nilpotencia-osztalya akkor és csak akkor legfeljebb
kettd, ha a bels§ automorfizmuscsoportja Abel-féle. 1946-ban Bruck [Br| bebizonyitotta,
hogy egy 2 nilpotencia-osztalyt loop belsé permutécidcsoportja Abel-féle. A kérdés
Bruck eredményeinek megforditasa volt:

1.2.1. Probléma. Vajon minden Abel-féle belsd permutdcidcsoporttal rendelkezd loop
nilpotencia-osztdalya legfeljebb 22

T. Kepkanak és M. Niemenmaanak sikeriilt bebizonyitani [NK2|, [NK3| a véges loo-
pok nilpotenciajat Abel-féle bels6 permutéicioesoport esetén, de a nilpotencia-osztalyra
nem tudtak felsé korldtot adni. Sok évig az volt az el6zetes vélemény, hogy Bruck
eredményének megforditasa igaz. Ezt szdmos tény tamasztotta ala. Bizonyos looposz-
talyokban pl. LCC loopok esetén A. Drapallal igazoltuk [CsD1] a 2 nilpotencia-osztalyt.



Kiilonb6z6 szerkezett belsé permutéciocsoportoknal is a vizsgélatok mindig legfeljebb 2
nilpotencia-osztalyt mutattak. [NK2|, [NK3|, [CsJK], [CsK], [Cs2].

Ismert, hogy egy loop nilpotencia-osztalya akkor és csak akkor 2, ha a szorzascso-
port kommutator részcsoportja benne van a belsé permutécidécsoport normalizatoraban,
vagyis (Mlt Q)" < Nyneo(Inn Q).

Igy a Niemenmaa-Kepka-féle karakterizacios tételt hasznalva (1. Tétel) véges loopok
esetén az 1.2.1. Probléma ekvivalens lesz a kovetkezd problémaval:

1.2.2. Probléma. Legyen G wvéges csoport és H olyan Abel-féle részcsoportja G-nek,
melyre coreq H = 1. Tegytik fel, hogy léteznek A és B ,,H-connected” (vagyis [A, B] < H)
bal transzverzdlisok H-hoz a G-ben, amelyekre (A, B) = G. Igaz-e, hogy ekkor G' <
Ne(H)?

Az eredeti célom a Bruck-eredmény megforditdsanak igazolasa volt. Az 1.2.2. Prob-
léma vizsgalata soran egy minimalis rendd G ellenpéldat tekintettem. Majd bevezettem
az ugy nevezett ,nice subclass” fogalmét:

Definicié: Jelolje F azon (G, H) pdrok osztdlydt, ahol G véges csoport, H Abel-féle
valodi részcsoport G-ben, léteznek A és B bal transzverzilisok H-hoz a G-ben, melyekre
[A,B] < H és (A,B) =G.

Legyen F* C F, azt mondjuk, hogy F* ,nice subclass” F-ben, ha minden (G, H) €
F* és (G/N,HN/N) € F esetén, ahol N normdloszté G-ben, (G/N,HN/N) € F* is
teljestil.

Ezutéan tetszéleges F* C F ,nice subclass” esetén az olyan minimalis rendd G csoport
tulajdonsagait vizsgaltuk, amelyre (G, H) € F* és G' £ Ng(H):

1.2.3. Tétel. [Cs2, Proposition 3.4] Legyen F* C F ,nice subclass” F-ben. Teqyiik fel,
hogy G minimdlis rendd olyan csoport, hogy (G,H) € F* és G' & Ng(H). Jeldlje Gy a
H-nak a normadlis lezdrtjat G-ben. Ekkor igazak a kévetkezdk:

i, GoNZ(G) p* rendi ciklikus csoport valamely p primre.

ii, Jelolje Zy a GoNZ(G) ciklikus csoport minimdlis részcsoportjdat. Ekkor H és ZoH
p-csoportok és ZoH < Gy, tovdbbd ZoH # Gy.
i1, Gy p-csoport.
w, Jeldlje U = coreqZoH és Hy = U N H. Ekkor Hy elemi Abel p-csoport, U =
Hy x Zy < Z(Gy), és G, < U.
v, H(Z(G) N Gy) <Gy, és Go/H(Z(G) N Gy) elemi Abel p-csoportok.
vi, H/Z(Go) N H elemi Abel p-csoport.
vit, Go/Z(Gy) elemi Abel p-csoport.
viii, Go/H(Z(G)NGy) = H/H N Z(Gy).
iz, Nem létezik olyan a € A, hogy H*(H(Z(G) N Gy)) = Gy.

Miutan a minimaélis rendi ellenpélda vizsgalata sordn nem jutottam ellentmondésra,
figyelembe véve az 1.2.3. Tételben kapott tulajdonsagokat a p = 2, |Ho| = 2% és |H| = 2°



véalasztéssal megprobaltam ellenpéldat konstrualni. Szemidirekt szorzatokkal dolgoztam
(kézzel, nem szamitogéppel), mikozben tekintetbe vettem a bels§ permutéaciéesoport
normélis lezartjaval kapcsolatos a 2 nilpotencia-osztalyra vonatkozo (kés6bb bemuta-
tando) 1.2.5. és 1.2.6. Tételeket. Végiil sikeriilt a konstrukcio, negativ valaszt adva igy
az 1.2.2. Problémaéra.

Ellenpélda az 1.2.2. Problémara: [Csl] Egy 8192(= 2'3) elemd G csoport konstruk-
cidja, amelynek van eqy 2° rendi elemi Abel-féle H részcsoportja, amelyre coregH = 1.
A G csoportban léteznek olyan A és B bal transzverzdlisok a H-hoz, hogy [A, B] < H és
(A, B) = G, valamint G' £ Na(H).

Felhasznélva az 1. Tételt az 1.2.1. Problémara is valaszt kaptam:

Ellenpélda az 1.2.1. Problémara: [Csl| A fenti G csoport eqy 128 elemi @ loop
szorzdscsoportja lesz, Inn Q= H elemi Abel 2° rendi csoport, A és B elemei pedig a bal
és jobb eltoldsok lesznek, () nilpotencia-osztdlya 2-nél nagyobb. A konstrukciobol kideriil,
hogy ez a nilpotencia-osztdly pontosan 3. A belsd permutdcidcsoport normdlis lezdrtja
My pedig 2'° elemi, és Mt Q/My elemi Abel 23 rendi csoport.

Miutéan én csak a loop szorzéscsoportjat adtam meg, a kovetkezs lépés a loop
szorzastéablajanak megadasa lett volna. A méretek miatt azonban ez kézzel reménytelen
véallalkozasnak tint szdmomra.

G. P. Nagy és P. Vojtéchovsky a GAP programmal [NV1| megnézték a loop szer-
kezetét és ezt felhasznalva, moho algoritmussal sikeriilt egy tdjabb 128 elemii loopot
talalniuk, aminek a nilpotencia-osztélya 3, és a bels6 permutacidcsoportja természetesen
Abel-féle.

Mivel az eredeti ellenpélda nem tartozott egyetlen jol ismert loop osztalyhoz sem,
nemrégiben A. Dréapal és P. Vojtéchovsky [DV] a GAP program LOOP csomagjéaval ismét
analizalta az ellenpéldam loop szerkezetét, majd két modszert is kifejlesztve, szamitogép
segitségével szamtalan hasonlé 128 elemid 3 nilpotencia-osztalyu loopot konstrualtak.
Kideriilt, ahogy cikkiikben fogalmaztak, hogy ezek kozott az én altalam megadott ,yery
natural”.

Azota G. P. Nagy és P. Vojtéchovsky [NV2| Moufang loopok korében is konstrualtak
egy 2™ elemii Abel-féle belsé permutaciocsoporttal rendelkezd 3 nilpotencia-osztalyt
loopot. Ugyanakkor azt is bebizonyitottak, hogy a paratlan rendd Moufang loopok
esetén a nilpotencia-osztaly legfeljebb 2 lehet.

Nemrégiben A Dréapal és M. K. Kinyon [DK]| konstrualt egy 3 nilpotencia-osztalyt
128 elemt Buchsteiner loopot Abel-féle fels6 permutacidécsoporttal.

A fenti konstrukciok utén természetesen vetddik fel a kérdés:

(a) Létezik-e egyaltalan paratlan rendd ellenpélda az az 1.2.1. Probléméra, vagyis
legaldbb 3 nilpotencia-osztélyu Abel-féle belsé permutaciocsoporttal rendelkezd paratlan
rendd loop?

(b) Létezik-e Abel-féle bels permutéciocsoporttal rendelkezs legalabb 4 nilpotencia-
osztalyt loop?



A minimalis rendd ellenpélda vizsgalata soran a bevezetett ,nice subclass” tulajdon-
sdgainak felhasznalasaval sikeriilt 2 nilpotencia-osztalyt igazolni kiilonbozé szerkezeti
belsé permutaciocsoport esetén, kiterjesztve ezzel a korabbi eredményeket is. Megje-
gyezzik, hogy a 2 nilpotencia-osztaly vizsgalaténak létjogosultsagat, éppen az ellenpélda
bizonyitja.

A loopelméleti reprezentacioja a [CsJK, Theorem 4.2] eredménynek, ha
Inn@Q = C,, x Cp, x Cp, x Cp, X --- x Cp x C,, ahol py,ps,...,p, killénbozé primek,
akkor @) nilpotencia-osztalya 2. Sikeriilt ezt a tételt altalanositani:

1.2.4. Tétel. |Cs2, Corollary 4.6] Legyen Q véges loop. Tegyiik fel, hogy Inn @ Abel-
csoport, aminek a Sylow részcsoportjai legfeljebb p*-rendi elemi Abel-csoportok. Ekkor
@ nilpotencia-oszdlya legfeljebb 2.

A bels6 permutaciocsoport normalis lezartjara — jeloljiik ezt My-lal — vonatkozoan is
kaptunk elégséges feltételeket a 2 nilpotencia-osztalyra:

1.2.5. Tétel. [Cs2, Corollary 4.3| Legyen @ véges loop és Inn Q) Abel-féle. Tegyiik fel,
hogy |Inn Q| és |MIt Q : My| relativ primek. Ekkor c1Q < 2.

1.2.6. Tétel. |Cs2, Corollary 4.4] Legyen Q véges loop és Inn Q) Abel-csoport. Tegyiik
fel, hogy Mlt Q /My ciklikus. Ekkor c1@ < 2.

Az ellenpélddnkban MIt Q 2-csoport és Mlt Q /My elemi Abel 23 rendii csoport, ami
azt igazolja, hogy ha az utols6 két tételben az My-ra vonatkozo elégséges feltételek nem
teljesiilnek, akkor a 2 nilpotencia-osztaly mar nem garantalt.

1.3. Abel-csoportok, mint bels6 permutaciécsoportok

Szédmos probléma kapcsolodik az Abel-féle bels6 permutacidcsoporttal rendelkezé loo-
pokhoz. Ezek egyike a kovetkezs:

1.3.1. Probléma. Milyen véges Abel-csoportok jelenhetnek meg (vagy nem jelennek
meg) valamely loop belsd permutdcidcsoportjaként.

A kérdést, hogy milyen Abel-csoport lehet valamely csoport bels§ automorfizmus
csoportja, Baer [Bae2| teljes egészében megoldotta:

Legyen G véges Abel-csoport, G = Cy x Cy x - - - x C,, ciklikus csoportok direkt szorzata,
amelyekre |Ciy1] osztdja |Ci|-nek (1 < i < n—1). Ekkor G-hez akkor és csak akkor létezik
olyan H csoport, amelyre Inn H = G, han > 2 és |Cy| = |Cs].

Az eddigi vizsgalatok azt mutatjak, hogy loopok kérében hasonl6 eredmény véarhato.
Igy a kutatasok irdnyat is ez hatarozza meg.

M. Niemenmaa meg is fogalmazta ezt a sejtést [N1]:

Sejtés: Legyen () véges loop és Inn Q) = Cy x Cy x --- x C), ciklikus csoportok direkt
szorzata, ahol |Ciyq| osztdja |Cy|-nek minden 1 < ¢ < n — 1 esetén. Ekkor n > 2 és
|Ch] = [Cal.



Ennek a probléméanak a motivacidja eredetileg T. Kepka és M. Niemenmaa egy ered-
ménye [NK1| volt: bebizonyitottak, hogy nem létezik ciklikus belsé permutaciocsoporttal
rendelkez6 nem asszociativ loop (vagyis ami nem csoport). Ezutén szamos negativ valasz
sziiletett az 1.3.1. Problémara. M. Niemenmaa megmutatta [N1|, hogy véges loopok
esetén Inn Q) 2 C,, x D, ahol C, n-ed rendii ciklikus csoport, D pedig véges Abel-csoport,
melyre (|D],n) = 1. Késébb T. Kepka végtelen loopokra is megmutatta ugyanezt. M.
Niemenmaa bebizonyitotta [N2|, hogy véges loopok esetén Inn@Q 22 C,r x C,, ahol p
paratlan prim és k > 2. [CsJK] szerint ez minden p primre igaz. [N2|-ben M. Nie-
menmaa azt is belatta, hogy ha ) véges loop, p és ¢ kiillonb6z6 primek, p pératlan, ¢
pedig nem osztéja |Q|-nak, akkor Inn @ 22 Cx x C, x D, ahol k > 2, D pedig Abel-féle
g-csoport. T. Kepkaval altalanositottuk ezt az eredményt, felhasznalva [CsK, Remark
5.3, Remark 5.5]-t kénnyen lathato, ha @ véges loop és ¢ olyan prim, hogy ¢ 1 |Q|, ak-
kor Inn @) nem lehet izomorf egy olyan Abel-csoporttal, ami tartalmaz g-csoportot. A
[CsJK, Theorem 4.2| eredményiink loopelméleti kovetkezménye: Ha @ véges loop, akkor
InnQ % valnl X Cp, X Cp;nz X Cpy X -+ X Cpymr x C,, ahol pg, . .. p, kiilonb6z6 primek és
my > 2,me >0,....,m, > 0.

A fenti eredményeket probéltam kiterjeszteni. Ismét a , H-connected” transzverzali-
sokkal dolgoztam:

Tehdt G véges csoport Abel-féle H részcsoporttal. Feltessziik, hogy léteznek G-ben A
és B ,H-connected” (vagyis [A, B] transzverzilisok H-hoz, [A, B|<H) és (A, B)=G.

Két feltételt definidlunk:

(a) G' < Ng(H), (b) coregH # 1.

A (b) feltétel teljesiilése azt jelenti, hogy H nem izomorf valamely @) loop bels6 permu-
tacioesoportjaval, az (a) feltétel pedig a 2 nilpotencia-osztallyal kapcsolatos.

Elgszor az (a) felétételt vizsgaltam a ,nice subclass” tulajdonsagainak (1d.
1.2.3. Tételt) segitségével:

1.3.2. Tétel. [Cs2, Theorem 3.7| Ha H < L, = Cp, x C, x Gy, vagy H < My, = Cpe x Cp,
ahol p tetszdleges prim és k > 2, akkor H kielégiti (a)-t, vagyis G' < Ng(H).

Ennek a tételnek az altalanositéasa:

1.3.3. Tétel. |Cs2, Theorem 3.9| Tegyiik fel, hogy H = Hy x Hy X --- X H,, ahol H; €
Syl,,(H), H; < L; = C,, x Cp, x Cy, vagy H; < M; = C ok X Cy,, ahol k; > 2. Ekkor H

kielégiti (a)-t, vagyis G' < Ng(H).
Felhasznélva ezeket az eredményeket, a (b) feltételhez kapcsolodo allitast kaptunk:

1.3.4. Tétel. [Cs2, Theorem 3.11] Tegyiik fel, hogy H = Hy X Hy X --- x H,., ahol
H; € Syl,.(H), H, = sz;l X Cp, ahol ky > 2 és minden 2 < i < r esetén H; < L; =
Cp, x Cp, x C, vagy H; < M; = Opfi x Cp,, ahol k; > 2. Ekkor H kielégiti (b)-t, vagyis
coregH # 1.



A Niemenmaa-Kepka féle karakterizacio (1. Tétel) a kévetkezs loopelméleti ered-
ményhez vezetett:

1 3.5. Tétel. [Cs2, Corollary 4] Ha Q véges loop, akkor Inn Q) 2 Hy x ... H,, ahol
Ckl x Cp,, k1 > 2, és minden 2 < i <r esetén H; < L; = C,, x Cp, x Cp, vagy

H < M C’ e X Cpy ki > 2 €s p1,pa, ..., pp Kilonbozo primek.

A kapott negativ véilasz altaldnositasa a korabbi negativ valaszoknak, és erdsiti a
sejtést, hogy a csoportokra vonatkozo Baer tételhez hasonlo allitas igaz a loopok kérében
is.

Nemrégiben M. Niemenmaa |[N3| kiterjesztette ezt az 1.3.5. Tételt. Bebizonyitotta,
hogy a belsé permutaciocsoport nem lehet izomorf Crx x C), x C, tipusi csoportok direkt
szorzataval, ahol p paratlan prim és k > 2. A bizonyitas erésen tamaszkodik az 1.3.5.
Tételre.

1.4. LCC loopok és a nilpotencia-osztaly

Egy @ loopot CC (conjugancy closed) loopnak neveziink, haaz A = {L, |z € Q} és B =
{R, | x € @} halmazok zartak a konjugélasra, vagyis minden a, b € @ esetén létezik ¢, d €
Q olyan, hogy L ;'LyL, = L. és R;'RyR, = Ry. A konjugélasra zéartsag fogalmat Soikis
vezette be [So|, késébb téle fliggetleniil Goodaire és Robinson |GR| definidlta ugyanezt
a fogalmat. Meg kell még emlitentink, M.K. Kinyon, K. Kunen, J.D. Phillips [KKP]
valamint P. Nagy és K. Strambach [NStr| cikkeit, akiknek az eredményei kielmelkedGek
ezen a teriileten.

Egy @ loopot LCC (left conjugancy closed) loopnak neveziink, ha csak az A =
{L, | = € @} halmaz zart a konjugéalasra. Az LCC loopok fogalmat Soikis [So| és Ba-
sarab |Bas| vezette be. Ezenkiviil A. Dréapal [D2] és P. Nagy és K. Strambach [NStr|
cikkei tekinthet6k még {6 forrasoknak. Ez utobbi cikk nagy része az LCC loopok geo-
metridjat targyalja. A. Drapal [D1|-ben vizsgélta a CC loopok szorzéscsoportjat, majd
[D2]-ben sikeriilt a CC loopok bizonyos alaptulajdonsagait bebizonyitania LCC loopokra
is. Ezek egyike, ami igen meghatarozo volt az LCC loopokkal kapcsolatos kutatasokban,
a kovetkezd:

1.4.1. Tétel. [D2]| Legyen Q@ LCC loop. FEkkor egyetlen olyan A : L — Inn@Q
(L= (L, |z € Q)) homomorfizmus létezik, amelyre A (L,) = T, (T, = R;'L,) létezik
minden © € Q) esetén. Ez a A homomorfizmus az L, = LN Inn Q) elemein az identitds
lesz és Ker A ={R, |z € Q} N L =1Z(L), tovabbd ha R, € Z(L), akkor x € N,,.

|Cs3|-ban vizsgéltam ennek a homomorfizmusnak a kiilonb6zd lehetséges kiterjeszté-
seit, valamint ezen kiterjesztések egyértelmiiségét.

Epp a fenti homomorfizmus tétel segitségével sikeriilt pozitiv valaszt adni LCC loopok
esetén a Bruck tétel megforditasara |Br|. Emlékeztetnék, hogy Bruck bebizonyitotta,
hogy 2 nilpotencia-osztalyi loopok bels§ permutaciocsoportja Abel-féle.

A Bruck-eredménytél fiiggetleniil, LCC loopokra A. Drapallal bebizonyitottuk a ko-
vetkez6 ekvivalenciat:



1.4.2. Tétel. [CsD1, Theorem 2.7| Legyen @ egy LCC loop. Ekkor Q/Z(Q) Abel-
csoport, vagyis (QQ nilpotencia-osztdlya legfeljebb 2, akkor és csak akkor, ha Inn Q) Abel-
cS0port.

LCC loopok esetén a Bruck eredmény megforditdsanak eredeti bizonyitasa klasszikus
csoportelméleti eszkozokkel az ,H-connected” transzverzalisok segitségével tortént.

A disszertacioban ezt a csoportelméleti bizonyitast mutatom be, ami kilonbozik a
cikkben megjelenttdl, a lényeges ideak persze ugyanazok. Osszehasonlitva a két bi-
zonyitast, jol lathato, mennyire kiilonbozik a ,connected” transzverzalisok nyelve a tiszta
loopelmélettdl.

Tehat a tétel a csoportelmélet nyelvén:

1.4.3. Tétel. Legyen G véges csoport eqy H Abel-féle részcsoporttal, melyre coreg H = 1.
Tegytik fel, hogy létezik A és B ,H-connected” ([A, B] < H) bal transzverzdlis H-hoz a
G-ben, olyan, hogy (A, B) = G és A* = A minden a € A esetén. Ekkor G' < Ng(H).

A koévetkezdkben megvizsgaltuk, hogy egy 2 nilpotencia-osztalyi loop milyen tulaj-
donsagai garantaljak, hogy a loop LCC legyen. Munkank az alabbi tételt eredményezte:

1.4.4. Tétel. [CsD1, Corollary 3.2, Corollary 3.4, Theorem 4.4| Legyen @ nilpotencia-
osztalya 2. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

i, Q LCC loop
i, L/Z(Mlt Q) Abel-csoport, ahol L = (L, | a € Q)
i, L(z,y) = L(y,x) minden x,y € Q esetén (L(z,y) = L} L,L,)

=

X

~

i, [x,y,z] = [z, z,y] minden x,y,z € Q esetén

s 2,y 2] =[xy y, 2] e, 2]y, 2] 7! minden x,y, 2 € Q esetén

i~

A |CsD1] cikkben teljes szerkezeti leirast adtunk a p? rendd nilpotens LCC loopokrol.
Késsbb A. Drépallal [CsD2| olyan LCC loopok szerkezeti tulajdonsagait analizaltuk,
amelyek bal szorzascsoportja £ = (L, | a € Q) norméloszté a szorzéascsoportban.

1.5. Buchsteiner loopok és olyan loopok, amelyek a nucleus felett
Abel-csoportok

1976-ban H. H. Buchsteiner [Buch| vezette be azt a looposztalyt, amely a kovetkezd

azonossagot elégiti ki:
2\ ((zy)2) = (y(zx)) / =

Késébb ez a looposztaly kapta a Buchsteiner-loopok elnevezést. Buchsteiner a cik-
kében szdmos problémét hagyott nyitva, igy néhény évvel ezel6tt A. Drapallal és M. K.
Kinyonnal vizsgalni kezdtiik ezen loopok alaptulajdonsagait és kidertilt, hogy igen kozel
vannak a CC loopok osztalyahoz. A f6bb eredmények egyike, hogy a Buchsteiner loopok
nucleusa normalis részloop, és a faktorloop a nucleus felett )/ N Abel-csoport [CsDK],
mint a CC loopok esetében is. Ugyanebben a cikkben sikeriilt kimutatni, hogy /N
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exponense 4, és ez az exponens meg is jelenik Drapal és Kinyon egy konstrukci6jaban
[CsDK]|. A maésik f6bb eredmény, ami a Buchsteiner loopoknak a CC loopokhoz vald
kozelségét mutatja, A. Drapallal egy kozos tételiink [CsD3], mely szerint a Buchsteiner
loop centrum szerinti faktora CC loop. Buchsteiner nem hasznalta a CC loop fogal-
mat, és mint cikkébdl kideriilt, az altala konstrualt példak mindegyike CC loop volt.
A. Dréapallal kézosen irt cikkiinkben [CsD4| Drépal bemutatja a konstrukcidjat az elsd
olyan Buchsteiner loopnak, amely nem CC loop.

Ide kivankozik az az allitdsunk, hogy egy ¢ CC loop pontosan akkor Buchsteiner
loop, ha minden z € Q esetén 2% eleme a nucleusnak.

A Buchsteiner loopokra vonatkozo fent emlitett két f6 eredmény szolgalt motiva-
cioként a tovabbi kutatasokban. A. Drapallal kozosen irt cikkiinkben [CsD3| olyan
loopokat vizsgaltunk &ltalanosan, amelyekben a nucleus normaélis részloop és a nucleus
szerint vett faktorloop Abel-csoport. Olyan feltételeket kerestiink — és ezeket a Buchstei-
ner loopok tulajdonséigai koziil valasztottuk — amelyek mar garantaljak, hogy a centrum
szerinti faktorloop CC loop legyen. Ekkor a kovetkez§ eredményeket kaptuk:

A tételekben A = {L, |z € Q}, B ={R, | v € Q}. Azt mondjuk, hogy @ A,,-loop,
ha (A) NInn @ < Aut@ és (B) NInn@Q < Aut @ ahol Aut @ a @ loop automorfizmus-

csoportjat jelenti.

1.5.1. Tétel. [CsD3, Theorem 3.1] Legyen @Q olyan loop, amelyre a nucleus N <@,
(A) IMItQ, (B) IMItQ, Q A;,-loop. Ha Q/N Abel-csoport, akkor Q/Z(Q) CC-loop.

Ezen feltételek gyengithetdk a kovetkezSképpen:

1.5.2. Tétel. [CsD3, Theorem 3.2| Legyen Q A;,.-loop, a nucleus N < Q, Q/N Abel-
csoport. Ha [A, B] < Aut Q, akkor Q/Z(Q) CC loop.

A |Cs4| cikkben tovabbi vizsgalatokat végeztem ebben az irdanyban. Feltéve, hogy
Q/N Abel-csoport és [A, B] < Aut @ sziikséges és elégséges feltételt kerestem arra, hogy
Q/Z(Q) CC loop legyen. Ehhez bevezettem a kovetkezd halmazokat:

Lr(Q)={L,'"Lt | L,'L e I Q, 2,y € Q},

Rp(Q) = {R,'R | R,'Rl e In Q, 2,y € Q} .
Nyilvanvaléan CC loopok esetén Lp(Q) = Rp(Q) = {e}. A definicié6 mutatja, hogy

ezen halmazok bizonyos értelemben a loop ,téavolsagat” mérik attol, hogy CC loop legyen.

1.5.3. Tétel. |Cs4, Proposition 3.7| Legyen Q olyan loop, hogy a nucleus N <Q, Q/N
Abel-csoport. Tegyiik fel, [A, B] < Aut Q. Ekkor Q/Z(Q) CC loop akkor és csak akkor,
ha Lp(Q) C Aut@ és Rp(Q) C Aut Q.

Lr(Q) és Rp(Q) segitségével egy masik ekvivalenciat is kaptunk:

1.5.4. Tétel. [Cs4, Proposition 3.9] Legyen @ olyan loop, amelyre N QQ, Q/N Abel-
csoport. Tegyiik fel, hogy [A, B] C Aut Q). Ekkor Q/Z(Q) CC loop akkor és csak akkor,
ha Lp(Q)U Rp(Q) C Z(Inn Q).
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A. Drapal és M. Kinyon kozosen irt cikkiikben a Buchsteiner loopokra a kivetkezét
igazoltak:

1.5.5. Tétel. [DK, Lemma 7.2| Legyen ) Buchsteiner loop. Ekkor Q/Z(Q) akkor és
csak akkor csoport, ha [A, B] < Z(Inn Q).

A kovetkezSkben vizsgalataink targya olyan feltételek keresése, amelyek, feltéve, hogy
@ /N Abel-csoport, garantaljak, hogy Q/Z(Q) csoport legyen.

1.5.6. Tétel. [Cs4, Proposition 3.11| Legyen Q) olyan loop, hogy N < Q, QQ/N Abel-
csoport, [A, B] < Z(Inn Q). Ekkor Q/Z(Q) csoport.

[A, B] < Aut @ teljesiilése esetén a fenti elégséges feltétel sziikséges is lesz:

1.5.7. Tétel. |Cs4, Proposition 3.12| Legyen Q olyan loop, hogy N < Q, Q/N Abel-
csoport, [A,B] < Awt Q. FEkkor Q/Z(Q) akkor és csak akkor csoport, ha [A, B] <
Z(Inn Q).

Tudjuk, hogy ha @ Buchsteiner loop, akkor Q/Z(Q) CC loop. A Dréapallal kozos
eredményiink (1.4.2. Tétel), hogy Abel-féle bels§ permutaciocsoport esetén az LCC loo-
pok nilpotencia-osztalya 2. Igy az Abel-féle belsé permutéciocsoporttal rendelkezs Buch-
steiner loopok esetén a nilpotencia-osztélyra felsé korlatot kapunk a 3-t. Ez a korlat éles,
mert A. Drapal és M. Kinyon [DK]-ban bemutatta a konstrukcidjat egy 3 nilpotencia-
osztalyt 128 elemd Buchsteiner loopnak, amelyre Inn () Abel-féle.

Kideriilt, hogy nemcsak Buchsteiner loopokra, hanem minden olyan () loop esetén,
melyre Q/N és Inn ) Abel-csoport, kapjuk a kévetkezét:

1.5.8. Tétel. [Cs4, Theorem 3.14| Legyen Q) loop, Inn Q) Abel-csoport. Tegyiik fel, hogy
N <Q, Q/N Abel-csoport. Ekkor a kévetkezdk igazak:

i, Q/Z(Q) csoport.
11, Q) nilpotencia-oszalya legfeljebb 3.

Ismert, hogy a szorzascsoport nilpotencidja maga utan vonja a loop nilpotencidjat.
A forditott allitas altalaban nem igaz.

Abel-féle bels§ permutacidcsoport esetén tudjuk, hogy a loop nilpotens. Kérdés,
hogy ekkor vajon milyen feltételek elégségesek a szorzéascsoport nilpotenciajahoz. A
vizsgalatok azt mutattak, hogy Buchsteiner loopok esetén a szorzéscsoport is nilpotens
és a nilpotencia-osztalya nemcsak a loopnak, hanem a szorzéscsoportnak is legfeljebb 3.
[Cs4, Proposition 3.19]

A fenti eredmény csupan kovetkezménye az alabbi erdsebb allitasnak:

1.5.9. Tétel. |Cs4, Theorem 3.16] Legyen Q@ A;,-loop, Inn Q) Abel-csoport. Tegyiik fel,
hogy [A, B] < Aut Q. Ekkor QQ és Mt Q nilpotencia-oszdlya legfeljebb 3.
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A. Drapallal belattuk, hogy Abel-féle bels§ permutaciocsoporttal rendelkezé Buch-
steiner loopokra /N elemi Abel 2-csoport [CsD4, Lemma 7.2, Proposition 7.3|. Fel-
hasznélva ezt az allitast, teljes jellemzését adtam ezen Buchsteiner loopoknak:

1.5.10. Tétel. |Cs4, Theorem 3.20| Legyen @ véges loop. Ekkor @) Buchsteiner loop
Abel-féle Inn Q-val akkor és csak akkor, ha Q = Qi X Qo, ahol Qy 2t rendid Buchstei-

ner loop és Inn Q) Abel-csoport, Qo pedig pdratlan rendd csoport, Inn Qo Abel-csoport,
valamint M1t Q = Mlt Q1 x Mt Q2, ahol Mt Q1 € Syl, (Mlt Q)

1.6. Loopok és csoportok feloldhatésaga

Bruck bebizonyitotta [Br|, ha egy @ loop nilpotens, akkor a szorzascsoportja Mlt ) felold-
hato. Az allitas megforditdsa nem igaz: Legyen () egy 6 elemti diédercsoport, ekkor Mt )
feloldhato, de @ nem nilpotens. 1996-ban [Ve, Theorem 1] megmutatta, ha @ véges loop,
akkor a szorzascsoport feloldhatésdga maga utan vonja a loop feloldhatésdgat. Ezutan
természetesen vetddik fel a kovetkezd kérdés:

1.6.1. Probléma. A belsd permutdcidcsoport milyen tulajdonsdgai garantdljak a szor-
zdscsoport feloldhatdsagdt?

T. Kepka és M. Niemenmaa kezdte meg a kutatasokat ebben az iranyban. Els6 ered-
ményiik a szorzascsoport feloldhatosdganak bizonyitéasa véges Abel-féle bels permuta-
cioesoport esetén [NK3|, ekkor a loop nilpotenciaja is kovetkezik. Késébb M. Niemenmaa
tanulmanyozni kezdte a nem Abel-féle bels§ permutacidcsoport esetet. ElGszor sikeriilt
belatnia tetszéleges 6-od rendd Inn(@ esetén Mt @ feloldhatosagat [N4|. Kovetkezd
eredménye a szorzascsoport feloldhatosaganak bizonyitasa, ha a bels6 permutaciocso-
port diéder 2-csoport [N5|, ekkor a looprol kimutathato a nilpotencia is.

1.6.2. Probléma. Igaz-e a loop szorzdscsoportjanak feloldhatdsdga, ha a belsd permu-
tdcidcsoport rendje 2 kiilonbozd prim szorzata?

Niemenmaa a véges egyszerii csoportok klasszifikaciojanak felhasznélasaval részleges
valaszt adott a fenti problémara. Specidlis p és q esetén: ¢ = 2 és p < 61, ¢ = 3
és p < 31, g = 5 és p < 11 esetekben bizonyitotta a szorzascsoport feloldhatoségat
[N6]. Niemenmaanak Myllylaval elért eredménye MIt @) feloldhatésaganak bizonyitasa
az |Inn Q)| = 2p esetben, ha p = 4t 4+ 3 alaku péaratlam prim.

M. Niemenmaaval kozos cikkiinkben [CsN1|, sikeriilt az el6z6 allitast tetszéleges p
péaratlan prim esetén igazolni. ElGszor a csoportokban dolgoztunk, és a transzverzalisok
elméletének felhasznélasaval a kovetkezs eredményt kaptuk:

1.6.3. Tétel. |CsN1, Theorem 2.4| Legyen G csoport, H < G, |H| = 2p, ahol p pdratlan
prim. Tegyiik fel, hogy létezik A és B ,,H-connected” ([A, B] < H) transzverzdlis H-hoz
G-ben. Ekkor G feloldhato.

A Niemenmaa és Kepka féle karakterizacio (1. Tétel) és Vesanen tétele adta meg az
el6z6 eredmény loopelméleti kévetkezményét:
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1.6.4. Tétel. [CsN1, Theorem 3.2| Legyen Q) olyan loop, amelyben a belsé permutdcio-
csoport rendje 2p, ahol p pdratlan prim, ekkor Mlt Q) feloldhato. Ha Q) véges loop, akkor
Q feloldhatosdga is kovetkezik.

Kiterjesztve a vizsgalatot olyan loopokra, amelyek belsé permutacidcsoportja 2p™
rendd diéder csoport, ahol p paratlan prim, M. Niemenmaaval és K. Myllylaval kozosen
irt cikkiinkben [CsMN] sikeriilt bebizonyitani a kovetkezot:

1.6.5. Tétel. [CsMN, Theorem 4.2| Legyen @ olyan loop, amelynek a belsdé permutdcio-
csoportja 2p™ rendd diéder csoport p pdratlan primmel. Ekkor Mlt Q feloldhato csoport,
és véges Q) esetén Q) feloldhato loop.

Késsbb M. Myllyla [My]| altalanositotta az eredménytinket 2n rendii diéder csoportra,
ahol n tetszéleges paratlan szam.

Végiil M. Niemenmaaval az 1.6.2 Problémara a kordbbinél altaldnosabb esetben ad-
tunk megoldast.

A csoportban kapott eredmény:

1.6.6. Tétel. [CsN2, Theorem 3.1| Legyen G csoport, H < G, |H| = pq, ahol p > q
olyan pdratlan primek, hogy p = 2¢™ + 1. Tegyiik fel, hogy léteznek A és B ,,H-connected”
transzverzalisok H-hoz G-ben. Ekkor G feloldhato.

A bizonyitasban a g-Sylow részcsoportok normalizatoranak tulajdonségait elemez-
tiikk. Sziikségiink volt tobbek kozott a transzfer homomorfizmusra és a paratlan rendd
csoportok feloldhatosagara is.

A fenti tétel az 1. Tétellel és Vesanen eredményének felhasznélasaval a kovetkezd
loopelméleti allitashoz vezetett:

1.6.7. Tétel. [CsN2, Theorem 4.3] Ha Q) olyan véges loop, amelyre Inn Q) rendje pq, ahol
q tetszdleges pdratlan prim és p = 2¢™ + 1 alakd prim, akkor Mlt QQ feloldhato csoport,
Q pedig feloldhato loop.

Végiil 2002-ben A. Dréapalnak sikeriilt [D3] lezarni az 1.6.2. Problémat, pozitiv valaszt
adva az altalanos p, g esetre. O a bels§ permutaciocsoport orbitjainak vizsgalataval ért
célba.

2. Klasszikus véges csoportelmélet

2.1. A minimAlis részcsoportok hatasa
a véges csoportok struktiurajara

S-quasinormalitas

Kegel nyoman azt mondjuk [Kel|, hogy egy H részcsoport ,,S-quasinormalis” (v. m-quasi-
normalis) egy G csoportban, ha H felcserélhetd G minden Sylow részesoportjaval. Nyil-
van minden normaloszté S-quasinormalis is.
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Ennek a teriiletnek a kialakulasat Buckley egy eredménye motivalta [Bu|, nevezetesen,
ha egy paratlan rendd csoport minden minimalis részcsoportja normalosztd, akkor a
csoport szuperfeloldhaté (vagyis minden féfaktora ciklikus). Késsbb tetszéleges véges
csoportban a normalosztosag helyett csak az S-quasinormalitast kovetelték, de kideriilt,
hogy a szuperfeloldhatésdghoz a minimélis részcsoportokon kiviil a negyedrendt rész-
csoportok S-quasinormalitéséara is sziikség van [Sha|. Ezutan szamos szerzd vizsgélta
bizonyos részcsoportok S-quasinormalitdsanak hatasat, amelyek biztositjak a csoport
szuperfeloldhatosagat [Sha|, [ARS], [Sr].

Felhasznélva a formaci6 elméletet, az eredményeket kiterjesztették olyan telitett for-
maéciokra, amelyek tartalmazzak a szuperfeloldhato csoportok osztéalyat [Yol|, [Yo2], [Lal,
[AsBP].

Kideriilt, hogy a teljes csoportnak, illetve bizonyos részcsoportoknak a Fitting rész-
csoportjara vonatkozo S-quasinormalitasi feltételek jatszanak jelentGs szerepet. A ko-
vetkezGkben egy G csoport Fitting részcsoportjat mindig F/(G)-vel jeloljik.

M. Asaaddal kozosen irt cikkiinkben |[ACs1]| bizonyos minimalis és negyedrend rész-
csoportokrol tettiik fel az S-quasinormalitést, és igy kaptunk egy telitett formaciokra
vonatkozo ekvivalencia allitast:

2.1.1. Tétel. [ACsl, Theorem 1| Legyen F telitett formdcio, amely tartalmazza a
szuperfeloldhato csoportok oszdlyat és legyen G véges csoport. Ekkor a kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

i, GeF
ii, Létezik G-ben egy olyan H feloldhaté normdloszto, amelyre G/H € F és F(H)
minden minimdlis és negyedrendid részcsoportja S-quasinormdalis G-ben.

2.1.2. Kovetkezmény. [ACsl, Corollary 4| Legyen F telitett formdcid, amely tartal-
mazza a szuperfeloldhato csoportok oszalydt. Tegyiik fel, G eqy csoport, amelynek H
feloldhato normdlosztdja és G/H € F. Ekkor G € F a kovetkezd feltételek barmelyiké-
nek teljesiilése esetén:

i, G 2-nilpotens és F(H) minden pdratlan prim rendd részcsoportja S-quasinormdlis
G-ben.

it, G-nek 2-Sylow részcsoportjai Abel-félék és F(H) minden primrendd részcsoportja
S-quasinormadlis G-ben.

Késsbb Li és Wang altalanositotta eredménytinket [LW1], gy, hogy a norméloszto
feloldhatosagat elhagytak és a Fitting részcsoport helyett az altalanositott Fitting rész-
csoportot hasznéltak. Bizonyitasukban erdsen tamaszkodtak eredményiinkre.

[Cs5]-ben teljes szerkezeti leirast adtam azokrol a feloldhaté csoportokrol, ame-
lyek Fitting részcsoportjaban 1évé minden minimalis és negyedrendd részcsoport S-
quasinormalis a teljes csoportban:

2.1.3. Tétel. |Csb, Theorem 5| Legyen G feloldhaté csoport. Ekkor F(G) minden mi-
nimalis és negyedrendd részcsoportja S-quasinormdlis G-ben akkor és csak akkor, ha
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G = M (N x K), ahol M pdratlan rendid nilpotens normdloszté G-ben, N nilpotens
részesoport, K pedig nilpotens Hall-részcsoport G-ben, amelyekre M N (N x K) = 1,
F(G)N'N = 1 és M minden minimdlis részcsoportja normdlosztd M-ben és S-
quasinormdalis G-ben.

A fenti tételben szereplé M részesoport Sylow részcsoportjainak szerkezetérsl szol az
alabbi eredményem, amivel az el6z6 tételt kiegészitve teljes karakterizaciot kapunk:

2.1.4. Tétel. [Csh, Theorem 4| Legyen G szuperfeloldhats csoport, U pedig olyan p-
csoport, ami normdloszto G-ben, p # 2 prim. Ekkor az U minden minimdlis részcsoportja
normdloszto U-ban €s S-quasinormdlis G-ben, akkor és csak akkor, ha U-ban létezik a
kovetkezd tipusi lanc: 1 =Uy Uy < -+ < U, = U, ahol U; < G, |U; JU;_1| = p minden
1 <i<kesetén ésQ(U) =U < Z(U) valamilyen l-re, ahol1 <1 < k. Tovdbbd minden
olyan g € G-hez, amelyre (0(g),p) = 1, létezik egy természetes szam t,, 1 <t, <p—1,

k
hogy tetszéleges a € D esetén a9 = a's, ahol D = ,>_<1(Ui/Ui—1>-

Késébb M. Asaaddal olyan csoportokat tekintettiink, amelyek nem tartalmazzak a
nyolc elemi kvaternidécsoportot. Ebben a részosztalyban teljes leirast adtunk azokrol
a csoportokrol, amelyek altalanositott Fitting részcsoportjaban 1évé minden minimélis
rendii részcsoport S-quasinormélis a teljes csoportban:

2.1.5. Tétel. [ACs2, Theorem 1.1| Legyen G olyan dsszetett rendd csoport, amely nem
tartalmazza a nyolc elemd kvaterniocsoportot. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

i, Az dltaldnositott Fitting részcsoport F*(G) minden primrendd részcsoportja S-
quasinormdlis G-ben.

1, G =UW, ahol U pdratlan rendd nilpotens Hall féle részcsoport G-ben, U <G, W
pedig szuperfeloldhato Hall-részcsoport G-ben, (|U|,|W|) = 1 és U minden prim-
rendi részcsoportja S-quasinormdlis G-ben.

iii, G feloldhato és F(G) minden primrendd részcsoportja S-quasinormdlis G-ben.

Késgbb 2.1.1. Tétellinknek szamos altaldnositasa sziiletett. Tobbek kozott Li és Wang
[LW2] az S-quasinormalitast egy gyengébb fogalomra az S-quasinormélisan beagya-
zottsagra cserélték. Azutdan M. Asaad és Heliel nyoméan egy 1j beagyazasi tulajdon-
sag jelent meg a 3-permutabilitds vagy Y-permutabilitas [AH|. A. A. Heliel, Xianhua Li
és Yangming Li [HLL]| kiterjesztették 2.1.1. Tételiinket 3-permutabilitasra. Bizonyita-
sukban erdsen tamaszkodtak nemcsak tételiinkre, hanem az egyszerd csoportok klasz-
szifikaciojara is. Majd Li Fang Wang és Yan Ming Wang [WW] elemi bizonyitast adott
ugyanerre az allitasra.

‘H-tulajdonsag

M. Herzog és munkatarsai vezették be a H-tulajdonsag fogalmat. [BMHV|. A G csoport
egy K részcsoportja H-részesoport vagy rendelkezik a H-tulajdonsaggal, ha

Ne(K)N K9 < K minden g € G esetén.
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M. Herzoggal azt vizsgaltuk [CsH|, hogy milyen hatassal vannak a csoport struk-
tarajara a H-tulajdonsaggal rendelkezé primrendd és negyedrendd ciklikus részcso-
portok.

A kovetkezd karakterizacios tételt kaptuk:

2.1.6. Tétel. [CsH, Theorem 10| Egy G csoport minden primrendd és ciklikus negyed-
rendd részcsoportja H-tulajdonsdgi, ha G-ben léteznek olyan L és K részcsoportok, ame-
lyekre:

i, G=LxK
1, L és K nilpotens Hall-részcsoportok G-ben
11, L minden primrendi és ciklikus negyedrendid részcsoportja normdaloszto G-ben

w, K minden primrendd és ciklikus negyedrendi részcsoportja normdloszto K -ban.

Az el6z6ekben szuperfeloldhatosagra vonatkozo olyan elégséges feltételeket lattunk,
amelyek bizonyos minimélis részcsoportok S-quasinormalitasaval voltak kapcsolatosak.

Herzoggal hasonld elégséges feltételeket adtunk a szuperfeloldhatosagra, de S-
quasinormalitas helyett a H-tulajdonsagot kivantuk:

2.1.7. Tétel. [CsH, Theorem 11| Legyen G csoport, H I G. Tegyiik fel G/H szuperfel-
oldhato és H minden primrendd és ciklikus negyedrendid részcsoportja H-részcsoport,
akkor G szuperfeloldhato.

2.1.8. Tétel. [CsH, Theorem 12| Legyen G csoport, és H feloldhatd normdloszto benne.
Tegyiik fel, hogy G/H szuperfeloldhato és F(H) minden primrendd és ciklikus negyed-
rendi részcsoportja H-részcsoport, akkor G szuperfeloldhato.

Késsbb M. Asaad [As2] a H-tulajdonsag segitségével bevezette a gyengén szuperfel-
oldhatoan beagyazottsag fogalmat, és felhasznélva Herzoggal kézos eredményeinket, to-
vabbi sziikséges és elégséges feltételeket adott a szuperfeloldhatosagra.

2.2. Szuperfeloldhatésag

Az el6z6 fejezetben bemutattunk néhany elégséges feltételt a szuperfeloldhatosagra bi-
zonyos minimalis részcsoportok S-quasinormalitasa ill. H-tulajdonsaga alapjén. Szamos
esetben ezek az elégséges feltételek sziikségesnek is ttintek. Am altalaban a kovetkezét
kaptuk: Egy G csoport szuperfeloldhat6 akkor és csak akkor, ha létezik G-ben egy H nor-
maéloszto, amelyre G/H szuperfeloldhato, és H rendelkezik bizonyos tulajdonsagokkal.
Minden egyes esetben a sziikségesség bizonyitasa nagyon egyszerd volt. Feltételezve
G szuperfeloldhatosagat, H-t az egységelembdl allo részcsoportnak vélaszthatjuk, és ez
természetesen rendelkezik a kivant tulajdonsigokkal.

A masik probléma az eddigi elégséges feltételekkel, ahogy a strukturalis leirdsokbol
kideriil, hogy ezek a szuperfeloldhatoé csoportoknak csak viszonylag sztik alosztalyait irjak
le.

|Cs5]-ben a szuperfeloldhaté csoportoknak egy természetes faktorizaciojat adtam
meg:

17



2.2.1. Tétel. [Csh, Theorem 1| Legyen G egy csoport, G rendje primosztdinak a halmaza
©(G) = {p1,...,p}. G akkor és csak akkor szuperfeloldhatd, ha minden p; € 7(Q)
esetén létezik eqy P; p;-Sylow részcsoport G-ben és P;-nek olyan ciklikus P;, részcsoportja
(1<1<t), hogy

i, PZ:F)HPZzPZtZ
i, By, ... P, <P, minden 1 <1 <t esetén
wt, By, - P, =P P, minden1 <1<j<k, 1<1<¢t,1<m<t; esetén.

A Fitting részcsoport strukturaja alapjan az el6zd faktorizacio segitségével egy mésik
karakterizaciot is kaptam. Ehhez bevezettem a kovetkezd definiciot:

Definicié. Egy G csoport H részcsoportjat gyengén S-quasinormdlisnak nevezziik, ha
minden p € 7(G)-re létezik legalabb egy p-Sylow részcsoportja G-nek, ami felcserélhets
H-val.

2.2.2. Tétel. [Csh, Theorem 2| Egy G csoportra a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

1, G szuperfeloldhato
i, G' < F(G), F(G) ciklikus, primhatviny rendd, gyengén S-quasinormdlis részcso-
portok szorzata

i1, Létezik eqy olyan N nilpotens normdloszté G-ben, amelyre G' < N és N ciklikus,
primhatvany rendd, gyengén S-quasinormdlis részcsoportok szorzata.

Erre az allitasra tamaszkodva sikeriilt egy erGsebb karakterizaciot is nyerni:

2.2.3. Tétel. |Csb, Theorem 3| Legyen G olyan csoport, amelyre G' < F(G). G akkor
és csak akkor szuperfeloldhatd, ha létezik egy olyan H normdlosztd G-ben, amelyre G/ H
szuperfeloldhatd, és F(H) ciklikus, gyengén S-quasinormdlis részcsoportok szorzata.

Késébb az irodalomban a gyengén S-quasinormalitashoz hasonld fogalom jelent meg,
a Y-quasinormalitas (v. 3-permutabilitas). Azt mondjuk, hogy ¥ Sylow-rendszer G-ben,
ha ¥ a G rendjének minden p primosztdjahoz pontosan egy p-Sylow részcsoportot tartal-
maz. A G csoport egy H részcsoportjat X-quasinormdlisnak nevezzik, ha H felcserélhetd
a Y Sylow-rendszer minden elemével.

A Y-quasinormalitas fogalmat és az altalanositott Fitting részcsoportot hasznélva,
M. Asaaddal [ACs3| kiterjesztettiik az elézGekben a szuperfeloldhatésagra vonatkozo
természetes faktorizaciot és az ehhez kapcsolodo karakterizécios tételeket:

2.2.4. Tétel. [ACs3, Theorem 1.1| A kévetkezd dllitasok ekvivalensek:

1, G szuperfeloldhato csoport

ii, G-ben létezik H normdloszto, melyre G/H szuperfeloldhatd, és létezik eqy olyan
Y Sylow-rendszer, hogy minden P; € ¥ esetén P, N H ciklikus Y-quasinormdalis
részcsoportok szorzata.
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2.2.5. Tétel. [ACs3, Theorem 1.2| Legyen G csoport. Ekkor a kovetkezd dllitasok ekvi-
valensek:

1, G szuperfeloldhato

w, Létezik egy olyan X Sylow-rendszer G-ben, hogy minden P, € ¥ esetén P} =
F*(G) N P; ciklikus ¥-quasinormdlis részcsoportok szorzata.

2.2.6. Tétel. [ACs3, Theorem 1.3| Legyen F telitett formdcid, amely tartalmazza a
szuperfeloldhato csoportok osztdlydat. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

i, G szuperfeloldhato csoport

i, Létezik ¥ Sylow-rendszer G-ben, ¥ = {Gp,, ..., G, }, H olyan normdloszté G-ben,
hogy G/H € F és F*(H) N G,, minden 1 <i < n-re kielégiti a kivetkezdt:

(a) F*(H) NGy, = Ay ... Aj, , ahol Ay ciklikus, ¥-quasinormdlis részcsoportja
G-nek minden 1 <11 <t; esetén.
(b) A ... A; <G, minden 1 <1<t esetén.

Herzoggal kozos mukénkban [CsH| felhasznélva a szuperfeloldhaté csoportokra vo-
natkozo természetes faktorizaciot (2.2.1. Tétel) a H-tulajdonsag segitségével jellemeztiik
az olyan szuperfeloldhaté csoportokat, amelyekben minden Sylow részcsoport Abel-féle
(réviden SSA-csoport):

2.2.7. Tétel. |CsH, Theorem 18| Legyen G SSA-csoport. G akkor és csak akkor
szuperfeloldhato, ha G minden Sylow részcsoportja ciklikus H-részcsoportok szorzata.

Szintén a természetes faktorizacioé felhasznalasaval a Fitting részcsoport struktirajara
épiilé masik karakterizaciot is adtunk:

2.2.8. Tétel. [CsH, Theorem 19| Legyen G SSA-csoport. Ekkor a kévetkezd dlltasok
ekvivalensek:

1, G szuperfeloldhato
i, G' < F(G) és F(Q) ciklikus primhatvdany rendd H-részcsoportok szorzata

i, Létezik egy olyan N nilpotens normdlosztd G-ben, hogy G' < N és N ciklikus
primhatvany rendid H-részcsoportok szorzata.

Késsbb M. Asaad [As2| megjavitotta ezt az eredményt ugy, hogy csak a 2-Sylow
részesoportoktol kovetelte a kommutativitast.
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2.3. T-csoportok és T csoportok
T-csoportok

Egy G csoportot T-csoportnak neveziink, ha minden szubnormalis részcsoportja nor-
maloszt6. A T-csoportok tanulmanyozasa viszonylag régi keletd. Az els6 eredmény
1896-bol R. Dedekindtsl szarmazik [De|. Dedekind meghatarozta mindazokat a véges
csoportokat, amelyeknek minden részcsoportja norméloszt6. Ezek vagy Abel-csoportok,
vagy egy nyolc elemid kvaterniécsoport és egy olyan Abel-csoport direkt szorzata, amely
nem tartalmaz negyedrendi elemet. Ezeket azota Dedekind-csoportoknak nevezziik.
Elgszor Zacher |Za| karakterizalta a feloldhaté T-csoportokat:

2.3.1. Tétel. [Za| Legyen G feloldhato csoport, p1 > py > -+ > pr, G rendjének prim-
0sztot, S, ..., Sk Sylow-rendszer, S; € Syl,,, (G). G akkor és csak akkor T-csoport, ha a
kovetkezd dllitdasok igazak:

i, S; Abel-féle, vagy Hamilton-csoport (1 <i <k)
7;7;, Hol<i< j < ]{7, akkor Sj < NG(SZ)

i, Ha eqy 1 < i < j <k ésy € S;, akkor létezik olyan n természetes szdm, hogy
yry~! = a™ minden x € S; esetén.

W. Gaschiitzt6l |Gal szarmazik a kovetkezd dontS jelentSségi struktura tétel a fel-
oldhat6 T-csoportokra:

2.3.2. Tétel. [Ga| Egy G csoport feloldhato T-csoport, akkor és csak akkor, ha léte-
zik benne egy L pdratlan rendid Abel-féle Hall-részcsoport, ami normdloszté G-ben, G /L
Dedekind-csoport és G elemei a hatvanyozdst indukdljik a konjugdldssal az L elemein.

A H-tulajdonségot bevezetd cikkben [BMHV] szereplé T-csoportokkal kapcsolatos
karakterizacios tételeket Gaschiitz egy eredményével kombinélva kapjuk:

2.3.3. Tétel. [CsH, Theorem 4| A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

~

, G feloldhato T-csoport

it, G szuperfeloldhato T-csoport

11, G manden részcsoportja H-részcsoport

w, G minden primhatvdnyredd részcsoportja H-részcsoport.

Herzoggal kozosen irt munkénkban egyik célunk az volt, hogy a feloldhato T-
csoportokra szerkezeti lefrast adjunk a H-tulajdonsag segitségével:

2.3.4. Tétel. [CsH, Theorem 14| Legyen G feloldhato csoport. G akkor és csak akkor
T-csoport, ha G-nek létezik eqy L részcsoportja, amelyre:

20



1, L Hall-részcsoport és normdloszto G-ben
ii, G/L Dedekind-csoport
1s, L minden primhatvdany rendd részcsoportja H-részcsoport.

2.3.5. Kovetkezmény. [CsH, Corollary 15| Legyen G feloldhaté pdratlan rendd cso-
port. G T-csoport akkor és csak akkor, ha G' Hall-részcsoport G-ben, és G' minden
primhatvdny rendid részcsoportja H-részcsoport G-ben.

A 2.3.4. Tételben kapott szerkezeti leiras finomithato a kovetkezSképpen:

2.3.6. Tétel. [CsH, Corollary 16| G feloldhats T-csoport akkor és csak akkor, ha létez-
nek olyan H és K részcsoportok G-ben, melyekre:

i, G=LxK
i1, L nilpotens Hall-részcsoport G-ben
11, K Dedekind-csoport

w, L minden primhatvdiny rendd részcsoportja H-részcsoport.

T*-csoportok

Egy csoportot T*-csoportnak (v. PST-csoportnak) neveziink, ha minden szubnormaélis
részcsoportja S-quasinormaélis (m-quasinormalis) G-ben.
A feloldhato T*-csoportok struktirajat el6szor R. Agrawal hatarozta meg:

2.3.7. Tétel. [Ag| Egy G csoport feloldgats T*-csoport (PST-csoport) akkor és csak
akkor, ha létezik G-ben egy olyan pdratlan rendd Abel-féle L normdloszto, hogy G/L
nilpotens és G elemei a konjugdldssal a hatvdnyozdst indukdljik az L elemein.

M. Asaaddal [ACs4| k6z6s munkankban T-csoportokra vonatkozo korabbi eredménye-
ket |Za|, |Gal, |Pe], [Cs7] probaltunk kiterjeszteni T*-csoportokra.

Példakkal igazolhato, hogy a feloldhaté T™-csoportok osztalya valodi médon b&vebb
a feloldhato T-csoportok osztélyanal. Miutan megmutattuk, hogy egy feloldhato T-
csoport szuperfeloldhaté [ACs4, Lemma 1|, példaval alatamasztottuk, hogy a feloldhato
T*-csoportok osztalya valodi médon sziikebb a szuperfeloldhato csoportok osztalyanal.

Belattuk, hogy a feloldhatoé T*-csoportsag oroklédik a faktorcsoportokra [ACs4,
Lemma 1|. Lényegesen nehezebb bizonyitast igényelt a részcsoportokra valo 6roklgdés
igazolasa:

2.3.8. Tétel. [ACs4, Theorem 1| Legyen G feloldhato T*-csoport, ekkor G minden rész-
csoportja 1s feloldhato T™-csoport.

Megprobaltunk Agrawal tételénél finomabb szerkezeti leirast adni:
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2.3.9. Tétel. [ACs4, Theorem 2| G feloldhato T*-csoport akkor és csak akkor, ha G =
HK, ahol H nilpotens Hall-részcsoportja G-nek, H <t G, K nilpotens Hall-részcsoport
G-ben, H N K =1, tovdbbd tetszdleges x € H, y € K esetén létezik olyan n természetes
szam, hogy x¥ = z™.

Majd megvizsgaltuk a szerkezetét az olyan csoportoknak, amelyek nem 7™-csoportok,
de minden valddi részesoportjuk T*-csoport [ACs4, Corollary 5|.

Peng korabban belatta [Pe|, hogy egy G csoport akkor és csak akkor feloldhato 7-
csoport, ha minden primhatvany rendi részcsoportja pronormalis G-ben. (Azt mondjuk,
hogy H < G pronormalis G-ben, ha tetszéleges v € G esetén H és H* méar (H, H")-
ben is konjugaltak.) Paratlan rendd csoportok esetén egy kordbbi eredményem [Cs7,
Theorem 1|, hogy egy pératlan rendd csoport akkor és csak akkor feloldhatoé T-csoport,
ha G’ Hall-részcsoport G-ben és GG minden primhatvany rendd részcsoportja pronormalis
G-ben.

Ezt az allitast probaltuk Asaaddal kiterjeszteni T™*-csoportokra:

2.3.10. Tétel. [ACs4, Theorem 6| Tegyiik fel, hogy G csoport H<1G, H Hall-részcsoport
G-ben, H minden primhatvdny rendd részcsoportja pronormdlis G-ben, G/H feloldhatd
T*-csoport. Ekkor G feloldhato T™-csoport.

2.3.11. Tétel. [ACs4, Theorem 7| G feloldhato T*-csoport akkor és csak akkor, ha G =
N-M, ahol M és N nilpotens Hall-részcsoportok G-ben, M <G és M minden primhatvdny
rendd részcsoportja pronormdlis G-ben.

Majd megmutattuk, ha egy csoport olyan feloldhato T™-részcsoportot tartalmaz, ame-
lyek indexei paronként relativ primek, akkor a csoport feloldhaté T*-csoport [ACs4,
Theorem §].

Végiil kapcsolatot kerestiink a 7™-csoportok és a feloldhatosag kozott:

2.3.12. Tétel. |[ACs4, Theorem 9| G feloldhato T*-csoport akkor és csak akkor, ha G
T*-csoport és minden valodi részcsoportja is T*-csoport.

Késébb folytattam a T™-csoportok tanulméanyozasat [Cs6).
El6szor a korabban méar emlitett Zacher-tételt altalanositottam T*-csoportokra. A
cikkben a quasinormalitas szot hasznaltam az S-quasinormalitésra:

2.3.13. Tétel. |Cs6, Theorem 1| Legyen G csoport, rendjének primosztéi py > py >
o> pi. Legyen Py, ..., P, egy Sylow rendszer, P; € Syl (G). G feloldhato T*-csoport
akkor és csak akkor, ha a kévetkezdk teljestilnek:

i, Ho1<i<j <k, akkor P; < Ng(P,).

i, Minden 1 <1i < j <k esetén, ha x € P;, y € P;, akkor létezik eqy n természetes
szdm, hogy x¥ = x".

Megvizsgaltam, hogy egy feloldhatd T™*-csoportban a szubnormalis részcsoportok mi-
lyen tulajdonsigokkal rendelkeznek:
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2.3.14. Tétel. [Cs6, Theorem 3| Legyen G feloldhato T*-csoport. Ekkor G tetszdleges
szubnormdlis p-részcsoportja (p prim), vagy normdloszté G-ben, vagy minden q-Sylow
részcsoport centralizdalja, ahol q # p.

A tovabbiakban egy karakterizaciot adtam a feloldhatoé T*-csoportokra az S-quasi-
normalitassal kapcsolatosan:

2.3.15. Tétel. |Cs6, Theorem 2| G feloldhato T*-csoport akkor és csak akkor, ha minden
A p-részcesoportja (p prim) S-quasinormdlis Ng(Py)-ban, ahol Py egy A-t tartalmazo p-
részcsoport.

6 évvel késébb Ballester-Bolinches és Esteban-Romero [BR| bevezették a kovetkezd
fogalmat:

Definicié: Legyen p prim. Egy G csoportrol azt mondjuk, hogy Y,-csoport, ha minden
olyan H és S p-részcsoportra, ahol H < S, H S-quasinormdlis Ng(.S)-ben.

Miutan tanulmanyoztdk az Y, csoportok tulajdonségait, karakterizaltak a 7™-
csoportokat (PST-csoportokat) és megkapték az itt szerepld 2.3.15. Tételt mas forméaban:

2.3.16. Tétel. [BR, Theorem 4| Egy G csoport feloldhaté PTS csoport (T*-csoport)
akkor és csak akkor, ha G Y,-csoport minden p primre.

[Cs6]-ban végiil a 2.3.15. Tétel segitségével a Sylow részcsoportok tulajdonsagaira
vonatkozoan adtam egy jellemzést a feloldhatd T™-csoportokra:

2.3.17. Tétel. |Cs6, Theorem 4| G feloldhato T*-csoport akkor és csak akkor, ha minden
P Sylow részcsoportja kielégiti a kovetkezd feltételek eqyikét:

i, P minden részcsoportja normdloszto G-ben.

it, Ng(P) minden P-t6l kiilonbozd Sylow részcsoportja centralizdlja P-t.

A T*-csoportok (PST-csoportok) tanulményozasa napjainkban is intenziv kutatasok
targya ([ABRP], [ABP]|, [Ral], [BRR], [BR], [Ro]).
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