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Loops and groups

cimi doktori értekezésérsl

Csorgd Piroska érdeklgdési korébe kétfajta algebrai struktira tartozik, ezekre
utal a disszertacié cime. Az ezek struktirajara vonatkozoan elért f& eredmé-
nyeit tartalmazza az értekezés két fejezetre osztva. Konkrétabban, az elsd
fejezetben olyan loopokkal foglalkozik, amelyekhez tartozé bizonyos csoport —
az un. bels§ permutaciécsoport — Abel-féle, a masodik fejezet témaja pedig
a véges szuperfeloldhatd csoportok szerkezete. A véges csoportok elméletében
régota dolgozik a jelolt, a loopok kutatasaba kb. egy évtizede kapcsolodott
be. Olyan problémat vizsgélt, ahol sikerrel kamatoztathatta csoportelméleti
tapasztalatat.

A loop tulajdonképpen ,nemasszociativ csoport”’, azaz olyan algebrai struk-
tara, amelyen értelmezve van egy invertialhato, de nem feltétleniil asszociativ
kétvaltozos miivelet, amelyre vonatkozoan van egységelem. Bruck (1946) kez-
deményezte a loopok vizsgéilatat csoportok segitségével. Minden () loophoz
hozzarendelt egy permutéciocsoportot, M(Q)-t, ami definicié szerint a @ loop
bal- és jobbeltolasai altal generalt részcsoport az Sg szimmetrikus csoportban.
Ezt nevezik a @Q loop szorzdscsoportjinak. Az M(Q) csoportban az egység-
elem stabilizatorat I(Q)-val jelolik, és a @ loop belsd permutdcidcsoportjanak
hivjak. Az 1990-es évek els6 felében Kepka és Niemenmaa igazolta, hogy ha a
@ véges loop belsé permutaciocsoportja kommutativ, akkor M (Q) feloldhato
és () centralisan nilpotens. Tovibba az Osszes ismert példa — tobbek kozott
a véges csoportok esete — azt sugallta, hogy a nilpotenciaosztaly legfeljebb 2.
Ekkor fogalmazta meg Kepka azt a problémat, hogy igaz-e, hogy minden olyan
véges loop nilpotenciaosztalya legfeljebb 2, amelyben a bels§ permutacidcso-
port kommutativ. Megjegyezziik, hogy azt, hogy a forditott implikacié mindig
fennall, mar Bruck (1946) igazolta.

Csorgs Piroska — a vérakozasokkal ellentétben — negativ valaszt adott
2007-ben (Theorem 1.2.14) Kepka kérdésére:

Létezik olyan 128 elem, 2-nél nagyobb nilpotenciaosztdlyd centrdlisan nilpotens
loop, amelynek belsd permutdcidcsoportja Abel-féle.

A bizonyitas egy ellenpélda megadasa, ahol a megfelel§ tulajdonsagok ellen-
Orzése ,kézzel”, azaz szamitogép segitsége nélkiil torténik. A konstrukcid és a
bizonyitas szinte teljes egészében véges csoportokrél szol, ugyanis a centralis
nilpotenciara, illetve a nilpotencia osztalyara vonatkozé loopelméleti kérdés a
szorzatcsoport és a bels6 permutacidcsoport segitségével | lefordithatd” csoport-
elméleti kérdéssé, a kapott eredmény pedig ,visszafordithatd” loopelméletivé.
Az ellenpélda alapjaul szolgaloé csoport 23 rendti.

Bar még csak 3 éve jelent meg, ez az eredmény komoly figyelmet keltett. Az
ellenpélda egyrészt 1j lendiiletet adott tovabbi olyan elegend§ feltételek keresé-
séhez, amelyek biztositjak, hogy a loop nilpotenciaosztalya 2 legyen. Masrészt
az ellenpélda 1j kérdéseket vetett fel a kommutativ bels§ permutéciécsoporttal
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rendelkezé és legalabb 3 nilpotenciaosztalyii loopokra vonatkozéan. A fejezet
tovabbi részében a jelolt maga is talal olyan — részben korabbi eredményt
altalanosité — 1j elegendd feltételeket Abel-féle bels6 permutéciocsoportu lo-
opokra, amelyek biztositjak, hogy a loop nilpotenciaosztalya 2 legyen. Példaul
ilyen feltétel, hogy a loop tin. LCC-, illetve Buchsteiner-loop legyen.

A maésodik fejezet a véges csoportok korében kozponti szerepet jatszo felold-
haté csoportok bizonyos részosztalyaval foglalkozik, a szuperfeloldhatd csopor-
tokkal. Ismert, hogy minden feloldhat6 csoportoknak van olyan normallénca,
amelynek tagjai normalosztok és faktorai kommutativak. Masrészt véges fel-
oldhato csoport esetében mindig van olyan normallanc is, amelynek faktorai
ciklikusak. Az azonban nem igaz altaldban egy véges feloldhatd csoportra, hogy
lenne olyan normalldnca, amelynek tagjai norméalosztok és faktorai ciklikusak.
A csoportot szuperfeloldhaténak nevezik, ha van ilyen normaéllanca is.

1970 o6ta az irodalomban szamos olyan cikk jelent meg, amely elegendd,
illetve sziikséges feltételt adott véges csoport szuperfeloldhatosagara, illetve
ezzel rokon mas tulajdonsidgok fennallasara. A disszertécié ezen fejezetének
egyik fontos eredménye (Theorem 2.1.1; tarsszerz: M. Assad) — ez a jelolt
legtobbet idézett cikkének f6 eredménye — olyan sziikséges és elegendd feltétel,
amelybdl sok korabbi eredmény kovetkezik. A tétel un. telitett formacidkra
vonatkozik, ezért az egyszertiség kedvéért itt azt a specialis esetét fogalmazzuk
meg (v.6. Corollary 2.1.2; tarsszerz6: M. Assad), amikor ez a formacio az 6sszes
véges szuperfeloldhaté csoportbol all:

Tetszdleges G véges csoport esetén ekvivalensek a kévetkezdk:

(1) G szuperfeloldhatd,

(2) G-nek van olyan H feloldhato normdlosztdja, amelyre a G/H faktorcso-
port szuperfeloldhatd, és F(H)-nak, azaz H Fitting-részcsoportjinak?,
primrendi és negyedrendi részcsoportjai S-kvdzinormdlisak’® G-ben.

Tovabba Csorgs Piroska meghatarozza azoknak a G véges csoportoknak a szer-
kezetét, amelyek rendelkeznek a (2)-beli tulajdonsaggal a H = G specidlis
valasztas mellett (Theorem 2.1.9).

A fejezet tartalmaz egy a fentihez hasonld olyan tételt is (v.6. Theorem
2.1.22; tarsszerzd: M. Herzog és megjegyzés a kovetkezs bekezdésben), ahol az
S-kvazinormalités szerepét az tin. H-tulajdonsig veszi at. Megjegyezziik, hogy
a H-részcsoportok alapvets tulajdonsiga példaul, hogy ha szubnormalisak, ak-
kor sziikségképpen normaélosztok is.

Ezen tételek nem ,igazi” sziikséges és elegendd feltételek a szuperfeloldhato-
sagra, ,inkabb csak” elegenddek, mert az (1) = (2) implikacio trividlis — a
disszertécio is sok esetben (pl. Corollary 2.1.2 és Theorem 2.1.22) csak a nem-
trivialis implikaciot fogalmazza meg. Tovabbd a H = G valasztassal bel6liik
kovetkezs elegends feltételek meglehetGsen sziik osztalyt adnak. A szerzd a
fejezet tovabbi részében igazi” sziikséges és elegendd feltételeket ad a szuper-
feloldhatosagra. A legkdnnyebben megfogalmazhatoé ilyen tétel a kévetkezd:

IRvidites: left conjugacy closed
2Fitting—részcsoport: a legb6vebb nilpotens normalosztd
3Az S-kvdzinormalitds a norméloszté-tulajdonsag egy gyengitése



Tetszdleges G véges csoport esetén ekvivalensek a kévetkezdk:

(1) G szuperfeloldhatd,
(2) G' < F(G), és F(QG) elddll ciklikus, primhatvdnyrendd, gyengén S-
kvdzinormdlis részcsoportok szorzataként.

Végiil hasonl6 jellegli eredmények — sziikséges és elegendd feltételek, bizo-
nyos részosztilyok strukturalis leirasai kovetkeznek a véges szuperfelold-
haté csoportok két részosztalyara, a véges feloldhaté T-csoportokra és T™-
csoportokra. Fgy csoportot T'-csoportnak hivnak, ha minden szubnormaélis
részcsoportja normaloszto, és T -csoportnak, ha minden szubnormélis részcso-
portja S-kvazinormaélis. Megyjegyezziik, hogy a véges nilpotens csoportok 77-
csoportok, de altalaban nem T-csoportok.

A jelolt intenziven kutatott teriileteken érte el tudoményos eredményeit, me-
lyeket szamon tartanak a téméjaban dolgozé kiilféldi kutatok is. Loopelméleti
ellenpéldaja nagy nemzetkozi visszhangot kapott, és 1j 1okést adott a témakor
kutatasédnak.

Mindezek alapjan ugy vélem, hogy Csorgd Piroska itt ismertetett tudomé-
nyos eredményei alapjan érdemes az M'TA doktora cimre. Javaslom a disszerté-
ci6 nyilvanos védésének kitiizését, és Csorgd Piroska szaméra az MTA doktora
cim odaitélését.

Ugyanakkor nem hallgathatom el azon véleményemet, hogy a disszertacio
stilusa nem segitette az olvasast, pontosabban a mélyebb megértést. A disszer-
tacionak van egy bevezetése, amely jol Osszefoglalja a f6 célokat, de a fejezetek
egy rovid bevezets utédn szinte kizarolag allitdsok és bizonyitdsok egymasutan-
jai. Sok helyen hidnyoltam olyan mondatokat, bekezdéseket, amelyek

e megmondjak, merre haladunk, ,utkézben” megéllapitjak, hol is tar-
tunk, mikor és miért tesziink kitércket, stb.;

amelyek, f6leg a masodik fejezetben, ahol sok ,kisebb” tétel van,

e motivéljak az éppen targyalando csoportosztaly fontossagat, érdekessé-
gét, a megvalaszolandd kérdéseket, stb.;

e clemzik a kapott tételek — féleg a hasonld strukturaji, de mas-mas
fajta feltételeket hasznalo tételek, valamint az Gsszehasonlithaté oszté-
lyokra vonatkozo, hasonlé strukturaju tételek — egymashoz valo viszo-
nyat.

Kis szamban, de vannak a disszertaciéban zavar6 kovetkezetlenségek és pon-
tatlansagok, bar ha kitartéan tovabbolvas az ember, akkor el6bb-utébb rajon,
hogyan kell rendbe tenni.

KERDESEK

1. A Kepka-kérdésre adott ellenpéldanak ismert-e a nilpotenciaosztalya?

2. Az ellenpélda megsziiletése utan természetesen adodik a kérdés: lehet-
e egy kommutativ bels6 permutaciécsoporti loop nilpotenciaosztalya
akarmilyen nagy. Lehet-e mar tudni ezzel kapcsolatban valamit?

3. Emlékeztetek ra, hogy minden T-csoport T*-csoport is, és minden fel-
oldhato T*-csoport szuperfeloldhato is. Kapcsolodva az el6zé felsorolas



utols6 pontjahoz, szeretném, ha a jelolt elemezné a 2.2.4.; 2.3.20. Té-
telek, valamint a 2.3.7. Kévetkezmény kapcsolatat:

(i) Kovetkezik-e kozvetleniil a 2.2.4. Tétel (a),(b) részébdl a 2.3.7.
Kovetkezmény? Ha nem, akkor lehetne-e igy médositani — meg-
tartva az allitdsok ,szerkezetét” és a hasznalt fogalmak korét — ezt
a két allitast, hogy a feltételekbdl ,latszodjon” a leirt két osztaly
kozotti tartalmazés?

(ii) Ugyanezek a kérdések a 2.2.4. Tétel (a),(c) részének és a 2.3.20.
Tételnek a vonatkozésaban.

(iii) Ugyanezek a kérdések a 2.3.20. Tételnek és a 2.3.7. Kovetkezmény-
nek a vonatkozéasaban.
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