Valasz Szendrel Marianak a
"Loops and Groups”
cimu doktori értekezésem biralatara

Mindenek el6tt nagyon megkoszonom Szendrei Maria alapos és koriiltekinté munkajat,
amit a nagyon jo kérdései is bizonyitanak.

1. Kérdés:

A Kepka-kérdésre adott ellenpéldanak ismert-e a nilpotenciaosztalya?

Valasz: Igen, a konstrudlt szorzascsoportnak megfelel6 loop nilpotenciaosztalya 3.

A 7connected” transzverzédlisokban szereplo transzlacidkkal valé konjugdlasok mu-
tatjak, hogy a masodrendii centrummal lefaktorizalva az eredeti loop nucleusanak a képe
e faktorloop centruméba keriil. A nucleus szerinti faktorloop viszont mar elemi Abel-23-
rendii csoport.

2. Kérdés:

Az ellenpélda megsziiletése utan természetesen adodik a kérdés: lehet-e egy kommu-
tativ bels6 permutédcidcsoportu loop nilpotenciaosztalya akarmilyen nagy? Lehet-e mar
tudni ezzel kapcsolatban valamit?

A valasz: 4 nilpotenciaosztalyu loopot sem taldltak még kommutativ belsé per-
mutaciécsoporttal.

3. Kérdés:

Emlékeztetek ra, hogy minden T-csoport T*-csoport is, és minden feloldhaté T*-
csoport szuperfeloldhaté is. Kapcsolddva az elézo felsorolas utolséd pontjahoz, szeretném,
ha a jelolt elemezné a 2.2.4., 2.3.20. Tételek, valamint a 2.3.7. Kévetkezmény kapcsolatat:

(i) Kovetkezik-e kozvetleniil a 2.2.4. Tétel (a), (b) részébdl a 2.3.7. Kévetkezmény? Ha
nem, akkor lehetne-e tigy modositani — megtartva az allitasok ,,szerkezetét” és a
hasznalt fogalmak korét — ezt a két allitast, hogy a feltételekbol |, latszédjon” a leirt
két osztaly kozotti tartalmazas?

(ii) Ugyanezek a kérdések a 2.2.4. Tétel (a) és (c) részének és a 2.3.20. Tételnek a
vonatkozasaban.

(iii) Ugyanezek a kérdések a 2.3.20. Tételnek és a 2.3.7. Kovetkezménynek a vonat-
kozasadban.

El6szor emlékeztetnék, hogy a birdlé mely allitasok kozotti Gsszefiiggések elemzését
kéri, illetve az allitasok mddositasat varja.



2.3.7. Kovetkezmény: Legyen G pdratlan rendd feloldhato csoport. G T-csoport akkor
és csak akkor, ha G' Hall-részcsoport és G' minden primhatvanyrendd részcsoportja H-
részcsoport.

2.3.20. Tétel: G feloldhato T*-csoport akkor €és csak akkor, ha G = M - N, ahol N
nilpotens Hall-részcsoport, M pedig olyan nilpotens Hall-féle normdloszto G-ben, hogy M
minden primhatvdnyrendd részcsoportja pronormdlis G-ben, (M NN = 1).

Ez utébbi a tétel megfogalmazasanal kimaradt, a bizonyitdsban viszont hasznaljuk,
de konnyen lathato, hogy e feltétel nélkiil is igaz marad az allitas.

2.2.4. Tétel: Eqy G csoportra a kovetkezd allitdasok ekvivalensek:

a) G szuperfeloldhatd.

b) G' < FitG és FitG gyengén S-quasinormdlis ciklikus primhatvdnyrendi részcso-
portok szorzata.

c) G-ben létezik egqy olyan N nilpotens normdloszté, hogy G' < N és N gyengén S-
quasinormalis ciklikus primhatvdnyrendi részcsoportok szorzata.

Sajnos kozvetlentil nem latszik a kapcsolat.

Eloszor a 2.3.7. Kovetkezményben modositjuk a szerkezeti leirast, gy, hogy a 2.2.4.
Tétel, illetve a 2.3.20. Tétel azonnal alkalmazhaté legyen egy paratlan rendii feloldhaté T-
csoport szuperfeloldhatésaganak, illetve T*-csoportsaganak igazolasara. A mddositashoz
belatjuk a kovetkezo szerkezeti leirasok ekvivalenciajat.

1. Tétel: Legyen G pdratlan rendi feloldhato csoport. FEkkor a kévetkezd dllitdasok
ekvivalensek:

a) G T-csoport.

b) G' Hall-részcsoport és G' minden primhatvanyrendi részcsoportja H-részcsoport G-
ben.

c) G’ nilpotens Hall-részcsoport és G' minden primhatvdnyrendi részcsoportja normdl-
oszto G-ben.

d) G = G'N, ahol N Abel-féle Hall-részcsoport, G' nilpotens Hall-féle olyan nor-
madloszto, hogy G' minden primhatvanyrendi részcsoportja pronormdlis G-ben, és
G'NN =1.

e) G' <FitG, G Hall-részcsoport, és Fit G minden primhatvdnyrendi részcsoportja

normdaloszto G-ben.

Bizonyitéds: a) < b) a 2.3.7. Kévetkezmény miatt.
¢) = b) nyilvan igaz.



b) = ¢) Gaschiitz tétele [Theorem 2.3.3 a disszertdciéban| és a 2.3.4. Kévetkezmény
miatt G’ nilpotens Hall-részcsoport. Innen, nyilvdn G’ minden primhatvanyrendii
részcsoportja a szubnormalitds miatt normaloszté G-ben.

¢) = d). Alkalmazzuk a Schur-Zassenhaus-tételt, igy létezik egy N Abel-féle Hall-
részcesoport a kivant tulajdonsigokkal.

d) = ¢). G’ primhatvanyrendii részcsoportja szubnormalis is, igy a pronormalitdsuk
adja a normalitasukat.

e) = c¢). Fit G definicidja miatt igaz.

c¢) = e). Mivel G’ minden primhatvanyrendii részcsoportja norméloszté G-ben,
G' < FitG és G’ Hall-részcsoport, elegendé belatnunk, hogy ha ) g¢-csoport, ahol
Q < FitG és ¢ olyan prim, amelyre ¢ osztéja Fit G rendjének, de ¢ nem osztéja G’
rendjének, akkor @) norméloszté G-ben. A feltételek miatt nyilvan Q@ N G’ = 1, igy
@ Abel-féle, és Fit G nilpotencidjabdl Fit G < Ng(Q) kovetkezik. Mivel G' Hall-féle
normalosztd, a Schur—Zassenhaus-tétel miatt 1étezik -t tartalmazé L komplementum a
G’ kommutator-részcsoporthoz, vagyis G = G'L és G’ N L = 1. L kommutativitdsa adja
L < Ng(Q), igy @ norméloszté G-ben. OJ

Most modositjuk a 2.3.7. Kovetkezményt, tgy, hogy kozvetleniil latszédjon a kapcso-
lata a 2.2.4. Tétellel, és igy a paratlan rendl feloldhaté T-csoportokra azonnal igaz lesz
a szuperfeloldhatosdg. Ezzel vélaszt adunk az (i) pontban megfogalmazott kérdésre.

2.3.7*. Kovetkezmény. Legyen G pdratlan rendi feloldhato csoport. G T'-csoport akkor
és csak akkor, ha G' Hall-részcsoport, G' < FitG és Fit G minden primhatvdnyrendi
részcsoportja normdalosztd G-ben (ami esetinkben a szubnormalitds miatt ekvivalens az
H-részesoportsaggal).

Bizonyitas: Léasd az 1. Tételben az a) és e) allitdsok ekvivalencidjét. O

2. Tétel: Legyen G pdratlan rendi feloldhato T-csoport, ekkor G szuperfeloldhato.

Bizonyitds: G-re alkalmazhaté a 2.3.7* Kovetkezmény. Nyilvdn Fit G minden
primhatvanyrendii részcsoportja a normalosztésdg miatt gyengén S-quasinormadlis is. G
rendelkezik a 2.2.4. Tétel b) részében leirt tulajdonsdgokkal. Innen e tétel szerint G
szuperfeloldhatosaga kovetkezik. O

Most megadjuk a 2.3.7. Kévetkezmény egy masik modositasat, amibol latszodni fog a
2.3.20. Tétellel valé kapcsolata, vagyis hogy egy paratlan rendii T-csoport T™*-csoport is.
Igy valaszt adunk az (iii) pontban megfogalmazott kérdésre.

2.3.7. Kovetkezmény: Legyen G paratlan rendi feloldhato csoport. G T-csoport
akkor és csak akkor, ha G = G'- N, ahol N Abel-féle Hall-részcsoport, G "N =1, G’
nilpotens Hall-féle normdloszté és G minden primhatvanyrendi részcsoportja pronormdlis
G-ben (a pronormalitds a szubnormalitas miatt ekvivalens azzal, hogy normdlosztd, illetve
H-részcsoport).

Bizonyitds: Léasd az 1. Tételben az a) és d) allitdasok ekvivalencidjat. O

3. Tétel: Legyen G pdratlan rendi feloldhato T-csoport, ekkor G T*-csoport is.

Bizonyitas: A 2.3.7" Kovetkezmény szerint G szerkezete megfelel a 2.3.20. Tételben
leirt szerkezetnek M = G'-vel, igy G e tétel szerint T™*-csoport is. O



Most médositjuk a 2.3.20. Tételt, vagyis a feloldhaté T*-csoportok egy masik jel-
lemzését adjuk, bizonyitva a két szerkezeti leiras ekvivalenciajat. Ebbol az 1j szerkezetbdl
majdnem kozvetleniil latszédik a kapcsolat a 2.2.4. Tételllel, igy szinte azonnal igaz lesz,
hogy egy feloldhaté T™-csoport szuperfeloldhaté. FEzzel valaszt adunk az (ii) pontban
megfogalmazott kérdésre.

2.3.20" Tétel: Egy G csoportra a kovetkezo dllitasok ekvivalensek:

a) G feloldhato T*-csoport.

b) G =M - N, ahol N nilpotens Hall-részcsoport, M olyan nilpotens Hall-féle normdl-

oszto G-ben, hogy M minden primhatvinyrendi részcsoportja pronormdlis G-ben
(MNN=1).

¢) G' <FitG, és ha P € Syl (Fit G) tetszbleges P-Sylow-részcsoport Fit G-ben, akkor
P rendelkezik a kovetkezo tulajdonsagok valamelyikével:

i) G tetszdleges q-Sylow-részcsoportja, ahol q # p, centralizdlja P-t.
i) P minden részcsoportja pronormdlis G-ben, és ekkor P € Syl (G) is.

Bizonyitas: Nyilvan a) < b) a 2.3.20. Tétel szerint. Igazén lényeges szamunkra a b)
és c)-ben a megadott szerkezeti leirasok ekvivalencidja.

b) = c¢). Legyen M = XR, ahol P; € Syl, (M) Mivel M Hall-féle normalosztdja

G-nek, P; € Syl (G) is kovetkemk minden 1 < i < k esetén. Tudjuk, hogy P; minden
részcsoportja szubnormaélis is G-ben, a pronormalitasuk adja, hogy mindegyik részcsoport
norméloszté is G-ben. Legyen a € N, nyilvén (o(a),p;) =1 minden 1 < i < k esetén.
Alkalmazva a disszertaciéban szereplé Lemma 2.3.24-et, adédik, hogy a € Cg(F;) vagy
az a elem fixpontmentesen hat a konjugdldassal P-n. Legyen A; = N N Cg(P;). Az
N < Ng(P;) osszefiiggés adja, hogy A; < N. A fentiek miatt N/A; fixpontmentesen hat a
konjugéldssal P;-n. Mivel P; minden részcsoportja norméloszté G-ben, N/A; ciklikus lesz,

vagyis N kommutdtor részcsoportja N/ < A; minden 1 < ¢ < k-ra, amib6l N' < [ 4;
i=1

igaz. Az A; megvdlasztdsabol kovetkezik, hogy A = ﬂ A; < Cg(M) és A nilpotens
=1
normaloszté G-ben. Felhasznalva, hogy M nilpotens Hall féle normaloszté G-ben, kapjuk,

hogy W = M A is nilpotens norméloszté G-ben, vagyis W < Fit G.

A G = M - N b&sszefliggésbdl N’ < A azt adja, hogy G/W Abel-féle, igy G' < W <
Fit G igaz.

Legyen P € Syl (Fit ). Nyilvdin P < G.

Tudjuk, G = M - N.

1) Tegyiik fel P £ M.

Ekkor P normalitdsa miatt P < N.

Legyen @ € Syl (G) tetszdleges g-Sylow-részcsoport, ahol g # p.

Ha Q < M, az M < Fit G 6sszefiiggésbol adddik, hogy @ < Cg(P).

Ha @ < N, akkor N nilpotenciajabol kévetkezik, hogy @ < Cq(P).
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Marad az az eset, amikor )¢ < N valamely ¢ € G esetén. Ekkor az elozéek szerint
Q° < Cg(P), de a P 4 G miatt Q < Cg(P) adédik most is.

Tehét P teljesiti 1)-t.

2) Tegyiik fel, hogy P < M.

Ekkor allitasunk feltételei biztositjak, hogy P minden részcsoportja pronormalis G-ben
és P € Syl,(G). Tehdt P teljesiti ii)-t.

t
c) = b). Jelolje M = [] R;, ahol R; € Syl, (Fit ) olyan, hogy teljesiti ii)-t, vagyis

=1
minden részcsoportja pronormalis G-ben és R; € Syl, (G) is. gy M nilpotens Hall-féle
normalosztdja G-nek és minden primhatvanyrendii részcsoportja pronormélis G-ben.

A Schur—Zassenhaus-tétel miatt létezik olyan Hall-féle N részcsoport G-ben, hogy
G=M-Né MNN =1.

Allitdsunk teljes bizonyitasdhoz elegendd belatni N nilpotencidjat.

Legyen T*€ Syl,(N), megmutatjuk, hogy T norméaloszté N-ben. Jelolje H=Fit GNN.
M és N megvalasztasa miatt FitG = M x H. Legyen T'=T*N H, nyilvan H =T x H,
ahol Hj nilpotens Hall-féle részcsoport H-ban. Mivel Hy < FitG, de Hy £ M, H,
Sylow-részcsoportjai teljesitik i)-t, igy 7% < Cg(Hp). Innen HT* = Hy x T* nilpotencidja
kovetkezik. Lattuk, hogy G/Fit G Abel-csoport, amibél adédik, hogy N/FitG N N =
N/H, szintén Abel-féle, igy HT* = Hy x T* norméloszté6 N-ben. HT* nilpotencidja
implikédlja, hogy 7™ norméloszté N-ben. (A bizonyitds nyilvan akkor is igaz, ha T =
T*NH=1). O

Megmutatjuk, hogy ha egy G csoport rendelkezik a 2.3.20* Tétel ¢) részében leirt
tulajdonsdgokkal, akkor eleget tesz a 2.2.4. Tétel b) részében levé szerkezeti leirdsnak.

4. Tétel: Legyen G csoport. Tegyiik fel, hogy G' < Fit G, és ha P tetszdleges p-Sylow-
részcsoport Fit G-ben, akkor P rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgok valamelyikével:

i) G tetszdleges q-Sylow-részcsoportja, ahol ¢ # p, centralizdlja P-t.
ii) P minden részcsoportja pronormdlis G-ben, és P € Syl,(G) is.

Ekkor G' < FitG és FitG gyengén S-quasinormdlis, ciklikus primhatvanyrendd
részcsoportok szorzata.

Bizonyitas: 1) Tegyiik fel, hogy P-re igaz i), akkor P minden részcsoportja nyilvan
S-quasinormalis G-ben, igy P S-quasinormalis ciklikus részcsoportok szorzata.

2) Tegyiik fel, hogy P teljesiti ii)-t, ekkor P tetsz6leges részcsoportja szubnormalis
is, a pronormalitasukbol kovetkezik, hogy P minden részcsoportja normaloszté is G-ben,
amibdl minden részcsoport gyengén S-quasinormalitdsa most is kévetkezik.

Tehat Fit G-re igaz tételiink allitasa. O

Kombinélva a 4. Tételt a 2.3.20* és a 2.2.4 Tételekkel, végiil kapjuk:

5. Tétel: Legyen G feloldhato T*-csoport. Ekkor G szuperfeloldhato.

Csorg6 Piroska



