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Ko6sz6nom Totik Vilmosnak a disszertaciot mélységében is nagyon alaposan feldolgozé birdlatat,
azon beliil is a masodik fejezetben értelmezett kétféle strtiség-fogalom elvaladsat megmutatd szép
ellenpéldajat, melyr6l még sz6 lesz a részletes valaszban.

Ami az els§ részt illeti, itt a Totik Vilmos altal kiemelt f6 eredmény a sikbeli konvex K tar-
tomanyokra &ltaldnosan igazolt cxn nagysigrendi oszcillaci6. Ebben az eredményben a fellépd
konstansnak a K tartomany geometriai paramétereitdl vald fliggését sikeriilt ugyan tisztédzni —
amennyiben ez a minimnalis szélesség és az atmérd négyzetének hanyadosaval aranyos — de egy
abszolut konstans hézag még maradt a fels§ és alsé becslések kozott. Igy tobb ismert tételt, pl.
Eréd Janos ellipszisekre vonatkozd eredményét vagy magat az eredeti Turdn féle tételt a korlapra,
ez az &altalanos tétel csak egy abszolut konstans szorzé veszteséggel ad vissza. Ez indokolta a to-
vabbi vizsgalatokat, amelyek a (lényegében) sima hatara konvex tartoményok esetén a hatargorbe
gorbiiletével szamolnak. Itt tobblet geometridt bevetve végiil megkapjuk a konstansok egy olyan
leirasat is, amely ebben az esetben mar pontosan visszadja az 6sszes kordbban ismert sima hatara
specialis esetet. Természetesen az izlés kérdése is, hogy ki melyik vizsgalatot tartja fontosabbnak,
de a kérdeéskor tisztazasahoz gy éreztem hozzé tartozik olyan eredmények kidolgozasa is, amelyek
precizen is visszaadjak az ismert eseteket, illetve pontos vilaszt adnak olyan, egyesek altal valoban
felvetett kérdésekre is, mint pl. az un. LP-egységegdmbok és ellipszisek esetén fellépd oszcillacio.

A masodik rész témajat azért nevezem Turan tipusi problémanak, mert ez igy terjedt el az
irodalomban. A fejezet egyik mondanival6ja éppen az, hogy alaposabb irodalmi kutakodas ered-
ményeként megéllapithatoak a kérdéskor régebbre visszanyild el6zményei, de a téma kiterjedt iro-
dalméban az utébbi id6ben f6leg oroszok altal miivelt teriilet kutatéi — s igy éveken 4t én magam
sem — tudtak, tudtunk errél. Siegel dolgozata pl. német nyelven jelent meg és a Minkowski féle racs-
ponttételrsl szol, a minket érdekl§ extremélis problémat csak mintegy "mellékesen" vizsgélja meg
benne, igy nem csoda, hogy ezt az el6zményt eddig senki nem talalta meg. De én taldltam meg a
"pontonkénti Turdn probléma' el6zményét jelenté Boas-Kac cikket is és Kolountzakissal kozos ered-
ményeink vildgitottak ra arra is, hogy az évszazados Carathéodory-Fejér extremalis problémaknak
is kozvetlen koze van a manapsig "pontonkénti Turdn probléma" néven vizsgélt kérdéshez.

A végiil igen kiterjedtnek mutatkozo irodalom feldolgozasa, sajat Kolountzakissal kozos ered-
meényeim bemutatasa, majd a lokalisan kompakt Abel csoportokra térténd altalanositas és ezen beliil
az aszimptotikus egyenletes felsg siirtiség fogalmanak kiterjesztése és a fogalom hasznalhatosaganak
illusztralasara felsorolt szdmelmeéleti jellegii alkalmazasok valoban terjedelmessé és nehezen attekin-
teht6veé teszik a fejezetet, de ezt a téma kiterjedt mivolta, irodalma és elagazésai teszik sziikségessé.
Ugyanakkor ebben a fejezetben valéban nem beszélhetiink a téma kimeritésérél — a pontonkénti
Turén probléma esetét leszamitva, amelyben a Carathéodory-Fejér féle extremalis problémara valé
teljesen altaldnos visszavezetés, ekvivalencia és egy korabbi dualitési eredményem ténylegesen tisz-
taz szinte mindent — de pl. a mai napig nem tudjuk, s6t azt hiszem nagyon messze vagyunk még téle,
hogy akar R%ben vannak-e nem Sztecskin-Turan tipust halmazok, avagy minden konvex K € R?
testre Tpa(K) = |K|/29?

*Extremal problems for polynomials and positive definite functions and polynomials cimi értekezés, benyijtva az
MTA doktora tudoményos cimért, Budapest, 2009. aprilis



A kompakt részhalmaz jellésére hasznalt € illetve CC jeloléseket be kellett volna vezetnem és
egységesitenem kellett volna, ennek elmulasztasa valéban megnehezitette az olvasast, ezért mind-
hérom birélétol és minden olvas6tol elnézést kérek.

Totik Vilmosnak igaza van, (2.19) pozitivitasa minden — 0-t a belsejében tartalmazoé — K testre,
azaz korlatos, kompakt, kovér (int K lezartja maga K) halmazra — ekvivalens. En itt megelégedtem
a konvex halmazokra alapuld verzidval, mas testekkel nem akartam foglalkozni, de ettdl fiiggetleniil
a megjegyzés igy pontos.

Totik Vilmos példaja arra, hogy a kétféle — kompakt, illetve véges halamzokkal felirt — stirtiség-
fogalom a 2.3.5. és 2.3.8. Definiciokban nem ekvivalens R%ben, valojaban egy szép és teljes tisz-
tazasat adja annak a kérdésnek, hogy a két definici6 mikor valik el? Amennyiben a lokalisan
kompakt Abel csoportunk diszkrét, tgy a kompakt halmazok pontosan ugyanazok, mint a véges
halmazok, és ekkor a két definicé nyilvanvaléan egybeesik. Ugyanakkor minden mas esetben a két
definicié szétvalik, és ezt Totik példaja meg is mutatja. Ezt tulajdonképpen fejben at lehet latni,
de a dokumentélas kedvvéért mégiscsak leirom részletesen,

Allitas [Totik] Ha G egy nem-diszkrét lokdlisan kompakt Abel csoport, akkor van olyan v (valo-
sziniségi) mérték, amelyre A(v, ) > D(v,p). Mds széval, a kétféle siiriség-fogalomra A(-, pu) =
D(-, 1) pontosan akkor, ha G diszkrét.

Bizonyitds. A bizonyitast azzal a kozismert 1épéssel kezdjiik, hogy tetszGleges § > 0-hoz keresiink
egy olyan nyilt halmazt, aminek §-nél kisebb a Haar mértéke (ami nyilvan lehetetlen, ha G diszkrét).

Vegyiik 0 egy U kornyezetét, amelynek kompakt a lezarasa (és igy persze véges a Haar mértéke
is, u(U) < 00). Legyen Uy := U. Ebbdl kiindulva tajabb Uy kérnyezeteket konstrualunk, induktive
mindenk € N-re. Mivel G nem diszkrét, barmelyik megadott k-ra az Uy kdrnyezetben kell lennie a 0-
n kiviil is még legalabb egy 0 # x;, € Uy, pontnak. Mivel az dsszeadés folytonos G x G — G miivelet,
04z = x € Uy, és Uy nyilt, van olyan Vi, nyilt kornyezete O-nak, amelyre Vi x (Vip+xy) az osszeadas
soran Ug-ba képezddik. Mivel G Hausdorff, 0-nak és xp-nak olyan nyilt kdrnyezetei is vannak,
amelyekre W}, és W) diszjunktak. Valasszuk most Upy1 := Vi N Wi, N UL N (W] — x) N (U — x1),
ami még mindig egy nyilt kornyezete 0-nak.

Ekkor Ugy1 N (Ugs1+2k) = 0 mig Uy, Upr1 + 2 C Ug. Tehat Uy egy nyilt kornyezete 0-nak
és Up41+xp zp-nak az Uy, halmazon beliil, s mivel Haar mértékiik egyenld, pu(Uyy1) < w(Uk)/2. Azaz
tetszélegesn kis Haar-mértéki nyilt kornyezet elgirhato: ha 6 > 0, van 0-nak olyan U nyilt, kompakt
lezarasu kornyezte, hogy 0 < u(U) < §. (A Haar mérték kiils6 regularitasabol igy kovetkezik az is,
hogy 1({0}) = 0 az egypontu kompakt {0} halmazra, amibél persze minden véges F' halmazra is
u(F) = 0.)

Vegyiik most v-nek a dyp Dirac mértéket, amely a G lokilisan kompakt, nem diszkrét Abel
csoport 0 elemére van koncentralva. ElGszor szamoljuk ki a 2.3.5. Definicié adta strtséget! Legyen
C € G pozitiv Haar-mértekd; ekkor supy e, v(V)/u(V + C) < 1/u(C) és ez el is éretik ha pl.
V := {0} € By. Nyilvin minél nagyobb p(C), annal kisebb ez a supremum, ezért infimumot véve
C-re, az adddik, hogy D(v, 1) = 1 ha a G csoport kompakt, (de nem diszkrét persze), és igy Haar-
mértéke gy van normalizalva, hogy u(G) = 1, mig D(v, 1) = 0 ha G nem kompakt (és igy van
C € G tetsz6legesen nagy Haar-mértékkel).

A 2.3.8. Definicié szerinti stirtiség kiszamolasahoz C' € G helyében véges F' C G halmazokat
kell tekintsiink. Ekkor A(v,p) = infpeg grcco 1/u(F), ami 1/0 = oo ha G nem diszkrét, és igy
tetszéleges véges F' halmaz Haar mértéke zéré. Ha itt kizarjuk a 0-val valo osztast, akkor is ugyanez
lesz a végeredmény, mert supy ¢pz,-ban 0 egy olyan V' kérnyezetét vehetjiik, amelyre 0 < pu(V) < 0,
ezaltal pedig v(V)/u(V + F) > 1/(#F¢), azaz supycg, v(V)/u(V + F) > supsso 1/(#FJ) = oo
minden F' véges halmazra, és ezen mar az infp sem segit. Ezért a A(v, u) > D(v, u) egyenlGtlenség
mindig fennall, ha G nem diszkrét. O



Megjegyzem, ez a Totik-féle észrevétel és gondolatmenet jol mutatja, hogy az amugy elég jol
bevélt heurisztika, miszerint kis V valasztésa esetén p(C + V) relative tul nagy lesz, és igy ez
a "véaratlan" Gsszeggel valo leosztds majd garantalja, hogy a definidlé sup-ban tényleg nagy V
halmazokat vegyiink, hol bukik meg a véges halmazos (t.i. véges tartoju meértékes) esetben.

Rudin kényvében van egy lemma, miszerint tetszéleges kompakt C' € G esetén tetszbleges € > 0
mellett van olyan ("nagy") V Borel halmaz, amelyre u(C'+V) < (14+¢)u(V). (Megjegyzem, Ruzsa
Imre adott egy szellemes bizonyitast rd, hogy V nyiltnak is vehetd, mi tobb, a bizonyitdsnak Rudin
hangstlyozott véleményével szemben mégsem kell hasznalnia a lokalisan kompakt Abel-csoportok
strukturatételét.)

Marmost én ugy konstrualtam a 2.3.5. Definicioban szerepld striség-fogalmat, hogy arra gon-
doltam: ha V nagy, ebben a Rudin-féle értelemben, akkor a nevezében p(V') helyett u(C + V')-vel
osztva kb. ugyanahhoz a hdnyadoshoz jutunk, de ha V kicsi, akkor emiatt a leosztas miatt a hanya-
dos is kicsi lesz (nagy C-re, amire, ugye, infimum van véve, tehat tipikusan lehetéleg jo nagy C-kre
kell gondoljunk). Igy tehat épp ez a furcsa nevezd helyettesitené azt a hataratmenetet, amiben
klasszikusan pl. az egyre nagyobb V = rK dilatacidkat tekintettiik. Végiil a 2.3.8. Definicio-
ban azt fogalmaztam meg, hogy hasonlé heurisztika alapjan ugyanezt a jelenséget varnam véges F
halmazokkal is.

Totik péld4ja arra mutat ré, hogy hacsak a csoport nem diszkrét, akkor itt a V-ben vett szup-
rémum tovabb mér nem a "nagy" V-kre fog fellépni, hanem épp ellenkez6leg, a nagyon kicsi V-k
és a nullmeértékd F-ek Gszeadasa is még kicsi marad, mig szingularis v mérték mellett v (V) ettdl
még lehet jo nagy. Azaz ekkor a hényados definicio "elszall", végtelen lesz, éppen a kis (és nem a
nagy) V-ken. (Ez a meglepd "anomalia" okozta, hogy a sajat heurisztikdmtol vezetve én magam
vak maradtam erre a példara.)

Ezen valészintileg lehetne segiteni tovabbi extra feltevésekkel, tehat a definicioban valamiképp
garantalni, hogy (V') legyen nagy, tartson végtelenhez stb., vagy meg lehetne vizsgélni a stirtiségnek
Haar-mérhet6 A halmazokra vett olyan megszoritasat, amelyekre akkor v := p|4 az A nyoma, de az
egész kérdéskor — az egyenletes aszimptotikus felsg stirtiség fogalma kiterjesztései, ezek kapcsolata
meértékekkel, kozépértékekkel (v.6. miért is elterjedt a "Banach stirtség" elnevezés), fiiggvényekkel,
felss- és also integralokkal stb. — tulajdonképpen egy nagyobb lélegzett tanulményt kivan.

A biralat felveti, hogy a v mérték S szigma-algebrajatol meg lehetne szabadulni a definiciéban.
Igen, de mivel definicié szerint egy v mérték csak a sajat mérhetd halmazaibol all6 szigma-algebran
van értelmezve, ebben az esetben a v-hoz tartozo v kiilsé mértéket kellene venni, és igy persze By V
halmazain mér kiértékelhetnénk (V') értékét. Ez valoban jobb bizonyos szempontbol, hiszen kiilss
mérték minden v-hoz létezik és minden halmazra van értéke, igy tehat legalabb a halmazokkal nem
kell nagyon vacakolni. De azt a tartalmi problémét, hogy extrém mértékekre (pl. ha v S szigma-
algebraja csak kételemt) az adodo kiilsé mérték is elég patologikus lesz, és az adodo stirtiség-érték
ugyanigy, azt azért ez sem oldja meg. Ezért én ezt a felvetést inkabb esztétikai vagy technikai
modositasnak érzem, ami a lényegen nem véltoztat.

Az aprébb elirdsokra, megjegyzésekre valaszul:

F;s definiciojaban igy a max operator térlends, avagy persze irhaté volna max{(1 — ||z||/d),0} —
itt ez e két megfogalmazas keveredett dssze zavardan.

Az A(é) tér a G dudlis Abel-csoporton értelmezett abszolut konvergens Fourier-elgallitasu fiigg-
vények tere, azaz azon fiiggvényeké, melyeknek (inverz) Fourier-transzforméaltja L'(G)-beli.

Az f( — 7y) jelolés a valtozok kiirasa nélkiili fiiggvény-jelolés konvenciojat koveti. A véltozot
kiirva ez ]?()\ —~) lenne, a A € G valtozoban, azaz a formula azt fejezi ki, hogy a v f szorzat Fourier-
transzformaltja az f fliggvény Fourier-transzformaltjanak a - karakterrel vald eltolasa lesz. Azért



véalasztottam az absztrakt forméat, mert a baloldalon sincsenek kiirva a valtozok, de persze irhaté
V) = fF(A=).

A 2.3.6. Tételben csak az R teret tekintjiik, a G szerepeltetése valoban eliras, azaz G = RY.

A 2.3.23. Lemma bizonyitasaban S; helyesen v;, és persze p, p; a megfelel6 stirtiségek a vy illetve
v; mértékekre.

Igen, az irodalomban mind a A, mind az Ej := {exp(27mi(\z)) (z € R?)} halmazokat nevezik
spektrumnak, ami logikailag valéban helytelen, de szerencsére azért nem nagyon zavaré.

Proposition 2.4.9. bizonyitasaban U N (A + H) = Uxer(A + H) valoban nem igaz altalaban,
csak UN(A+ H) =Uper,(A+ H)NU) C Uper (A + H), ami szerencsére elegendd is a mértékekre
vonatkozoan két sorral alabb kévetkezd egyenlStlenséghez.

Igen, a 2.7.2. Tétel bizonyitasaban ® := y¢ * x_¢, amint az a tovabbiakbol is kideriil, a + jel
a * helyett sajtohiba.

A biralénak igaza van, a 3.2. szakaszban taladlhato bizonyitéds nem tér ki a tetszéleges a € T
pontbeli esetre, csak a 0 pontrél beszél. Amennyiben ugyanezt az eredményt egy tetsz6leges a pontra
szeretnénk megkapni, a bizonyitast ugy kell inditani, hogy a 0 koriili £ intervallumot eltoljuk, azaz
az a + E halmazt tekintjiik, és erre illesztjiikk a haromszogfiiggvényt — tehat a A(x — a) fiiggvényt
tekintjiikk A(z) helyett. Ekkor a 114. oldal utolsé formuldjiban és a 115. oldal harmadik soraban
szerepld kiemelt formuldban A(m) helyett A(m)e 2%Mma fog ugyan szerepelni, de az azt kévets
Cauchy-Schwartz egyenlGtlenségtsl kezdve mar minden valtozatlanul érvényes marad.

Igen, (3.28)-ban supp,_ a helyes.

Igen, Remark 3.8.3. persze csak F’(+0) = 0 mellett allithato.

Lemma 3.9.2. bizonyitasdban 2¢-val alkalmazzuk P-re a 3.9.1 Lemmaét, majd a (3.69) és (3.70)-
beli jobboldalon de 2¢-val fellépd Gsszegeket szétvagjuk a paros és paratlan k szerint halado részekre.
A péros k-ra halado dsszegekbdl (3.74) alkalmazaséval adodnak a (3.68) értelmében felirt K337 (| P[P)
tipusi becslések, a paratlan k-kon halad6 0sszegek pedig eleve pont ilyen X7 alakuak.

Az f* jelolés a 159. aljan van elmagyarazva, és a megadott f € H®(T) Hardy-térbe tartozo f
fiiggvény (belss) pontonkénti hatarfiiggvényét jelenti, ami majdnem minden pontra létezik.
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