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Koszénom Kos Géza nagyon alapos, a dolgozat egészét és részleteit is nagy figyelemmel olvaso-
vizsgald értékelését, és természetesen pozitiv végsd kovetkeztetését is. Ugyancsak készondm, hogy
kérdéseivel néhény tovabbi részlet jobb megvilagitdsat segitette el6. Mivel a kérdések, felvetések
pontokba vannak szedve, alabb ezekre a pontokra hivatkozom.

1.1. A Blaschke-féle gurul6 kor tételek altalanositdsanak harom szintje keriil szoba. Az eredeti
Blaschke tételek a kor szokasos geometriai vizsgalatainak kontextusaban, C2 osztalyt hatargorbékre
sziilettek, és igy a gorbiilet létezése (s6t ennek folytonossiaga) eleve adott volt.

A dolgozatban hivatkozom Strantzen egy sokkal modernebb, 1989-es tételére, amely a kdréirt
Blaschke tétel esetében odéig gyengiti a feltételeket, hogy a hatdrgérbe majdnem minden pontjaban
kell a gorbiiletnek x > ko > 0 értéket elérnie. Annyi teljes altalanossdgban vilagos, hogy konvex
halmaz hatargorbéjére a gorbiilet majdnem minden pontban létezik, de persze nem kell elhatarolva
legyen 0-t6l, és ha pl. egy szakasz helyezkedik el a hataron, vagy akar csak egyetlen pontban 0-
va valik a gorbiilet, akkor nem is irhaté koré semmilyen kor. Igy Strantzen tétele nagyon is éles.
Felhivom a figyelmet arra is, hogy beirt Blaschke tétel nem fogalmazhato meg igy, hiszen akar csak
egyetlen pontbeli csics mindenféle kor beirdst lehetetlenné tesz: ott tehat nem gyengitheté a minden
pontbeli feltevés.

A harmadik &altaldnositasi szint az altalam talalt diszkrét Blaschke tételek. Itt a feltételeket
odaig gyengitjiik, hogy a lokélisan infinitezimalis gorbilet fogalom helyett csak az érint6 (vagy
normélis) irdany egy adott szakaszon torténé megvaltozasat, mondjuk 7 (ivhossz vagy huarhossz)
valtozas esetén felléps minimalis vagy maximdlis elfordulasat tekintjiik. Ez a két mennyiség minden
konvex halmazra és minden 7 > 0 el6irt értékre létezik, és a diszkrté Blaschke tételek ereje éppen
abban 4ll, hogy ilym6don minden konvex Jordan gorbére kapunk koréirt alakzatokat, és szinte mindig
beirt alakzatokat is. Azonban a fentiekbdl nyilvanvaldan ezek az alakzatok nem lehetnek korék! Ha
a normaélvektor szogelforduldsa a hataron torténs 7 elmozdulas esetén legalabb ill. legfeljebb ¢ és
mondjuk ¢ = 7m/2n, akkor a konvex halmazunk nyugodtan lehet egy T oldalhosszu szabalyos 4n-szog
(amelybe ill. amely koré egyes pontokban semmilyen kor nem irhato!): a diszkrét tételek viszont
azt fogalmazzak meg, hogy a szabalyos 4n-szog kis modositasaval elgallo "hizlalt" illetve "csonkolt"
sokszogek mar koré- illetve beirhatoak.

Ezek a tételek minden korabbinal erdsebbek, az Osszes verzidt egyszerd hataratmenettel meg-
kapjuk belsliik. A Kos Géza altal felvetett also- ill. fels§-gorbiiletes verziokat, melyek az altalanossag
Blaschke és Strantzen kozotti fokdn mozognak, szintigy. Az én szdmomra elegendd volt Strantzen
tétele, igy nem foglalkoztam annak geometriai kérdéseivel, hogy azon feliil még milyen megfogalma-
zasokban kaphatéak kiilonb6z6 Blaschke-tétel verzidok ebbdl a megkozelitésbél, de magukat a disz-
krét Blaschke tételeket taldltam annyira érdekesnek, hogy leirjam az értekezésben. Valdjaban ezeket
méar tiz évvel ezel6tt kezdtem sejteni egy egészen més analitikus, approximéaciéelméleti probléma
kapcsan, de akkor az a kutatdsom megszakadt, és csak 6t évvel kés6bb, amikor az Eréd tételeken
gondolkoztam, jutottam oda, hogy tisztdzzam magamban a korabbi homélyos gondolataimat.

Annak lehet&ségét, hogy Blaschke eredeti bizonyitasdnak atvitelével kapjunk ilyen &ltaldnosabb
tételeket, nem vizsgéltam, de Strantzen bizonyitasat (ami egy Brooks-sal kozos konyv vége felé jon
ki, meglehetds elzmények utén) alaposan atolvastam, és azt gondolom, hogy ez az a megkozelités,
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ami a klasszikus Blaschke-féle gondolatmenet nyomén, persze sok helyen altalanositva azt, de vala-
hogyan elvileg ugyanazon a nyomdokon haladva kihozhat6. Nyilvin Strantzen tétele tartalmazza
a Kos Géza féle (b) verziot, mivel a gorbiilet majdnem minden pontban létezik, és igy a Strantzen
tétel alkalmazasahoz elegendd figyelmen kiviil hagyni minden olyan pontot, amelyben a gorbiilet
nem létezik végesen. Az (a) tétel is kozvetleniil megkaphato a megfelels diszkrét Blaschke tételbdl a
disszertacioban leirt médon, de azt nem tudom, valahol a geometriai irodalomban eddig kimondta-e
valaki mar ezt a verzidt? Logikusan hangzik a feltevés, de én nem lattam.

1.2. Természetesen a K konvex siktartomany és annak I' = 0K konvex Jordan-gorbe hatéara
sokféle modon kozelithet§ sima, szigortian konvex stb. tartoményokkal ill. goérbékkel, amelyekre
Blaschke eredeti tételei jol alkalmazhatdak, eltekinthetiink a tobbértékid normélvektor-fiiggvény
okozta technikai bonyodalmaktol, stb. A probléma az, hogy a hatardtmenet soran az igy nyert
beirhato ill. koréirhaté alakzatok, korok elfajulhatnak, elttinhetnek vagy végtelenné valhatnak, és
ez sziikségszert is, ha egyszer maga a K halmaz olyan, hogy nem igaz ra korbeirés illetve kor koréiras
pozitiv ill. véges sugarral. Akkor pedig magara az eredeti alakzatra nem kapunk, nem is kaphatunk
semmit, sem az erdeti Blaschke tétellel, sem a Strantzen féle altaldnositassal, sem a sima kozelitések
atjan.

A disszertacioban bemutatott diszkrét verzioban azonban &ltalaban is kapunk, mégpedig egy
olyan beirt ill. koréirt sokszoget, ami jol hasznalhaté analitikus vizsgélatokban. Amint fentebb
emlitettem, én ezen egy més analizis probléma kapcsan kezdtem gondolkozni, és ott pl. sikere-
sen alkalmazni lehet a beirt sokszogeket. Az is észrevehetd, hogy a 7 elmozdulas soran létrejove
normalvektor-valtozas also- illetve fels§ becslése csak egy dtlagos becslése a majdnem mindeniitt
létezd gorbiiletnek. Tulajdonképpen ilyen dtlagos feltételt minden konvex test teljesit. Valamilyen
koréirt sokszogeket mindig kapunk, és beirt sokszdgeket is akkor, ha nincsen nagyon éles fordulatot
jelents (nagy kiegészitd-szogi) csucs. Mindezért mondhatd, hogy a diszkrét Blaschke tétel tényleg
tobbet ad, mint a kdzismert verziok.

2. Nekiink csak a < irdny kell, de igen, a Csebisev lemmaéaban valéban igaz az = is.

3. A kérdésre kicsit hosszabb lesz a valasz, de a végén latni fogjuk, hogy a javasolt definicié disz-
krét torzidcsoportokon ekvivalens a disszertdcidoban szerepldkkel (egyéb esetekben pedig nem igazéan
fogja meg, amit szeretnénk, azaz nem kiilondsebben jo).

El6szor is emlékeztetnék arra, hogy pl. véges, vagy Z? csoportokban méar Kolountzakissal meg-
csindltuk a Turdn konstansra vonatkoz6 megfelel6 eredményeket, igy a tovabbi dltalanositas igénye
elsGsorban olyan csoportok irdanyaba mutatott, amelyek nem feltétleniil diszkrétek. A bevezetett
stirtiség-fogalmak koziil a A fogalom véges halmazokkal operal, mig D kompaktakkal: ezekrdl mar
én is sejtettem (Id. a dolgozat 58. oldalan, a 2.3.4. szakaszt megel6z6 zar6 szakaszban) és Totik
Vilmos szellemes példaval meg is mutatta, hogy kiillonboznek (hacsak nem eleve diszkrét csoportot
tekintiink). Marmost a biralatban javasolt, véges halmazokkal operéal6 definici6 is nyilvan csak disz-
krét csoportokban lesz értelmezhetd, mert kiilonben a nevezs mindig zéréd. Diszkrét csoportokban a
disszertacioban bevezetett stirtiségfogalmak tehat ekvivalensek.

Tekintsiink tehat diszkrét Abel csoportokat. Jeloljiik a "véges részcsoportja" relaciot a < jellel,
a véges részhalmazt pedig a C jellel. A Kos altal definiélt

— [AN(R+ x)|

K(A):= inf
( ) I}QGH<SI%1<PG% |R|

stirtiség ugyan minden diszkrét Abel csoportban értelmezhets, de a kévetkezs észrevétel az, hogy
ennek csak akkor van igazan értelme, ha G torzidcsoport, azaz minden elem rendje véges.

Ugyanis ellenkez§ esetben az Gsszes véges rendd elembdl allo6 Gg < G valddi részcsoport, még-
pedig G elég kis részét jelenti, hiszen minden azon kiviil all6 elem 6sszes "hatvanya" is kiviil kell
legyen (mert ha bejutna Gy-ba, akkor véges rendi lenne), ugyanakkor az 0sszes véges részcsoport
meg Go-on beliil kell elhelyezkedjen. Ezért nem tiinik jo stirtiség-fogalomnak az, ha csak a Gp-ban
talalhato véges részcsoportok eltoltjaival "mérjik" a stirtséget.



Pl. G = 7Z esetén Gy = {0} a trivialis részcsoport, és K(A) = 1 minden halmazra, kivéve, ha
A = (). Altaldban pedig tetszéleges diszkrét csoportban K(Gg) = 1, ugyanakkor kénnyt azt is
l4tni, hogy torziémentes elem létezése esetén D(Go) = 0. Ehhez elegendd tetszéleges m € N-re a
G szerint kiillonbo6zé mellékosztélyokba tartozo 0, g, 2g, ..., mg elemek F halmazat tekinteni egy
g ¢ Gy torzibmentes elemre.

Tehat ezzel a K stirtséggel csak diszkrét torzidesoportokat érdemes nézziink — ebbél a szem-
pontbol a szamelméletileg érdekes specidlis esetek egy része is mar kiesik, koztiik az Erd&s-Sarkozy
kérdés is, hiszen ott Z és hatvanyai a relevins csoportok — de mindenképp teritéken maradnak a
o-véges Abel-csoportok, amelyeken pl. Hegyvéri dolgozott.

Az eddigieket Osszegezve tehat: az Erdés-Sarkozy kérdés vizsgalatahoz a K(A) stirtiség nem
hasznalhat6, ugyanakkor értelmezhets ez a fajta stirtség diszkrét torzidesoportokban. Marmost
Ko6s Géza konkrétan azt kérdezi, hogy o-véges csoportra ez eltér-e a disszertacioban hasznalt D
stirtiségt6l? A kérdeést persze csak diszkrét o-véges csoportokon, vagy, kicsit altalanosabban, diszkrét
torzidesoportokon vizsgélhatjuk. Legyen tehéat tovabbra G diszkrét torzidcsoport.

Altaldban nyilvan tobb véges részhalmaz van, mint részcsoport, tehat mindig igaz

F(A) = inf  sup AN (R +a)|

< K(A),
FEG FrR«Gx |R| < K(4)

de ha G torziocsoport, akkor a H := (F') valasztas mutatja, hogy mindegy, hogy a kiilsg infimumban
véges részcsoportokon vagy véges részhalmazokon futtatjuk az infimum keresést, azaz ha G torzio-
csoport, akkor %(A) = K (A). (Tulajdonképpen csak akkor fordulhat els, hogy a két definicio eltér,
ha vannak F' C G halmazok, amelyekhez nincs egyaltalan R — és akkor az iires sup miatt K(A) =0
minden A-ra — mig ez az iires sup az R := H valasztds miatt a K stirtiségnél nem meriilhet fol.)
Igazoljuk, hogy D(A) > &(A)(= K(A)). A kiils§ infimum ugyanazon F C G halmazokra fut, a
bels6 sup pedig K esetében sokkal szigorubb megkétéseknek tesz eleget, ugyanakkor a nevezében
1év6 |R| helyett akar irhato [(R + x) + F| is, hiszen ha F'C R < G, akkor R = R+ F, és altalaban
is |V| = |V + z|. Ez adja, hogy
(R+z)NAl  —

— _ . (R+z)NAl .
K(A) = R(A) := inf RETZ VA o int PRETD A - Da).
(A)=FA) = b, sup T S gk sw s e s P

Az nem is lep meg, hogy K(A) < D(A), mert ugye diszkrét csoportokon D(A) = A(A), és
idokozben Ruzsa Imre meg bebizonyitotta, hogy A(A) altalaban is a lehetséges legfelsd siriség,
azaz minden természetes feltevéseknek eleget tévd aszimptotikus felsg strtiséget majoral.

Lassuk be, hogy megforditva, D(A) < K(A). Nyilvan

— [V N A

) . [(V+ F)nA|
D(A) < inf ——— < inf LA A —"
(A< Jnk, e 177 < AL S T v A

9

s mivel V 4+ F a diszjunkt vy + F, ..., v + F mellékosztalyokra bonthat6 valamely {vy,..., 05} CV
elemekkel,

(V+F)nAl | Us_) (v + F) N A _ Zlel(vﬁF)ﬂAl <Supw
|V + F| | Ub_) (vj + F) k|F| = el |F| ’
amibdl
") |+ F)n Al [+ R)NAl _

D(A) < inf sup < inf sup K(A).
) F<G zeq |F| F<C 1eG,F<R<G |R| ()

Tehat &ltalaban K(A) = ®(A) = D(A). Széval nincsen ellenpélda, diszkrét torziécsoportokon
ekvivalens a Kos féle definici6. Raadéasul itt mindeniitt egyenldség kell alljon, ezért az els6 egyen-
16tlenségbdl kovetkezGen az R < G részcsoportoktol el is tekinthetiink K(A) értelmezésében, és az

|(a+H)NA|

azzal ekvivalens definiciohoz elegendd inf < sup,cq K



4. Tgaza van a biralénak, ezt a konstrukciot itt elnéztem, bar szerencsére a hibat nem olyan
nehéz kijavitani, akir a Q/Z csoportban maradva, akar — ami technikailag talan még egyszeriibb —
aD:={p/2? : peZ, q€ N}, G:=D/Z un. "diadikus csoportra" szoritkozva.

Legyen ez utobbiban a korabbiakkal analog moédon H, := {x € G : 2"z = 0 mod 1} < G,
és legyen A := {z € G : ok +ky £ 0, 2(k+1)? = 0}, A := UpAj. Marmost ha n = m?, akkor
nyilvan #(H, N A) > 2 — 2m°~m — (1 — o(1))#H,, (n — o0), de ha n = m2 + m — 1, akkor
#(H,NA) < 2m* = o(#Hy) (n — 00), azaz a konstrukcio adja, hogy egyes felszallo Hy,; sorozatokkal
1-hez, masokkal 0-hoz tart a stirtiség.

5. A bizonyitdsok tobb 1épésbdl épiilnek fe. Ennek elején valahol valoban sziikségiink is van
egy 0-ban maximalizal6dé "alap" polinomra. Ezt késgbb Riesz-szorzat alkalmazéisaval megfelelGen
hézagossa is tessziik, mikézben elérjiik, hogy maximuma kiemelkedjen, a polinom koncentralédjon.
De ehhez a kétvaltozds idempotenseken keresztiil jutunk, az (1+ean —i—egN)K alakid polinom ebben a
forméban nem alkalmas, mert bar (1+ ez + e3)" még koncentralodik 0-ban, és azt a direkt * — Nz
helyettesitéssel hézagossé is tehetjiik, de az igy mér az Osszes k/N helyen egyforma maximumot fog
mutatni, azaz nem fog tobbé koncentralodni. Amugy pedig sziikségiink van azért itt tobb dologra,
pl. az 1/2-ben koncentralod6 polinomokra, amelyekre ilyen egyszeri, kézenfekvs példa végképp
nincs. Ennek legf6bb oka, hogy egy idempotens, vagy akir csak pozitiv definit polinom abszolit
maximuma mindig 0-ban van, tehat egyetlen polinom hatvanyozasaval csak a O-ban felléps maximu-
mot tudjuk kiemelni, és sohasem jutunk 1/2-ben koncentralod6é p-normahoz. Ez teszi sziikségesse,
hogy kétvaltozos idempotenseket keressiink, mégpedig tgy, hogy azok p-edik marginélis integraljai
igenis az 1/2-ben legyenek nagyobbak, s azutan ennek hatvanyozéasat szimulaljuk megfelels kétval-
tozos Riesz-szorzatokkal. Az alappolinomok — még ha kétvaltozosak is — de viszonylag egyszertiek
(ha sikeriil ilyeneket taldlni, konstrudlni), a konstrukcié azonban bonyolultabb, mint egy egyszeri
hatvanyozas, vagy egy sima egyvaltozos Riesz-szorzat.

Mi a Mockenhaupt és Schlag dltal a Hardy-Littlewood majorans problémaban konstrualt négy-
tagi exponencialis polinombol indultunk ki ahhoz, hogy az 1/2-ben koncentral6d6 idempotenst meg-
konstrualjuk. Ezt a bemutatott technika szerint elébb kétviltozossa faragtuk, aztan az egyik valtozo
szerinti margindlis integral és Riesz-szorzatok segitségével konstrualtuk meg a magunk polinomjat.
Az, hogy egyéltalan az ehhez valo kiinduldshoz van-e hdromtagi ellenpélda a Hardy-Littlewood
majorans problémaban, az a mai napig is csak sejtés. Mockenhaupt mindenesetre mar adott ré egy
hidnyos bizonyitast, és Krenedits Sandor megcsinalta 0 < p < 12-re, persze ha p ¢ 2N. A sejtés,
illetve részbeni eredmény konkrétan az, hogy 1+ e; £ ex10 a 2k < p < 2k + 2 intervallumban
ellenpélda a Hardy-Littlewood majorans probléméban. De ebben is lathato, hogy a p-t6l fliggenie
kell a polinomunknak, egyetlen egy polinom biztosan nem lehet j6 minden p-re.

Osszefoglaloan tehét a felvetésre az a vilasz, hogy az (1+eaxn +e3n )™ polinom itt nem alkalmas.

6.1. Sajnalom a leirdsban néhol el6fordulé zavaré hibdkat. A kompakt részhalmazzal kap-
csolatban mar Totik Vilmos véleménye kapcsan is irtam, a "nemnegativ egyiitthaté" - "negativ
egyiitthato" szohasznalat eltérd tartalma pedig szintén sajnélatos.

6.2. Egyetértek azzal, hogy a geometriai jellegli okoskodasok megértését nagyban segitik az
abrak. Nem vagyok hive a Bourbaki-féle absztrakt eladasmodnak, a Dieudonné féle "Le a harom-
szogekkel " megkozelitésnek. Az abrak elsGsorban azért hianyoznak a dolgozatbdl, mert sajnos a
kiilonbo6z§ tex verzidkban irddott cikkek Osszefésiilése soran sok tex-nikai gondom tamadt, és aztan
az dbrdkra nem maradt energidm.

Mindenesetre annal jobban értékelem és koszondm az opponensek munkajat.

Budapest, 2011. januar 23.

Révész Szilard Gyorgy



